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Resumen

Este texto estd pensado para la realizacion de practicas informéaticas matriciales
vy de geometria para alumnos de primer curso con Matlab u Octave. Aparte de
exponer las bases operativas y matriciales, también quiere ayudar a la
comprension de lo que son las transformaciones semejantes con un conjunto agil
y estructurado de comandos. En el primer capitulo realiza una introduccion
general al entorno de calculo. En el segundo se tratan las matrices, su
operatividad y aplicaciones. En el tercero se realiza una representacion de
curvas y figuras sencillas en el plano euclideo utilizando distintos tipos de
coordenadas (cartesianas y polares) mientras que en el quinto se realiza en el
espacio (en cartesianas, cilindricas y esféricas). En los capitulos cuarto y sexto
se presentan las transformaciones geométricas en el plano y en el espacio
euclideo, respectivamente, desde una perspectiva de célculo e interpretacion
geométrica. Finalmente se incluyen las soluciones de los ejercicios de
autoevaluacion propuestos en cada capitulo.






Presentacion

Este texto esta pensado para la realizaciéon de practicas informaticas matricia-
les y de geometria de alumnos de primer curso, especialmente para los alumnos de la
asignatura de Algebra Matricial y Geometria del Grado en Tecnologias Interactivas
que imparte el Departament de Matematica Aplicada en la Escola Politécnica Supe-
rior de Gandia de la Universitat Politécnica de Valéncia. En vistas a ello, la redaccion
utilizada en el texto es menos sobria que la usual en otros textos de mateméticas de
los mismos autores.

La ensenanza de la geometria en los niveles previos a la universidad ha quedado
reducida a calculos geométricos sobre figuras planas més o menos regulares. Ello
implica la existencia de lagunas en la mayoria de estudiantes que generan carencias
en el tratamiento geométrico de imégenes. Este texto, aparte de exponer las bases
operativas y matriciales, también quiere aportar su grano de arena a la comprensién
de lo que son las transformaciones semejantes poniendo a disposicion del lector un
conjunto agil y estructurado de comandos. En todo momento se afiaden graficas que
ayudan a interpretar las ideas expuestas.

El texto esta orientado para ejecutar todos los comandos en Matlab® en al-
guna de las dltimas versiones aunque, como no se utiliza ninguna funcién especial en
el desarrollo del texto (excepto alguna nota complementaria o alternativa), es com-
patible con Octave, con versiones més antiguas de Matlab® y, con algunos cambios,
con otros entornos de calculo como, por ejemplo, Scilab. Para los calculos simbélicos
en Octave se requiere instalar Python y sus librerias Mpmath y SymPy y cargarlas
dentro de Octave con los comandos pkg install -forge symbolic y pkg load symbolic.

La formacion necesaria para entender este libro son los conocimientos matema-
ticos de bachillerato requeridos para poder entrar a cualquier ingenieria o titulacion
cientifica y se ha escrito de modo que sea asequible para lectores de menor nivel
matematico. Se pueden utilizar los procedimientos habituales de copia/pega de los
comandos como si fueran funciones predefinidas para seguir con facilidad todo el
libro.

En todo momento se indican los procedimientos matematicos utilizados argu-
mentados de forma coherente, pero no se demuestran, aunque en algunos casos se
justifiquen. El lector puede encontrar las bases matematicas necesarias en los libros
“Algebra Matricial” y “Geometria euclidea” de Estruch, Gregori y Roig incluidos en
la bibliografia.

Los comandos se diferencian claramente del texto para evitar confusiones. Se
han marcado en negrita los lugares en donde se define un concepto y se han referen-
ciado en un indice al final del texto para facilitar su localizacion. Este documento se
ha creado con enlaces que permiten navegar con facilidad por las diferentes secciones,
referencias e indices. Cada visualizador suele tener un botén (léase combinacion de
teclas) para volver atras cuando ya se ha visitado una referencia. Una forma habitual
es “ALT"+“4" 0 “COMMAND" <",



Al final de cada capitulo se proponen ejercicios para verificar la comprension
del capitulo. Se asume que se esté en una situacion de trabajo real en donde se dispone
del entorno de célculo habitual con su ayuda incorporada y que se puede consultar
este texto. El tnico limite existente es la comprension de los temas desarrollados.
Se aconseja no consultar informacion por internet (excepto puntualmente) dado que
el libro es autocontenido y la informacién existente en la red muchas veces no es
adecuada. Los ejercicios propuestos son creativos mientras que los de autoevaluacion
se presentan a modo de prueba test de los contenidos. Una vez realizados estos
ultimos, se pueden verificar las respuestas en el apéndice A. En cada una de las
preguntas solo hay una opcién o respuesta que se adecta al enunciado y, si no se
indica lo contrario, se pide la respuesta que es cierta. Una pregunta correcta suma, 1
punto, una incorrecta resta 1/3 y una no contestada suma 0. Si el tiempo utilizado
en responder cada pregunta (sin consultar las respuestas) es inferior a 5 minutos se
ha alcanzado una buena comprensiéon del capitulo, si esta entre 5 y 10 minutos el
nivel de comprension es ajustado y, si es superior a 10 minutos, es insuficiente.

El texto consta de seis capitulos y un apéndice. El primer capitulo realiza
una introduccién general al entorno de calculo como si se tratase de una calcula-
dora grafica de amplias prestaciones en los distintos campos del calculo cientifico.
En el segundo capitulo se tratan las matrices, su operatividad y aplicaciones como,
por ejemplo, en la fotografia digital. En el tercer capitulo se realiza una representa-
cién de puntos y figuras sencillas en el plano euclideo utilizando distintos tipos de
coordenadas (cartesianas y polares) mientras que en el quinto capitulo se realiza en
el espacio (en cartesianas, cilindricas y esféricas). En los capitulos cuarto y sexto
se presentan las transformaciones geométricas en el plano y en el espacio euclideo,
respectivamente, desde una perspectiva de calculo e interpretacién geométrica. Ello
permite conocer la esencia del funcionamiento de las transformaciones geométricas.
Aunque la metodologia propuesta se puede aplicar a cualquier transformacién, nos
centramos con las semejanzas por ser la base de ellas. En el apéndice se incluyen las
soluciones de los ejercicios de autoevaluacién propuestos en cada capitulo.

Los autores agradecen cualquier sugerencia para la mejora de este texto.

Los autores.



Notacion

En este texto se ha evitado un lenguaje excesivamente simbélico.
No obstante, el lector debe conocer la siguiente terminologia basica que se usa
en matemaéticas y ciencias tecnoldgicas:

VvV Cuantificador universal. Se lee “para todo.° “para cada”
3 Cuantificador existencial. Se lee “existe"
<= Equivalencia proposicional. Se lee “si y s6lo si"
sii ~ Abreviatura de “si y solo si"
=  Equivalencia (o cambio convencional de notacion)
= Implicacién proposicional. La proposicién de la izquierda
implica la de la derecha. Se lee “implica"
| Se lee “tal (tales) que"
: Se lee “tal (tales) que"
i.e. En latin id est y se lee “es decir"
€ Simbolo de pertenencia
C  Simbolo de inclusién
U Simbolo de unién
N Simbolo de interseccion
N Conjunto de los ntuneros naturales (incluye al cero)

N*  El conjunto N sin el cero

El anillo de los nimeros enteros

El cuerpo de los ntimeros racionales

El cuerpo de los ntimeros reales

R*  El conjunto de los ntimeros reales estrictamente positivos
C  El cuerpo de los niimeros complejos

O N

Ténganse presentes las siguientes abreviaturas utilizadas para referen-
ciar otros sitios en el texto:
ec. Kcuacién
sec. Seccion






Sumario

1. Introduccién al entorno de calculo 11
1.1. EL ENTORNO DE CALCULO . . . . . ... ... ....... 11
1.1.1. Ventana de comandos . . .. ... .. ... .. ..... 11
1.1.2. Operadores aritméticos . . . . . . . . . . .. .. .. ... 12
1.1.3. Comandos . . . . . . .. . .. ... ... .. ... 13
1.1.4. Formatear un resultado numeérico . . . . . . . . . .. .. 14
1.1.5. Asignacion de valores a variables . . . . ... ... ... 15

1.2. VARIABLES VECTORIALES Y MATRICIALES . ... ... 17
1.2.1. Definicion y construccion de vectores y matrices . . . . . 17
1.2.2. Ejemplos constructivos . . . . . . ... 19
1.2.3. Operaciones matriciales . . . . . . . ... ... ... .. 20
1.2.4. Ejemplos de operatividad matricial . . . . . . ... ... 21
1.2.5. Operaciones elemento a elemento . . . . . . .. .. ... 23
1.2.6. Ejemplos operativos elemento a elemento . . . . .. .. 24
1.2.7. Ejemplo de calculo de valores estadisticos . .. ... .. 25

1.3. FUNCIONES . . . . . . . o 26
1.3.1. Funciones elementales predefinidas . . . . . . . . .. .. 26
1.3.2. Definicion de nuevas funciones . . . . . . . .. .. ... 27
1.3.3. Ejemplo de funcion vectorial de dos variables . . . . . . 30

1.4. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES. . . . .. 31
1.4.1. Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales . . . . . . 31
1.4.2. Resolucién de sistemas de ecuaciones . . . . . . . . . .. 31
1.4.3. Ejemplo de resoluciéon de sistemas . . . . . .. ... .. 32

1.5. GRAFICOS BIDIMENSIONALES . . ... ........... 33

1.5.1. Dibujo de puntos y poligonos con plot y fill . . . . . .. 33



2.

1.5.2. Dibujo de funciones con fplot . . . . ... .. ... ...
1.5.3. Otros comandos de representaciéon grafica . . .. .. ..
1.5.4. Ejemplo de funcién definida a trozos . . . . . . ... ..
1.5.5. Circunferencias y elipses . . . . . .. ... ... .. ...
1.6. GRAFICOS TRIDIMENSIONALES . . ... ... .......
1.6.1. Dibujo de puntos y curvas con plot3 y fplot3 . . . . ..
1.6.2. Dibujo de funciones y superficies con fsurf . . . . . . . .
1.7. EJERCICIOS . . . . . . . .
1.7.1. Ejercicios propuestos . . . . . . . ... ... L.

1.7.2. Ejercicios de autoevaluacién . . . . . . ... ... ...

Matrices y ecuaciones

2.1. MATRICES . . . . . . . e
2.1.1. Definiciones . . . . . . . .. ... . ... ...
2.1.2. Operaciones con matrices . . . . .. .. ... ... ...
2.1.3. Ejemplos de operaciones matriciales . . . . . . ... ..
2.1.4. Ejemplo de ecuaciéon matricial . . . . . .. ... ... ..

2.2. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES . . ... ... ...
2.2.1. Definiciones y teorema de Rouché-Frobenius . . . . . . .
2.2.2. Resolucién de un sistema compatible determinado
2.2.3. Resolucién de un sistema compatible indeterminado
2.2.4. Resolucién de un sistema sobredeterminado . . . . . . .
2.2.5. Ejemplo de regresiéon polinémica . . . . . . ... .. ..

2.3. APLICACION DE LAS MATRICES A LAS IMAGENES DI-
GITALES . . . . o

2.3.1. Matrices e imagenes digitales . . . . . . . ... ... ..
2.3.2. Ejemplo de tratamiento de imagenes digitales . . . . . .
24. EJERCICIOS . . . . .. ..
2.4.1. FEjercicios propuestos . . . . . . . .. ... ...

2.4.2. Ejercicios de autoevaluacion . . . . . . .. ... ... ..

Figuras y curvas en el plano euclideo
3.1. COORDENADASENR? . ... . ... . ... .........
3.1.1. Coordenadas cartesianas . . . . . . . . . .. ... .. ..

3.1.2. Coordenadas homogéneas . . .. ... ... ... ....



3.1.3. Coordenadas polares y nimeros complejos . . . . . . . .
3.2. PARAMETRIZACIONESENR? . . . .. ... .. .......
3.2.1. Curva regular parametrizada . . ... ... ... .. ..
3.2.2. Parametrizacion de recta y segmento . . . . . . . .. ..
3.2.3. Parametrizacion de circunferencia y elipse . . . . . . ..
3.2.4. Parametrizacion de espirales . . . . .. .. ...
3.3. FIGURAS EN EL PLANO REAL . . .. ... ... ... ...
3.3.1. Ejemplo de figura plana . . . . . . ... ... ... ...
3.3.2. Ejemplo de figura parametrizada . . . . ... .. .. ..
3.3.3. Ejemplo de un trozo de pizza . . . . . .. .. ... ...
3.3.4. Ejemplo de representaciéon de un poligono regular . . . .
3.3.5. FEjemplo de representaciéon de una recta . . . . .. . ..
3.3.6. Ejemplo de representacion de circunferencias y elipses
3.3.7. Ejemplo de representacion parameétrica de espirales . . .

3.3.8. FEjemplo de representaciéon de curvas en coordenadas po-
lares . . . . . .

3.3.9. Ejemplo de trayectoria delimitada por puntos . . . . . .
3.4. VECTOR TANGENTE A UNA CURVA PARAMETRIZADA .
3.5. EJERCICIOS . . . . . . . . .
3.5.1. Ejercicios propuestos . . . . . . ... ...

3.5.2. FEjercicios de autoevaluaciéon . . . . . . .. ... ... ..

. Transformaciones geométricas en el plano

4.1. TRANSFORMACIONES ENR? . . ... ... ... ......
4.1.1. Transformaciones del plano . . . . . . . ... ... ...
4.1.2. Isometrias y semejanzas . . . . . . . . . ... ... ...
4.1.3. Transformacién afin . . . . ... ... 0oL,
4.1.4. Producto de transformaciones afines . . . . .. .. ...
4.1.5. Caracterizacion de una transformacion afin . . . . . . .

4.2. SEMEJANZAS EN EL PLANOREAL . . . . .. ... ... ..
4.2.1. Traslaciones . . . . . . ... o
4.2.2. Giros y simetrias respecto a un punto . . . . . ... ..
4.2.3. Simetrias respectouneje. . . . . .. ..o
4.2.4. Homotecias . . . . . . . . . .. o

4.2.5. Productos habituales de semejanzas en R? . . . . . . ..

82
84
85
86
86
87



4.3. EJEMPLOS DE SEMEJANZAS EN EL PLANO REAL . . . . 101

4.3.1. Ejemplo de traslacion . . . . . ... ... L. 102
4.3.2. Ejemplodegiro. . . . . .. ... o oL, 103
4.3.3. Ejemplo de simetria puntual . . . . . . ... ... ... 104
4.34. Ejemplo de simetrfa axial . . . ... ... ... ... .. 105
4.3.5. Ejemplo de homotecia . . . . . ... ... ... .. ... 107
4.3.6. Ejemplo de cizallamiento o sesgado . . . . . . .. .. .. 108
4.3.7. Procedimiento para el producto de semejanzas . . . . . 109
4.3.8. Ejemplo de producto de transformaciones afines . . . . . 110
4.3.9. Ejemplo de determinacién de una transformacion a par-
tir de tres puntos . . . . . . ..o 113
4.4. EJERCICIOS . . . . . .. . 114
4.4.1. Ejercicios propuestos . . . . . . . ... ... 114
4.4.2. Ejercicios de autoevaluaciéon . . . . . . .. ... 115
. Curvas y superficies en el espacio euclideo 119
5.1. COORDENADASENR? . .. ... . ... ... ... ..... 119
5.1.1. Coordenadas cartesianas . . . . . . . . ... ... .. .. 119
5.1.2. Coordenadas homogéneas . . .. ... ... ... .... 120
5.1.3. Coordenadas cilindricas . . . . . .. ... ... ... .. 120
5.1.4. Coordenadas esféricas . . . . . ... ... ... ... .. 121
5.2. PARAMETRIZACIONES ENR3 . . . . .. ... ... ..... 123
5.2.1. Curva paramétrica . . . . . . . . . ..o 123
5.2.2. Superficie paramétrica . . . . . . .. ... 124
5.3. FIGURAS EN EL ESPACIO REAL . .. ... ... .. .... 126
5.3.1. Ejemplo de representaciéon de una recta . . . . . .. .. 126
5.3.2. FEjemplo de curva parametrizada . . . .. ... ... .. 127
5.3.3. Ejemplo de trayectoria delimitada por puntos . . . . . . 128
5.3.4. Ejemplo de superficie paramétrica . . . . . ... .. .. 129
5.3.5. Ejemplo de casquete esférico. . . . . .. ... ... .. 131
5.3.6. Ejemplo de paralelepipedo al espacio . . . . . .. .. .. 132
5.3.7. Ejemplo de representaciéon aproximada de una superficie
mediante una nube de puntos . . . . .. .. ..o 133
5.3.8. Ejemplo de un cilindro con tapas . . . . . . ... .. .. 134

5.3.9. Ejemplo de un trozo de sandia . . . . .. ... ... .. 136



2.5.

5.4. VECTORES TANGENTES A CURVAS Y SUPERFICIES
5.4.1. Vectores tangentes a una curva parametrizada . . . . . .
5.4.2. Vectores tangentes a una superficie parametrizada . .
EJERCICIOS . . . . . . o
5.5.1. FEjercicios propuestos . . . . . . ... ... L
5.5.2. Ejercicios de autoevaluacién . . . . .. ..o

. Transformaciones geométricas en el espacio
TRANSFORMACIONES ENR3 . . . ... ... ... ... ..

6.1.

6.2.

6.3.

6.1.1.
6.1.2.
6.1.3.
6.1.4.
6.1.5.

Transformaciones del espacio . . . . ... ... .. ...
Isometrias y semejanzas . . . . . . . ... ... ... ..
Transformaciéon afin . . . . . . .. .. ... ... ...
Producto de transformaciones afines . . . ... ... ..

Caracterizacion de una transformacion afin . . . . . . .

SEMEJANZAS EN EL ESPACIO REAL . . . . ... ... ...

6.2.1.
6.2.2.
6.2.3.
6.2.4.
6.2.5.
6.2.6.

Traslaciones . . . . . . . . ... ... ...
Simetrias respecto un punto . . . . ... ... L
Homotecias . . . . . . . . ... ... .
Giros sobre un eje y simetria axial . . . . . ... .. ..
Simetrias respecto un plano . . . ... ..o

Productos habituales de semejanzas en R3 . . . . . . ..

EJEMPLOS DE SEMEJANZAS EN EL ESPACIO REAL . . .

6.3.1.
6.3.2.
6.3.3.
6.3.4.
6.3.5.
6.3.6.
6.3.7.
6.3.8.
6.3.9.

Ejemplo de traslacion . . . . . ... .o
Ejemplo de simetria respecto un punto . . . . . . .. ..
Ejemplo de homotecia . . . . . ... ... ... ...
Ejemplo de giro y simetria respecto un eje . . . . . . ..
Ejemplo de simetria respecto un plano . . . . . ... ..
Ejemplo de cizallamiento o sesgado . . . . . .. . .. ..
Procedimiento para el producto de semejanzas . . . . .
Ejemplo de producto de transformaciones afines . . . . .

Ejemplo de determinaciéon de una transformaciéon afin a
partir de cuatro puntos . . . . .. . ...

6.4. TRANSFORMACIONES PERSPECTIVAS . . . ... ... ..

. 138

138

. 140

141
142
142



10

6.5. EJERCICIOS . . . . . . . . .. 174
6.5.1. Ejercicios propuestos . . . . . . . ... ... 174
6.5.2. FEjercicios de autoevaluacion . . . . . . .. ... ... L. 175

A. Soluciones de los ejercicios de autoevaluaciéon 179

A.1. SOLUCIONES AL CAPITULO 1. .. ... ... ........ 179
A1.1. Soluciones . . . . . . .. 179
A.1.2. Pasos en la resoluciéon y posibles comandos a utilizar . . 179

A.2. SOLUCIONES AL CAPITULO 2. . ... ... ... ...... 184
A2.1. Soluciones . . . . . ... 184
A.2.2. Pasos en la resoluciéon y posibles comandos a utilizar . . 184

A.3. SOLUCIONES AL CAPITULO 3. . . ... ........... 188
A3.1. Soluciones . . . . . . ... 188
A.3.2. Pasos en la resoluciéon y posibles comandos a utilizar . . 189

A.4. SOLUCIONES AL CAPITULO 4 . . . . .. .. .. ... .... 194
A4.1. Soluciones . . . . . . ... 194
A.4.2. Pasos en la resolucion y posibles comandos a utilizar . . 194

A5. SOLUCIONES AL CAPITULO 5. . . .. ... ... ... 202
A5.1. Soluciones . . . . . ... 202
A.5.2. Pasos en la resolucion y posibles comandos a utilizar . . 202

A.6. SOLUCIONES AL CAPITULO 6. . . ... .. ... ...... 210
A.6.1. Soluciones . . . . . . ... 210
A.6.2. Pasos en la resolucion y posibles comandos a utilizar . . 210

Referencias 227



Capitulo 1

Introduccion al entorno de
calculo

Como se indica en la Presentacion, el texto estd orientado para ejecutar
todos los comandos en Matlab en alguna de las dltimas versiones aunque,
como no se utiliza ninguna funcién especial en el desarrollo del texto (excepto
en alguna nota complementaria o alternativa), es compatible con Octave, con
versiones més antiguas de Matlab y, con algunos cambios, con otros entornos
de célculo como, por ejemplo, Scilab.

En este capitulo no se trata de entender los procesos mateméticos o al-
gorftmicos que puedan estar detrés de los comandos, sino simplemente conocer
las sintaxis de los comandos habituales que se requieren en este texto y qué se
consigue con cada uno de ellos. Al final se incluyen algunos ejercicios propues-
tos y de autoevaluacion. En la seccion A.1 se encuentran las soluciones y los
posibles comandos a utilizar para la resolucién de los ejercicios test incluidos
en la autoevaluacién de este capitulo.

1.1. EL ENTORNO DE CALCULO

1.1.1. Ventana de comandos

Al ejecutar el programa aparece la llamada pantalla o ventana de coman-
dos. En ella aparece el menii general de la aplicacién con todas sus opciones,
asi como el prompt (>>) para la entrada de comandos.

11



12 1. Introduccién al entorno de calculo

1.1.2. Operadores aritméticos

Para ejecutar un simple calculo basta con escribir los comandos u 6r-
denes al lado del prompt y pulsar la tecla Enter. Se devuelve la respuesta
utilizando la expresion ans = (answer). Por tanto, una de sus aplicaciones
es poder servir como una gran calculadora. Los siinbolos utilizados para las
operaciones algebraicas son:

+ para la suma.

— para la diferencia.
* para el producto.
/ para el cociente.

A para la potencia.

Hay que tener en cuenta que, al combinar varios operadores en una
misma entrada, hay unos criterios de prioridad entre las operaciones que,
por defecto, determinan el orden de evaluacién de la expresién y que se citan
a continuacién:

1. Primero se ejecutan las expresiones incluidas dentro de paréntesis.
2. Seguidamente se ejecutan las funciones.

3. Después las operaciones aritméticas: primero las potencias y luego los
productos y cocientes de izquierda a derecha.

4. Por tltimo, las sumas y restas también de izquierda a derecha.

Hay que tener también cuidado con los paréntesis y los corchetes, ya
que se utilizan para cosas distintas. Ténganse siempre presente las siguientes
observaciones:

a. 91 la expresion es un cociente o fraccién y puede haber confusién, se
sugiere introducir tanto el numerador como el denominador entre pa-
réntesis: (- -)/(--+).

b. Cuando se desea realizar un producto es imprescindible escribir el signo
* (asterisco) en la orden correspondiente. No se asume por omision.

c. Cuando hay expresiones no simples en potencias, es conveniente utilizar
paréntesis: (- +) " (---).
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Veamos cémo calcular la expresiéon %. Observa que los siguien-
tes resultados ofrecen resultados distintos, pero sélo el Gltimo de ellos es el
correcto. Se deben seguir las indicaciones dadas en la seccién 1.1.2 y poner
tanto el numerador como el denominador entre paréntesis.

3x5-272/10-3%x8-5

3% (5-2)"2/(10-3) % (8-5)
(3%x(5-2)72)/(10-3) % (8-5)

(3% (5-2)"2) / ((10-3)=*(8-5))

El resultado correcto es
ans = 1.2857

1.1.3. Comandos

Como ya se ha dicho con anterioridad, para que se ejecute una entrada,
basta con pulsar la tecla Enter una vez escrita. Si al final de la entrada colo-
camos un punto y coma (;) el programa ejecuta los célculos y los guarda en
la memoria sin mostrar el resultado por la pantalla y aparece el prompt >>
para indicar que se puede introducir una nueva entrada.

Se pueden realizar varias entradas en una misma linea. Basta con sepa-
rarlas por comas o puntos y comas y pulsar Enter. Los comandos son almace-
nados de forma temporal hasta que finalice la sesién y también se guardan en
el Command History. En cuanto al valor de las variables también se mantienen
siempre y cuando no se eliminen con el comando clear.

Se puede utilizar el simbolo % para introducir comentarios. Todo lo
que continua a dicho simbolo no se ejecuta.

En el caso de error en la entrada de un comando o si se van a entrar
varios comandos similares, puede recuperarse una entrada anterior para mo-
dificarla de la manera adecuada. Para ello se utilizan las teclas de movimiento
de cursor (ver figura inferior). Pulsando, por ejemplo, la tecla hacia arriba una
vez se recupera la dltima entrada realizada. Pulsando varias veces se consi-
gue recuperar cualquier entrada aunque se haya utilizado anteriormente clc
para limpiar la pantalla. Las teclas hacia la derecha o izquierda permiten el
desplazamiento sobre la linea actual. 0

— || =
A continuacion, en la figura inferior se muestra el entorno grafico de
ventanas habitual en donde se indican sus partes.
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Para obtener informacion sobre cualquier comando se puede utilizar
la, orden help comando aunque actualmente, como se observa en la parte
superior derecha de la figura anterior se puede entrar un comando para buscar
ayuda de forma bastante detallada (puede que se pida registro previo gratuito
en Mathworks).

Entrando después del prompt el comando clc borra todas las entradas
en la pantalla, pero no de la memoria del ordenador.

1.1.4. Formatear un resultado numérico

Por defecto se utiliza doble precision, es decir, 64 bits para un nimero
real, lo cual implica que se tiene una precision de 15 cifras decimales. El valor
del épsilon de la maquina es del orden de 1.2 - 10716 que es el valor més
pequeno representable correctamente. Valores inferiores o similares en médulo
son indistinguibles y se pueden asumir que son cero.

Si algin problema lo requiriese, se puede utilizar precisién cuadru-
ple (con 128 bits para cada ntimero real) duplicando el nimero de decimales
exactos representables pero utilizando el doble de memoria del ordenador y
ralentizando los célculos. Ello se puede conseguir mediante la Symboliz Toolbox
u otras librerfas.

Por defecto el resultado de un calculo se muestra con 5 digitos, uno de
unidades mas 4 de decimales en formato cientifico, aunque por defecto siempre
trabaja con 15 digitos. Asi, por ejemplo, el afio 2020 se escribe 2.020e03 que
equivale a 2.020 - 103, es decir,

2020 = 2.020 - 10° = 2.020¢03.
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Este formato se puede modificar con los siguientes comandos:

e format long que da los resultados con 15 cifras.

e format short que da los resultados con 4 cifras.

format rat que ofrece los resultados en forma racional.

e format compact que elimina las lfneas en blanco de separacién que
hay en los resultados obtenidos.

e format que vuelve al formato por defecto.

Volvamos a realizar el calculo de la seccién 1.1.2 pero con distintos
formatos. Introduce format long, recupera la entrada correcta con la flecha
1y pulsa Enter. Comprueba que el resultado es ans = 1.28571428571429

El formato racional se obtiene como sigue.
format rat, (3%x(5-2)"2) / ((10-3)=*(8-5))
ans = 9/7
Vuelve al formato por defecto introduciendo format

Comparad los valores obtenidos para v/2 = 1.4142... con los siguientes
comandos y, utilizando los criterios de prioridad, explicad el motivo de porqué
el tercero da un valor extrafio.

sqrt (2), 2.5, 2”~1/2, 2~(1/2)

1.1.5. Asignacién de valores a variables

En muchas ocasiones es conveniente guardar los resultados intermedios
en la memoria del ordenador asignando cada valor a un nombre llamado va-
riable. A priori, cualquier palabra que empiece por una letra y no contenga
stmbolos extranos (como los signos de puntuacion, operadores, espacios en
blanco, letras con tildes, ...) es apta como variable siempre y cuando no sea
un comando o variable protegida. A continuacién se muestran los valores de
algunas variables predefinidas.

e pi valor de 7
e iy también j, unidad imaginaria (/—1)
e inf infinito

e NaN indeterminacion (Not a Number)
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e realmin menor nimero real positivo utilizable

e realmax mayor numero real positivo utilizable

e ans ultimo resultado obtenido no asignado a ninguna variable
e diary guarda el texto de la sesién actual de Matlab

Por defecto se diferencian las mayusculas de las mintsculas, aunque ello
se puede cambiar. El valor de la variable namelengthmax indica la longitud
méaxima de caracteres de una variable (habitualmente 63).

Todas las variables aparecen en la ventana Workspace del Layout (ver
figura de la seccion 1.1.3), aunque también se puede obtener un listado con el
comando who. Utilizando en dicha ventana el botén derecho del ratén sobre
una variable aparecen distintas opciones como borrar la variable, visualizar-
la,... Se pueden borrar todas las variables a la vez con el comando clear,
v si se anade a posteriori de este comando el nombre de una variable sélo se
borra esa variable. Como siempre, con el comando help clear se obtiene
mas informacion.

Nota: Como j? = —1 se pueden calcular raices cuadradas de valores
negativos: v/—4 = \/4- (=1) = V4 /—-1=42-3.

Para definir una variable x, asignarle el valor de 3 y poner en y el valor
de x al cuadrado, se pueden introducir los siguientes comandos separados por
una coma.

x=3, y=x"2

A continuacion se pregunta por las variables en memoria, se borra sélo
la variable y y se verifica con:

who, clear y, who

Para conocer la suma y el producto de los valores a = 1324, b = 2685,
¢ = 300, puede procederse con los siguientes comandos. Se observa que en la
primera entrada el ordenador no devuelve el valor de a, b y ¢ debido al punto
vy coma y suele utilizarse para la entrada de datos.

a=1324; b=2685; c¢=300;
suma=a+b+c, producto=axbxc
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1.2. VARIABLES VECTORIALES Y MATRICIA-
LES

1.2.1. Definicién y construccién de vectores y matrices

Los vectores y las matrices se utilizan en muchas operaciones y en cual-
quier hoja de célculo que trabaja con columnas y filas. Se pueden compaginar
las operaciones matemaéticas habituales (+, -, *, /, A) y las operaciones ele-
mento a elemento (+, -, .*, ./, .A) que veremos mas adelante.

Para definir una variable X que corresponda a un vector fila de n com-
ponentes (1 fila n columnas) o coeficientes reales o complejos & = (x1, ..., zy)
éstos se escriben separados por comas o espacios dentro de corchetes (parénte-
sis cuadrados); si se quiere un vector columna (n filas 1 columna) se deben
separar por puntos y comas como se indica a continuacién:

X = [x1,x2,---,xn] % vector fila
X = [x1 x2 +-+ xn] % vector fila
X = [x1;x2;-+-;xn] % vector columna

Por defecto, los vectores se denotaran con una flecha encima de éstos en
el texto pero no en los comandos. Por defecto, en las operaciones matematicas
asumiremos que un vector siempre es vector columna. Las componentes de un
vector se numeran de izquierda a derecha o de arriba abajo dependiendo de si
es un vector fila o columna respectivamente. Dicha posicion se denota mediante
un nimero entre paréntesis. Asi, por ejemplo, la segunda componente de X (de
Z) es X (2) que vale x3.

Una matriz A se puede considerar como un vector de vectores que tiene
un formato estructurado tipo tabla bidimensional en sus coeficientes con m
filas (horizontales) y n columnas (verticales). En este caso se puede considerar
que A esta formada por m vectores fila de n componentes uno debajo de otro,
o bien, n vectores columna de m componentes uno a la derecha del otro. La
notacion habitual es

a1l a2 o Qlp
a1 G2 - G2p
A:(aiJ) i=1,....m — . . -
j=1...,n
am,1 Am,2 " Omn
que se define con el comando
A=[all,al2,---,aln; a2l,a22,---,a2n; --+- aml,am2, ---,amn]

Cada componente o coeficiente de una matriz queda posicionado por su
numero de fila y su nimero de columna, siempre en este orden. Esta posiciéon
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se denota mediante dos nimeros entre paréntesis separados por una coma.
Asi, por ejemplo, el coeficiente as 3 es el coeficiente de A de la segunda fila
y tercera columna que se obtiene con el comando A (2, 3). Esta notacién es
similar a la utilizada en el 4lgebra matricial. A veces, si no hay confusion, se
elimina la coma entre el subindice fila y columna en la notacién matematica,
es decir, a3 = ag 3. Se llama submatriz de A a cualquier matriz obtenida al
eliminar un cierto nimero de filas y/o columnas en A.

El entorno de céalculo es muy flexible para definir matrices y, siempre que
las dimensiones lo permitan, se pueden juntar trozos concatenando bloques
matriciales o submatrices como se muestra en el siguiente ejemplo.

X=[1,2], Xtras=[1l;2], a=3, B=[1 0;0 1]

A=[X,a; B,Xtras]
A =
1 213
1 0|1
0 1|2
También se pueden extraer filas o columnas enteras consecutivas o no,
submatrices,. .. y se pueden definir vectores o matrices como se observa en los

siguientes comandos.

e X=ini:incr:fi define un vector desde inicio ini hasta final fi a
incrementos incr sin sobrepasar nunca el final. El incremento puede
ser positivo o negativo y habitualmente se utiliza con nimeros enteros
aunque no es imprescindible. El incremento se puede omitir en cuyo caso
vale la unidad.

e X=linspace (Xini,Xfi,N) define un vector de N puntos equiespacia-
dos desde el inicio Xini hasta el final Xfi. Como hay N puntos y N-1
intervalos, la distancia entre dos puntos consecutivos es (Xfi-Xini) / (
N-1). A diferencia del comando anterior, en este caso siempre se alcanza
el valor final Xfi.

e A (m,n) define el elemento en la posicién (m,n) de la matriz A

e A(a:b,c:d) define la submatriz de A formada por las filas que hay
entre la a-ésima y b-ésima y por las columnas situadas entre la c-ésima
y d-ésima.

e A(F,C) con F y C vectores de indices de filas y columnas respectiva-
mente de A, define la submatriz de A formada por las filas y las columnas
incluidas en F y C respectivamente.

e A(a, :) obtiene la fila a-ésima de la matriz A.
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e A(:,b) obtiene la columna b-ésima de la matriz A.

e cye (n) crea la matriz identidad de dimensién n con unos en la dia-
gonal y ceros fuera de ella.

e zeros (m,n) creala matriz nula de orden mxn con ceros en todas sus
posiciones.

e ones (m,n) crea una matriz de orden mxn con todos sus elementos
iguales a uno.

e rand (m, n) crea una matriz aleatoria de orden mxn con valores entre
0 y 1. Obviamente, a+ (b—a) *rand (m, n) crea una matriz al azar de
orden mxn con valores entre a y b.

1.2.2. Ejemplos constructivos

Primero se limpia la pantalla (con clc) y se elimina de la memoria las
variables utilizadas (con clear).

El vector 77 = (1,4,5,8,9) se define como vl=[1 4 5 8 9];

Si el vector tiene componentes equidistantes, como ocurre con Us =
(20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110, 120, 130, 140, 150, 160, 170, 180, 190, 200),
es preferible utilizar la forma indirecta (ndtese que aqui no se precisan los cor-
chetes):
v2=20:10:200;

A partir de los dos vectores anteriores se puede construir uno nuevo v3
que resulte de concatenar v1 con v2:
v3=[vl,v2]

Se construye ahora de forma indirecta un vector con los niumeros pares
entre 10 y 60 en orden ascendente primero y descendente después con los
comandos
v=linspace (10,60, (60-10)/2+1) y w=60:-2:10
Obsérvese que cuando se divide un intervalo mediante puntos siempre hay un
punto mas que intervalo (ver sec. 1.2.1). Por ejemplo, para partir el intervalo
[0, 6] en tres trozos equiespaciados se deben utilizar cuatro puntos {0, 2, 4, 6}
obteniendo [0, 6] = [0,2] U [2,4] U [4, 6].

1 -1 -3
Se definelamatrizA=| 0 2 8 |, lamatriz identidad I 3x 3, la
2 1 2

matriz nula O 3 x 3 y, a continuacién, se construye la matriz B 9 x 9 definida
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I O A

a bloques como se indica en B = O I O |. Finalmente, se forma la
A O 1T
1 y

submatriz C' de B a partir de sus filas 1, 2 y 5 y sus columnas 4 a 9.

[1 -1 -3; 0 2 8; 2 1 2], Id=eye(3), O=zeros(3,3)
[Id,0,A; O,Id,0; A,0,Id]
B([1,2,5], 4:9)

OOU”U[D

o
o
o
(@]
N
[e0]

1.2.3. Operaciones matriciales

Sean A, B, C matrices y sean v y w vectores fila o columna del tamafio
que corresponda en cada caso. A continuacion se explicitan las operaciones
matriciales mas habituales:

e A+B, A-B, AxB suma, resta y producto matricial de las matrices A y B,
respectivamente (siempre que las dimensiones de las matrices lo permi-
tan).

e A"p matriz elevada a la potencia real p (debe ser una matriz cuadrada).
e c~A producto del escalar ¢ por la matriz A.

e A' calcula la matriz traspuesta de la matriz real A. Si A es compleja
calcula su matriz traspuesta conjugada.

e det (A) obtiene el determinante de la matriz cuadrada A.

e inv (A) o bien A” (-1) calcula la matriz inversa de la matriz cuadrada
A. Se recuerda que la matriz tiene inversa cuando su determinante es no
nulo.

e rank (A) devuelve el rango de la matriz A, es decir, el maximo nimero
de filas (o columnas) linealmente independientes. Si una matriz cuadrada
tiene determinante no nulo entonces su rango es maximo, igual a su
tamano.

También existen otras operaciones con matrices que no son matematicas
como las siguientes:
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e max (v) da la mayor componente del vector v. En matrices, max (A)
da el maximo por columnas. Por defecto en matrices se hace variando
el primer indice que son las filas. Con help max se pueden ver otras
opciones. Este comentario también se aplica a los comandos siguientes
que operan por columnas.

e min (v) dala menor componente del vector v. En matrices, min (2) da
el minimo por columnas.

e sum(v) devuelve la suma de los elementos del vector v. En matrices,
sum (A) da la suma por columnas.

e prod (v) devuelve el producto de todas las componentes del vector v.
En matrices, prod (A) da el producto por columnas.

e length (v) devuelve el niimero de elementos o componentes del vector
v, es decir, su longitud.

e size (A) devuelve un vector con el nimero de filas y de columnas en
las matrices bidimensionales.

e A\B equivale a multiplicar matricialmente la inversa de A (cuando existe)
por B, es decir, A™ (-1) *B

e B/A equivale a multiplicar matricialmente B por la inversa de A (cuando
existe), es decir, BxA" (-1)

e A>a siendo a un ntmero real crea una matriz légica con unos en las po-
siciones en donde dicha comparativa es cierta para el coeficiente situado
en dicha ubicacidon. En caso contrario, pone un cero. Consultar la ayuda
para otros operadores logicos (>, >, ==, >=, <=, &&, ||).

e reshape (A, n, m) reescribe una matriz A con m-n coeficientes como n x
m ordenando los coeficientes por columnas (variando el primer indice).
Si se quieren ordenar por filas basta con aplicar el comando a la matriz
traspuesta. Se pueden utilizar otras dimensiones siempre que globalmente
coincidan con m - n (ver sec. 1.2.4).

1.2.4. Ejemplos de operatividad matricial

1 -1 -3 14 0 3
Seen A= 0 2 8 yB=1[ 0 2 =3 1 | que seintrodu-
2 1 2 31 2 5

cen con los comandos
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A=[1 -1 -3; 02 8; 2 12],B=[1403; 02 -31; 312 5]

Se van a realizar las siguientes operaciones con los comandos que se
adjuntan y observar si son posibles o si no lo son y si dan errores.

Sumar A con B, y sumar A con las tres primeras columnas de B (y
todas las filas):
A+B, A+B(:,1:3)
Obsérvese que el dltimo comando no se ejecuta porque el anterior ha dado
un error. Para poder ejecutarlo se debe escribir (o copiar y pegar) de forma
independiente. Para sumar dos matrices han de tener las mismas dimensiones.

Calcular el determinante y el rango de A con los siguientes comandos:
det (&), rank (A)
Como el determinante es no nulo, existe la matriz inversa de A, A~! y su
rango es méaximo (3 columnas linealmente independientes) como se verifica en
el segundo comando.

Calcular el cubo de la matriz A y su inversa (que ya se ha visto que
existe) de tres formas distintas con las siguientes 6rdenes (obsérvese que la
tltima forma de calcular la inversa no es una operacion matematica):

A™3, AxAxA, A"2%A, A" (-1), inv(A), eye(3)/A

Definir el vector v como la primera fila de B, el w como la tdltima y z
como la resta a v de tres veces w, con los siguientes comandos. ;Cuél es la
cuarta componente de z7
v=B(1l,:), w=B(3,:), z=v-3*w, z(4)

Para contar cuantos elementos mayores que la unidad tiene B basta con
aplicar un operador légico y sumar dos veces, una para las columnas y otra
para las filas como se realiza con el siguiente comando obteniendo el valor 6.
sum (sum(B>1))

Se puede reescribir la matriz B que es 3 X 4 como una matriz 2 x 6 dado
que la dimension global coincide (3 -4 = 2 -6 = 12). Por defecto se ordenan
por columnas los elementos de B y se van tomando 2 a 2 para crear cada una
de las nuevas columnas. También se pueden ordenar por filas e irlos tomando
2 a 2 para crear cada una de las nuevas columnas. Ambos casos se pueden
obtener con los siguientes comandos.
reshape (B, 2,6), reshape(B',2,6)

ans =
1 3 2 0 2 1
0 4 1 -3 3

ans =
1 0 0 -3 3 2
4 3 2 1 1 5
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1.2.5. Operaciones elemento a elemento

Las operaciones elemento a elemento permiten efectuar una misma
operacién sobre cada uno de los elementos de un vector o de una matriz como
numeros independientes. De esta forma se trabaja como en una hoja de calculo.
Algunas de las operaciones algebraicas conocidas para los vectores, como son
la suma (+) y la resta (-) de vectores, acttian por defecto de esta forma, es
decir, se suman o restan componente a componentes. Sin embargo, el producto
algebraico de vectores (o de matrices) no acttia de la misma forma. Para
ello se definen las operaciones producto (. ), cociente (./) y potencia (.")
elemento a elemento. Ademas, por defecto, todas las funciones elementales
(seno, coseno, exponencial, logaritmo,...) se aplican a vectores y matrices
elemento a elemento.

Sean a=[al,a2,--,an], b=[bl,b2,---,bn] vectores con mis-
ma dimension (también podrian ser vectores columnas) y x e y nameros
reales o complejos (escalares). Sean A y B matrices de igual dimension donde
A= (a;j) y B=(by),i=1,....,m, j =1,...,n. Se tiene que (obsérvese
que las siguientes operaciones no son algebraicas excepto la suma y resta de
vectores o matrices y el producto por escalares):

e a.”xesel vector [al*x,a2"x, +++,an"x]

e x.%aesel vector [x*al,x"a2,  +,x"an]

e atx es el vector [al+x,a2+x, -+ +,an+x]

e a—-xes el vector [al-x,a2-x, +++,an—-x|

e a+b esel vector [al+bl, a2+b2, - -+, an+bn]
e a-b esel vector [al-bl,a2-b2, :---,an-bn]
e xxa es el vector [xxal,x*a2, -+, x*an]

e a.xb esel vector [alxbl, a2+b2, ---,anxbn]

e a./besel vector [al/bl,a2/b2,++-,an/bn]
e a.”besel vector [al”bl,a2"b2, ---,an"bn]

e diag(a) devuelve una matriz cuadrada diagonal con los elementos de
a en la diagonal.

e exp (a) calcula la exponencial de cada uno de los elementos de a.
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e log(a) calcula el logaritmo neperiano de cada uno de los elementos de
a, mientras que 1ogl0 (a) calcula el logaritmo decimal.

e sqrt (a) calcula la raiz cuadrada de cada uno de los elementos de a.
e abs (a) calcula el valor absoluto de cada uno de los elementos de a.
e A."x es la matriz (af;)i;-

e x."A es la matriz (2%7);;.

e A+x es la matriz (ai; + )5

e A+B es la matriz (a;j + bij)ij-
e A-B es la matriz (a;; — bij)ij
o xxA es la matriz (z - aij)qj.
e A.xB es la matriz (aj; - bij)ij-

e A./B es la matriz (a;;/bij)i;

e A."B es la matriz (a;;%9);;.

e diag(A) devuelve un vector con los elementos diagonales de A.

e exp (A) calcula la exponencial de cada uno de los elementos de A.

e 1og (A) calcula el logaritmo neperiano de cada uno de los elementos de
A mientras que 1og10 (A) calcula el logaritmo decimal.

e sgrt (A) calcula la raiz cuadrada de cada uno de los elementos de A.

e abs (A) calcula el valor absoluto (o modulo) de cada uno de los elemen-
tos de A.

1.2.6. Ejemplos operativos elemento a elemento

A continuacion se define el vector a con los ntuneros impares comprendi-
dos entre 53 y 75, salvo los elementos quinto y octavo que valen 20, y se define
el vector b como los elementos de a al cuadrado con los siguientes comandos.

a=53:2:75; a(5)=20; a(8)=20; b=a.”2

Supongamos que a y b corresponden a dos filas (o columnas) de una hoja
de célculo de longitud n y que ahora se quiere calcular una tercera llamada z

que sea la primera al cuadrado dividida por el doble de la segunda al cubo méas
2

a’L
242537

2, es decir, z; = 1 =1,...,n. Ello se consigue con la siguiente orden.
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N2 ./ (242%b."3)

I o

z

z
1.0e-05 =«

Columns 1 through 8

0.0063 0.0055 0.0047 0.0041 0.3125 0.0032 0.0028 0.3125

Columns 9 through 12

0.0022 0.0020 0.0018 0.001l6

Nétese que se ha sacado factor comtin 1.0e-05= 1075 (notacién cien-
tifica) a todos los coeficientes del vector.

A continuacion, se calculan los valores maximo, minimo y recorrido de
z, la suma de sus valores absolutos y el producto de sus componentes.

maxz=max (z), minz=min(z), recorridoz=maxz-minz
sumadevaloresabsolutosdez=sum(abs(z)), productodez=prod(z)

9 15 . .
Sea A = 0 —9 ) una matriz de la que se quiere calcular el cuadrado
de cada uno de sus coeficientes. Ello se consigue facilmente con los siguientes

comandos.

A=[9 15; 0 -9], A."2

1.2.7. Ejemplo de calculo de valores estadisticos

Supongamos que tenemos los valores del niimero de hijos de una muestra
de N = 100 personas encuestadas cuya tabla es la siguiente:

=1 1112|8415 |67
Niimero de hijosz; = | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
Frecuencia absolutan; = | 10 | 27 |33 |15 |10 | 4 | 1

La variable aleatoria considerada es X =“Numero de hijos” en la que se
han obtenido r = 7 valores distintos. La frecuencia absoluta n; es el namero
de veces que se repite cada uno de los valores obtenidos, x;, en la muestra
tomada, ¢ = 1,...,7. Se debe verificar que N = > _; n; como ocurre en

este caso. Se quiere calcular la media pu = % i i xi - ng, la varianza o? =

% S (zi—p)?n; v la desviacion tipica o = Vo2, A veces, en vez de calcular
la varianza o2 se calcula la cuasivarianza 62 = %02. Ello se consigue con

los siguientes comandos utilizando operaciones elemento a elemento.

X=[0 1 2 3 45 6];

F=[10 27 33 15 10 4 11;

media = sum(X.*F)/sum(F)

varianza = sum( (X-media) .”2.*F)/sum(F)
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desvtipica = sqrt(varianza)
cuasivarianza = sum((X-media).”2.*F)/ (sum(F)-1)

Se obtiene que

media = 2.0400
varianza = 1.7384
desvtipica = 1.3185
cuasivarianza = 1.7560

1.3. FUNCIONES

1.3.1. Funciones elementales predefinidas

Algunas de las funciones matemaéticas elementales que podemos utilizar
directamente son las que a continuacién enumeramos. Pueden evaluarse sobre
valores numéricos, sobre variables numéricas, sobre vectores y matrices o sobre
expresiones numéricas.

e sin(x) seno (en radianes).

e cos (x) coseno (en radianes).

e tan (x) tangente (en radianes).

e asin(x) arco seno (inversa del seno).

e acos (x) arco coseno (inversa del seno).

e atan (x) arco tangente (inversa de la tangente).
e sec (x) secante (igual a 1/cos z).

e csc(x) cosecante (igual a 1/senz).

e cot (x) cotangente (igual a 1/tanx).

e asec (x) arco secante (inversa de la secante).

e acsc(x) arco cosecante (inversa de la cosecante).
e acot (x) arco cotangente (inversa de la cotangente).
e sinh (x) seno hiperbélico.

e cosh (x) coseno hiperbdlico.
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e tanh (x) tangente hiperbélica.
e asinh (x) argumento seno hiperbolico (inversa del seno hiperboélico).

e acosh (x) argumento coseno hiperbolico (inversa del coseno hiperboli-
o).

e atanh (x) argumento tangente hiperbdlica (inversa de la tangente hi-
perbélica).
e exp (x) exponencial e*. El valor de e no esta predefinido, su valor es e'

que se calcula con exp (1) .
e 1log (x) logaritmo neperiano.
e 10910 (x) logaritmo decimal.
e sqrt (x) raiz cuadrada.
e abs (x) valor absoluto o médulo si x es complejo.
e round (x,n) redondea el valor de x a n cifras decimales.

e floor (x) obtiene el mayor entero igual o inferior a x. Equivale a eli-
minar de las cifras decimales.

e ceil (x) obtiene el menor entero igual o superior a x.

Recuérdese que, por defecto, el 4ngulo se mide en radianes. Una vuelta
completa son 27 radianes o 360° (grados sexagesimales) y que el angulo crece
positivamente en sentido contrario a las agujas del reloj (sentido antihorario).
Se tiene que a® = « - 55 radianes. Asf pues, para calcular el seno de —90° se

debe escribir sin (-90« (pi/180)).

1.3.2. Definicién de nuevas funciones

Se trata de definir una funcién cualquiera de una o varias variables y
poderla evaluar en cualquier punto.

Definicién con los comandos syms y eval

Este método consiste en definir variables simboélicas y escribir la expre-
si6én de la funcién a partir de ellas. Las variables simbdlicas no tienen un
valor concreto (aunque siempre se puede sustituir a posteriori) y se pueden
operar entre ellas simplificando las expresiones obtenidas. Llamemos fun a la
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funcién que depende de tres variables (que llamamos x, y, z), por ejemplo,
fun(z, y, z) = 2%+ y sen z, y que se quiere evaluar en (z,y,2) = (1,2, 3). Si se
utilizan operaciones componente a componente en la expresion de fun, enton-
ces se puede evaluar sobre vectores o matrices (ver sec. 1.2.5). Para conocer
el valor de una funcién fun es suficiente con asignar valores a sus variables y
seguidamente utilizar el comando eval (fun). Los comandos a utilizar son
los siguientes (las variables se separan con espacios en blanco en syms).

[

syms x y z % definicidén de variables como simbdlicas

fun= x.73+y.*sin(z) % expresidén con las variables simbdlicas
x=1, y=2, z=3 % asignacidén de valores (ya no son simbdlicas)
eval (fun)

La definicién de funciones en simbélico también permite realizar otro
tipo de operaciones y manipulaciones algebraicas como derivar, integrar, fac-
torizar,... A modo de ejemplo se muestran las siguientes en donde se ha puesto
nombres a las variables coherentes a lo que representan.

[

syms x y z % definicidén de variables como simbdlicas

[

fun= x.73+y.*sin(z) % expresidén con las variables simbdlicas
der_fun_x_2=diff (fun,x,2) % derivada segunda de fun en x
der_fun_z_1=diff (fun,z) % derivada primera de fun en z

[

int_fun_y=int (fun,y) % integral indefinida de fun en vy

o)

int_fun_y=int (fun, vy, [0,1]) % integral definida en y en [0,1]

)

x=1;y=2;z=pi/3; eval(der_fun_z_1) % evaluacidén derivada

[

syms x, factor ((2+«x+3)"3-x+1) % factorizacidén en x"n

Definicion con identificadores de funciones @

Este método consiste en utilizar identificador de funciones (apuntadores,
function handle) con el simbolo @ de modo que se evaltia como si fuera una
funcién predefinida. Llamémosla fun y que dependa de tres variables x, vy, z
igual a la seccién anterior y que se quiere evaluar en el mismo punto. Si se
utilizan operaciones elemento a elemento, las variables independientes pueden
ser vectores o matrices (ver sec. 1.2.5). La tnica restriccion importante es que
s6lo se permite una tUnica sentencia ejecutable y no se pueden implementar
funciones mas complejas de este modo.

[

fun=0@(x,y,z) x."3+y.*sin(z) % expresidn con las variables
fun(1l,2,3)

Esta forma de definir funciones es céomoda y versatil. Es por ello que
existe un comando que permite transformar una funcién definida con variables
simbolicas a identificador de funcion con el comando matlabFunction (ver
sus opciones mediante el help). A modo de ejemplo se transforma la funcion
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anterior simbolica a identificador de funcion. En la “Opcién 2”7 no solo se
especifican las variables de fun, sino también su orden aunque en este caso
coincide con la “Opcion 17 dado que el orden es alfabético. Obsérvese que
se obtienen operaciones elemento a elemento para poder evaluar la funcién
obtenida sobre vectores.

syms X y z % definicidén de variables como simbdlicas

fun= x"3+yxsin(z) % expresidén con las variables simbdlicas
fun=matlabFunction (fun) % Opcidén 1. Redefinicidén de fun
fun= x"3+y*sin(z) % expresidén con las variables simbdlicas

Q

fun=matlabFunction (fun, 'Vars', [Xx,y,z]) % Opcidn 2
fun (1,2, 3)

Definicién con un fichero independiente script

Este método consiste en crear un fichero de texto independiente llamado
fun.m con el mismo nombre que la funcién fun y que se sitia en el directorio
por defecto (o en uno incluido en el path) (ver imagen inferior). De este modo
la funcién se evaltia como si fuera una funcién predefinida. Los ficheros x.m
también sirven para ejecutar ordenadamente un cierto nimero de comandos o
programa (script).

Se asume, a modo de ejemplo, la funcién de la seccién anterior que se
quiere evaluar en el mismo punto. Se requiere el uso de una variable auxiliar
que, por ejemplo, llamaremos valor. Este fichero de texto siempre debe em-
pezar con la palabra reservada function como se observa a continuaciéon y
en la imagen inferior.

function valor = fun(x,y, z)
a

valor= x."3+y.*sin(z); % asignacidén del valor de la funcidn

PUBLISH

Insert [, f [ ~
~ {GoTov Comment % % %3

Qrng v indent [£] 61 [
NAVIGATE eon sReareoINTS R

unm o |+ |

function valor =(fun(x,y,z) >

valor— x.A3+y.*sin(z); % asignacién del valor de la funcién

4[> Estecquipo > Discolocal(C) » temp > Matiab

Organizar v Nueva carpeta

A Nombre

Nombref

Tipo: | MATLAB Code files (UTF-6) (m)

Si se utilizan operaciones punto a punto, las variables independientes
pueden ser vectores o matrices (ver sec. 1.2.5). Se pueden utilizar tantas varia-
bles auxiliares y lineas de comandos como se requiera. Es conveniente terminar
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todas las lineas de comando en ; para que no aparezcan resultados intermedios
en la ventana de comandos. El fichero fun.m solo se ejecuta si la variable no
estd en la memoria, po eso primero se borra con

clear fun %se borra para asegurarnos que ejecuta fun.m

v seguidamente se evalta la funciéon:

fun (1, 2, 3)

1.3.3. Ejemplo de funcién vectorial de dos variables

Se quiere definir la funciéon vectorial §(Z) de R? a R? donde ¥ = (z,v)
y donde § tiene funciones componentes g1 (), g2(Z) definidas por

3@ =) = (200 )~ () 2 ).

g2(x,y) l+z—y

Seguidamente se quiere evaluarla en el punto (—1,2) obteniendo

soa-(508)-(10)%)-(2)

Notese que la entrada en § es un tnico vector (vector columna) de dos com-
ponentes (z,y) y la salida es un tnico vector (vector columna) de dos compo-
nentes (g1, g2).

Ello se puede conseguir simbdlicamente con los siguientes comandos.

syms X y , g= [2xxxy; 1+x-y]
x=-1, y=2, eval (g)

También se puede hacer con identificador de funciones como sigue. Ob-
sérvese que ahora s6lo hay una tnica variable vectorial x con dos componentes,
r=x(l) e y=x(2).
g=@(x) [2*x(1)*x(2); 1+x(1)-x(2)]

g(l-1; 21)

Finalmente vamos a evaluar § mediante el script g.m con los comandos
abajo adjuntos.

function valor=g(x)
valor=[2+x (1) *x(2); 1+x(1)-x(2)1;

A continuacion, el fichero g.m se encuentra y se ejecuta si esta en el directorio
por defecto (o en el path). Para asegurarnos que ello ocurra se borra de la
memoria la variable g previamente con

clear g

v se ejecuta con

g(l-1; 21)
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1.4. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUA-
CIONES

1.4.1. Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

De manera informal se podria decir que un sistema lineal de ecuaciones
esta formado por unas cuantas ecuaciones en donde aparecen incégnitas cuyo
valor se desea conocer y que estan separadas por sumas y multiplicadas por
constantes reales o complejas (ver la sec. 2.2 para mas detalle). Mas concre-
tamente, un sistema lineal de m ecuaciones y n incognitas (x1,...,x,) se

escribe como
an Ty + -+ apr, = by

Am1Z1 + -+ ATy = by

y matricialmente como

ail - Qin Z1 b1

Sl
I

AZ¥=0b con A= : : , T = N
Gm1 *** OAmn T bm

siendo A la matriz del sistema, ¥ el vector de incognitas y b el término

—

independiente. A la matriz A, = [A, b] se le llama matriz ampliada.

El teorema de Rouché-Frobenius indica cuéando existe solucion (cuando
rang A = rang A,) y cuindo es tunica (cuando rang A = rang A, = n).
En este caso, multiplicando por A~! por la izquierda ambos miembros de la
igualdad se tiene la solucion del sistema (ver sec. 2.2.1 para més detalle):

A A7 = A — z=A"1b.

1.4.2. Resolucion de sistemas de ecuaciones

Se dispone del comando solve para solucionar todo tipo de sistemas
de ecuaciones utilizando variables simbélicas, asf como del comando fsolve
para solucionar sistemas escritos con identificador de funciones de la forma

f1(Z) x1 0

F (%) = 0 donde F (%) = : , @ = : ], 0= |, siendo
fm(Z) Tn 0

f1,..., fm las funciones componentes de F' que definen las m ecuaciones sobre

las n componentes del vector incognita & que pueden ser no lineales. solve
intenta obtener una solucién analftica cuando puede mientras que, por otro
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lado, £solve utiliza métodos numéricos para llegar a una solucién partiendo
de un valor inicial que hay que especificar.

1.4.3. Ejemplo de resolucién de sistemas

dor -2y +2z =16
Se requiere resolver el sistema r +2y 432 =9 que es lineal. Pri-
3z —z =3
mero se verifica que tiene soluciéon tnica puesto que rang A = rang A, =n =3
(n es el namero de incognitas que coincide con el de las columnas de A) y lue-
go se resuelve multiplicando por la matriz inversa por la izquierda con los
siguientes comandos.

A=[4 -2 2; 1 2 3; 3 0 =11, b=[1l6; 9; 3]
rank (A), rank([A,b]), n=size(A,2) %
x=A" (-1) *b

ciguales?

Resolvamos ahora el sistema anterior con el comando solve. Previa-
mente se deben declarar las variables como simbélicas y expresar las ecuaciones
con doble igualdad. La salida es una wvariable tipo estructura desde donde cuel-
gan los valores solucién x, y, z que se pueden obtener utilizando un punto
como se indica a continuacion. Ahora bien, éstos se pueden asignar directa-
mente, aunque para ello el orden de las variables al final del comando solve
deben coincidir con el orden de asignacién de las variables a la izquierda de la
igualdad como sigue.

syms X y z
solucion=solve (4*x-2xy+2+2z2==16,x+2+y+3x2==9, 3xx-2z2==3,%,VY, 2)

[

solucion.x,solucion.y,solucion.z % en formato estructura

[

% Alternativa con asignacidén (ojo con el orden de x,vy,z):
syms X y z
[x,V,2]=s0lve (4xx-2%y+2xz2==16,x+2xy+3%2==9 3*x-z==3,%,V,2)

En el caso de que hubiera més de una solucién x, v y z son vectores
con todas las posibles soluciones encontradas. Las primeras coordenadas de
estos vectores darfan la primera solucién, las segundas coordenadas la segunda
solucién y asi sucesivamente. En el caso de ecuaciones no lineales puede que
existan mas soluciones de las que el comando solve haya podido encontrar.

Para resolver a continuacién el sistema anterior mediante el comando
fsolve primero se debe definir la funcién con un identificador de funcién
teniendo presente que se iguala a cero cada ecuacién (ﬁ (Z) = 0 como se
observa en la ecuacion siguiente), y seguidamente se ejecuta el comando dando
un valor inicial a las variables (a priori es arbitrario).
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filz,y, 2) 4o — 2y + 2z — 16 0
F@)=| fo(z,y,2) | =| z+2y+32-9 |=1]0
f3(x,y,2) 3r—2z—3 0

En este comando las incégnitas estan dentro del vector x siendo z =x (1),
y=x(2),z=x(3).Se toma como punto inicial el (0,0, 0). La solucién también
se puede asignar a la variable como se muestra a continuacién.

f=QR(x) [4*x (1) -2*x(2)+2*xx(3)—-16; x(1)+2*x(2)+3xx(3)-9; ...
3%x(1)-x(3)-3]
x= fsolve(f, [0;0;0]) % Céalculo con asignacidn

1.5. GRAFICOS BIDIMENSIONALES

A continuacién, analizaremos los comandos que permiten realizar dibu-
jos en el plano. Una vez utilizado alguno de ellos, se abre una ventana grafica
titulada Figure n? en la que aparecera el dibujo pedido. Para cambiar de la
grafica a la de comandos puede hacerse simplemente con Enter o con el ratén
o el teclado.

1.5.1. Dibujo de puntos y poligonos con plot y fill

Sirven para representar uno o varios puntos, o bien, los datos de una
tabla de dos columnas. Si se desea representar un punto, o unos pocos, se
puede sustituir en los siguientes comandos el valor de x, y, x1, y1,... por
las coordenadas correspondientes. Cuando son muchos datos conviene crear,
con anterioridad a los comandos de dibujo, un vector x y otro y que con-
tengan todas las abscisas y las ordenadas de los puntos, respectivamente. Se
dispone de los siguientes comandos para las representaciones graficas (profun-
dicese la estructura de dichos comandos utilizando la ayuda incorporada en la
aplicacion):

e plot (x,y) dibuja el conjunto de puntos (x,y).Six ey son dos valores
numéricos, se dibujara el punto de dichas coordenadas; si son vectores
dibuja los puntos conectados de forma consecutiva con lineas rectas.

e plot (x,y,s) igual que plot (x,y) con las opciones definidas en s
en formato caricter entre comillas simples. Habitualmente se compone
de un o dos caracteres; el primero fija el color del dibujo del grafico y
el segundo el caracter con el que se ha de realizar el dibujo. A modo
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de ejemplo se indican algunos valores: 'y ' amarillo, "w' blanco, 'g'
verde, 'b' azul, 'r' rojo, 'k' negro, 'm' magenta, 'c' cyan , 'o’
circulos, "x' marcas X, '+' signo +, '+ ' asteriscos.

e plot (y) dibuja la poligonal que une los puntos (1,y1), (2,¥2),..., (n,
Yn) 81 y es un vector de n componentes. Para que no los conecte con
lineas y represente cada uno de los puntos con un » se puede utilizar
plot (y, "+").

e plot (x1,yl,s1,x2,y2,s2--+) combina sobre los mismos ejes, los
graficos definidos por las ternas (x1,vy1,sl), (x2,y2,s2),... con el
comando plot.

e fill (x,v,s) dibuja el poligono compacto cuyos vértices son los pares
(zi,yi) con z; € x e y; €y rellenado con el color indicado en s.

Se representan los puntos de coordenadas (1,1), (2,2) y (0.5,3) con
asteriscos de distintos colores con la siguiente orden.

plot (1,1, 'rx',2,2,"'gx"'",0.5,3, 'bx")

Si deseamos representar la poligonal que une los tres puntos anteriores,
debemos primero definir dos vectores, uno x para las abscisas y otro y para
las ordenadas. Obsérvese que, si no se ha cerrado la ventana gréafica anterior,
la nueva no aparece en la pantalla pero estd en segundo plano y hay que
localizarla.

X=[l,2, 0-5] 7 Y:[lr 2/ 31 7 plOt (le)

Notese que al tridngulo le falta un lado. Para obtener una curva o figura
cerrada se requiere que el tltimo punto que se dibuje coincida con el primero.
Ello se consigue con la siguiente orden en donde se repite el punto inicial. Como

x e y son vectores fila, la nueva componente se anade con una coma, si fueran
vectores columna, se afiadirfa con un punto y coma.

x=[1,2,0.5]1; y=I[1,2,3]; plot([x,x(1)], [y,y(1)])
Para representar el tridngulo cuyos vértices son los puntos anteriores
coloreado de rojo, basta con teclear

£fill(x,y, 'r')

1.5.2. Dibujo de funciones con fplot

El comando fplot permite obtener de forma rapida la grafica de una
funcién y = f(x). Si se desea acotar los valores de la variable independiente y
que el dibujo aparezca s6lo en ese intervalo se puede utilizar
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fplot (f (x), [xmin, xmax], s)

que dibuja la funcién especificada para x € [xmin, xmax] con las opciones de
color y tipo dadas por s (que es opcional). También se pueden representar
varias graficas (de fi(z), fa(z), f3(x), por ejemplo) en una sola ventana con
fplot ({£f1l, £2,£3}, [xmin, xmax] ) cada una de ellas con distinto color.

3

Como ejemplo, se dibuja la parabola z? y la ctbica 2% en el intervalo

[—1,1] con los siguientes comandos.

fl1=0(x) x."2;
f2=0(x) x."3;
fplot ({f1,f2},[-1,1])

)

% Alternativa:
syms X
fplot ({x.%2,x.73},[-1,11)

1.5.3. Otros comandos de representacién gréafica

Si interesa solapar unos dibujos con otros en un mismo grafico, se tienen
los siguientes comandos.

e hold on mantiene el grafico existente de forma que los siguientes gra-
ficos que se realicen se sitien sobre los mismos ejes y se superpongan.

e hold off anula la superposicién de graficos.

e figure que abre una nueva ventana grafica.

e close cierra la ultima ventana grafica activa.

e close all cierra todas las ventanas graficas a la vez.

e subplot (n,m, k) subdivide la ventana grafica en una matriz de n
filas y m columnas de subventanas gréficas. El valor de k indica en qué
subventana se va a dibujar numerandolas de izquierda a derecha primero,
y luego de arriba a abajo.

Es natural que uno desee perfeccionar la grafica anadiendo titulos u
otros con las siguientes 6rdenes:

e title('texto') anade el texto en la parte superior, como titulo.
e xlabel ('texto') anade el texto indicado como titulo del eje OX.

e ylabel ('texto') anade el texto indicado como titulo del eje OY.
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e text (x,y, '"texto') sitia en el punto de coordenadas cartesianas
(z,y), el texto especificado.

e gtext ('texto') permite situar el texto indicado en un punto que
podra ser elegido mediante el ratén.

e grid hace aparecer una cuadricula. Cada vez que entramos grid ésta
se permuta entre on y of £. También puede utilizarse grid on y grid
off.

e axis([xmin xmax ymin ymax]) que sitda los valores maximo y mi-
nimo para los dos ejes en el grafico.

e axis ('auto') que sitta los ejes en la escala automética por defecto,
es decir, lineal y diferente para cada eje.

e axis ('square') que presenta los ejes formando un cuadrado.

e axis('equal') que utiliza la misma escala lineal en los ejes. Es de
utilidad para la visualizacién correcta de circulos y elipses.

Nota: La ventana grafica dispone de un ment principal en su parte
superior en el que se pueden especificar muchas opciones.

Habitualmente las escalas en los ejes OX y OY son lineales, aunque
distintas. Si se quiere utilizar una escala logaritmica (decimal) en ambos ejes
o s6lo en uno de ellos basta utilizar uno de los siguientes comandos.

e loglog(x,y) similar a plot (x,y) y con sus mismas variantes y op-
ciones pero con escala logaritmica en los dos ejes.

e semilogx (x,y) similar a loglog(x,y) pero solamente con escala
logaritmica en el eje OX.

e semilogy (x,y) similar a loglog(x,y) pero solamente con escala
logaritmica en el eje OY.

1.5.4. Ejemplo de funcién definida a trozos

Se quiere dibujar la funcién definida a trozos f(x) :{ zsizel2,3]

22 si x €13, 5]
junto con g(x) = 25 + sen(4x) en el intervalo [—2,5]. Para ello introduce los
siguientes comandos.
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close all, figure

syms X

fplot (25+sin(4xx), [-2,5],'b"') % dibujo de g(x) en azul
hold on % para que se solapen las graficas

fplot(x, [-2,3])

fplot (x.72,[3,5])

axis([-2,5,-10,30]), grid on

Para poder ver bien el resultado al completo se debe realizar un aumento o
zoom, o bien, variar la escala por ejemplo para x € [—2,5] y paray € [—10, 30].
A continuacién, se afiade una cuadricula para situar mejor la funciéon. En la
figura inferior izquierda se muestra el resultado.

Por ultimo, hay que tener la precaucién de desconectar el comando de
solapamiento de dibujos con hold off (o cerrar la ventana grafica), ya que
en caso contrario las siguientes graficas se irfan solapando.

Veamos ahora una alternativa que existe para definir una funcién a
trozos que utiliza la funcién escalén unidad, esc=@ (x) (x>a), que vale
cero en (—oo,a] y vale 1 en |a, +00). Gracias a ella se tiene que

h(x) = { Z;Eg Gosa } = hy(2) + (ha() — I (2)) - (= > a)

que, en este caso se puede aplicar con los siguientes comandos:

syms X
f=0(x) x+(x.%"2-x).*x(x>3), g=0@(x) 25+sin(4+*x)
figure, fplot({f,g},[-2,5]), grid

La tinica diferencia con la gréfica anterior es que ahora el escaléon entre las dos
partes de f estan unidas por una linea practicamente vertical como se observa
en la figura anterior derecha.
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1.5.5. Circunferencias y elipses

Se entiende como circunferencia unidad a la circunferencia de centro
el origen (0,0) y radio 1. Existen las siguientes formas de determinar una curva
en el plano real. A modo de ejemplo se aplican a la circunferencia unidad
aunque es facil extenderlo a cualquier otra circunferencia.

(i) En forma implicita: se da una ecuaciéon F(x,y) = 0 que interrelacio-
na las variables. Ejemplo: 22 + y? = 1. Se puede utilizar el comando
fimplicit para representar graficamente estas curvas.

(ii) En forma explicita: se da la dependencia de una variable en funcion
de la otra. Ejemplo: y = ++v/1 — 22, o bien, y = —v/1 — 2. Se puede
utilizar el comando fplot para representar graficamente estas curvas.

(iii) En forma paramétrica: se da la dependencia de las dos variables (z,y)
en funcién de otra tercera llamada parametro que se hace variar dentro
de un cierto intervalo o dominio. Ejemplo: x = 1-cost, y = 1-sent, 0 <
t < 2m. Para representar estas curvas primero se debe calcular una
discretizacién de puntos de la curva en los vectores x e y en funcion de
una discretizacién del parametro ¢ y, a continuacién, utilizar el comando
plot.

Obsérvese que, en el ejemplo considerado, en la forma explicita s6lo se
puede obtener una semicircunferencia, la superior (con la raiz positiva) o la
inferior (con la raiz negativa), hay que dibujar dos funciones para obtener toda
la circunferencia. Ello se debe a que en una funcion y = f(z) solo se puede
obtener un tnico valor de y para una x dada. Por otro lado, el pardmetro ¢
utilizado en la forma (iii) se corresponde al angulo respecto el semieje OX
positivo en sentido antihorario. Es obvio que si se sustituyen las expresiones
de = e y de (iii) en (i) se verifica la ecuacion puesto que cos?t + sen?t = 1
para todo t real.

Seguidamente se presentan los comandos requeridos para representar
la circunferencia unidad de las tres formas anteriores obteniendo las figuras
inferiores. Obsérvese que es imprescindible utilizar el comando axis equal
puesto que, por defecto, cada eje tiene una escala diferente adapténdose al
tamano de la ventana grafica y, en consecuencia, la circunferencia parece una
elipse.

% Opcidén (i) : Forma implicita ............
syms X y
figure, fimplicit (x"2+y"2==1,[-1 1]),axis('equal'),grid on

title('Circunferencia unidad en forma implicita')

o
°
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% Opcidn (ii): Forma explicita ............

syms X

figure, fplot ({sqrt (1-x*2), -sgrt (1-x"2)},[-1 11)
axis('equal'),grid on

title('Circunferencia unidad en forma explicita')

o o

Opcidn (iii): Forma paramétrica ............
t=linspace (0, 2%pi,200); % discretizacidn del parametro
x=cos (t); y=sin(t); % puntos de la curva discretizados
figure, plot(x,y,'r'), axis('equal'), grid on

title('Circunferencia unidad en forma parametrica')

Circunferencia unidad en forma implicita | __Cireunferencia unidad en forma expliita i ia unidad en f

08 \ 08 08
2t =7 06 06

Se puede entender una elipse como una circunferencia deformada en la
direcciéon de dos rectas perpendiculares que pasan por su centro que se llaman
ejes de la elipse. Su ecuacion (cuando sus ejes son paralelos a los cartesianos
y centrada al origen) viene descrita como sigue de forma muy similar a la
secci6én anterior.

2

(i) En forma implicita: % + %—z =1.

(ii) En forma explicita: y = +by/1 — 2—3 , 0 bien, y = —by/1 — fl—;

(iii) En forma paramétrica: x = a - cost, y = b- sent, 0 < t < 2.

Se deja al lector modificar los comandos de la seccién anterior para
obtener su representacion grafica. Si se quiere centrar en otro punto (zg, yo)
simplemente hay que sustituir (literalmente) = por (z — x¢) e y por (y — yo).

1.6. GRAFICOS TRIDIMENSIONALES

Mas adelante, en el capitulo 5, se verd con mas detalle como proceder
para una representacion genérica de curvas y superficies en R?. A continuacién
se presentard como realizarlo de forma mas simplificada en algunos casos.
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1.6.1. Dibujo de puntos y curvas con plot3 y fplot3

Para dibujar puntos o curvas unidas por segmentos entre puntos se uti-
liza el comando

plot3(X,Y,Z,s)

que tiene la misma estructura que el comando plot y s es una cadena con las
mismas opciones (ver sec. 1.5.1). La tinica diferencia es que ahora se tienen tres
coordenadas para cada punto (x,y, z). Todas las coordenadas = de los puntos a
representar graficamente se sitian en el vector X por orden. Igualmente ocurre
con las coordenadas y en Y y las coordenadas z en Z.

Si se tiene una curva que depende de un parametro ¢, (xz(t),y(t), z(t))
se puede representar con el comando

fplot3 (funX, funY, funz, [tmin, tmax], 's"')

donde funX, funY y funZ son las funciones z(t), y(t), z(t), respectivamente,
en simbolico o con identificador de funcién (ver sec. 1.3.2).El intervalo [tmin,
tmax] indica el rango donde toma valores el pardmetro ¢, y s es una cadena
con las mismas opciones que en plot (ver sec. 1.5.1).

Como ejemplo se representa un trozo de muelle dado por (cost, sent,t),
t € [0,20] primero con plot3, luego con fplot3 definiendo la funcién en
simbodlico y, finalmente, con fplot3 con identificador de funcién. En este
altimo caso se ha optado por definir las funciones in situ dentro del mismo
comando, pero se puede hacer previamente. Todas las opciones consideradas
generan la imagen siguiente.

% Opcidén 1: con plot3(X,Y,7)

t=linspace (0,20,555); % Discretizacion en t

X=cos(t); % Vector de valores x

Y=sin(t); % Vector de valores y

7Z=t; % Vector de valores de t
plot3(X,Y,Z,'b"),grid,xlabel ('X"),ylabel ('Y'"),zlabel('Z2")

% Opcidn 2: con fplot3 en simbdlico

syms t , fplot3(cos(t),sin(t),t,[0,20],'b")
xlabel ('X'"),ylabel ('Y"),zlabel('Z2")

% Opcidén 3: con fplot3 con identificador de funcidn
fplot3(Q@(t)cos(t),Q@(t)sin(t),Q@(t)t, [0,20],'b")
xlabel ("X"),ylabel ('Y"),zlabel('2")
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1.6.2. Dibujo de funciones y superficies con fsurf

En el capitulo 5 se estudiara con detalle la representaciéon de superficies
al espacio real. Ahora se verd el comando fsurf que facilita la representacion
grafica de superficies dadas en forma ezplicita por funciones escalares de dos
variables, z = f(z,y), en R3. Su sintaxis es

fsurf (fun, [xmin, xmax, ymin, ymax], 's")

donde, al igual que en la seccién anterior, fun es la funciéon a representar
graficamente que puede estar definida de forma simbolica o con identificador
de funcion (ver sec. 1.3.2), [xmin, xmax] es el rango de recorrido de la variable
x, [ymin, ymax] el de y, y s es una cadena con las mismas opciones que plot
(ver sec. 1.5.1).

A modo de ejemplo se muestra la representacion gréafica de un trozo de
la antena parabélica determinada por z = f(z,y) = 22+ y2. Como se elige un
trozo cuadrado a representar, (z,y) € [—2,2] x [~2,2], van a aparecer cuatro
picos correspondientes a las esquinas del mismo como se observa en la imagen
inferior izquierda. En los titulos se pueden poner comandos de TEX o TEX
para que los interprete (\ it significa utilizar italica o cursiva). Obsérvese que
se han utilizado operaciones elemento a elemento (ver sec. 1.2.5) para poder
evaluar la funcién sobre vectores o matrices.

fsurf (@ (x,vy)x."2+y."2,[-2,2,-2,21)
xlabel ('X'"),ylabel ('Y'"),zlabel('Z")
title ('Antena parabolical\it cuadrada')
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Antena parabolica cuadrada Antena parabolica circular

Como se verd mas adelante, la antena parabdlica anterior se puede escri-
bir utilizando una representacion en polares en el plano XY como x = rcost,
y=rsent, z=a>+y*=1r%conr €|0,2], t € [0,27] (ver sec. 5.3.4). En este
caso se dice que la superficie de la antena parabdlica estd parametrizada en
funcion de r y t puesto que z = x(r,t), y = y(r,t), z = z(r,t). Esta superficie
se puede representar facilmente con el comando fsurf de forma similar a
fplot3 de la seccién anterior. Ello se consigue con los siguientes comandos
obteniendo la imagen superior derecha. Como en este caso se ha considerado
un circulo en la base no aparece ningtn pico en la antena. Obsérvese que aqui
también se han utilizado operaciones elemento a elemento (ver sec. 1.2.5) pa-
ra poder evaluar la funcién sobre vectores o matrices. Los tres puntos al final
permiten subdividir un comando en distintas lineas.

fsurf(Q@(r,t)r.+cos(t),@(r,t)r.*sin(t),Q(r,t)r."2, ...
[0,2,0,2xpi])

xlabel ("X"),ylabel ('Y"),zlabel('Z2")

title ('Antena parabolicalit circular')

1.7. EJERCICIOS

A continuacion se proponen ejercicios para verificar la comprension del
capitulo en los que se asume, por defecto, el uso de 4 cifras decimales. Las
respuestas de los ejercicios test de autoevaluacién se pueden consultar en la
seccion A.1.

1.7.1. Ejercicios propuestos

. e} 1 w2 H
P1.1 Se sabe que la serie ), ~5 es convergente y vale %-. Realiza la suma de sus
. L . 2 .y
primeros N términos y observa que al aumentar N su valor se acerca a 7. Utiliza

los valores N =99, N =999 y N = 9999 e intenta realizar una tnica ejecucién de
varios comandos combinados con vectores para su célculo a cada valor de N. Verifica
que para el dltimo valor de N ya se tienen 3 decimales exactos.
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1 2 1 T
P12 Sea A= |1 -1], b= (2 vy & = |y |. Estudia si los sistemas AZ = Z;, y
1 -2 3 z

A' A% = A'b tienen solucién. Encuéntrala en caso afirmativo.
2241, siz<?2
T—x, six>2

y calcula el area (con signo) bajo la curva en el intervalo [—2, 5], i.e., ffz f(z) dx.

P1.3 Define la funcion f(z) = { utilizando la funcion escaléon unidad

P1.4 Representa graficamente una funcién f(z) y su derivada f'(x) de forma conjunta
sobre un cierto intervalo [a,b] y observa que cuando f'(z) > 0, f crece y cuan-

do f'(z) < 0, f decrece (para = €]la,b[). Por ejemplo, toma f(z) = C:;zjcl
[—10,10] donde c es el promedio de los dos ultimos digitos no nulos de vuestro DNI

0 pasaporte. !

sobre

P1.5 Dibuja en R® la parametrizacion f(u,v) = (z(u, z), y(u, v), 2(u,v)) con
z(u,v) = (1+ % cos %) cosu

y(u,v) = (14 Zcos %) senu, (u,v) € [0,27] x [-1,1].

z( C

,U) =35 sen g

u
U
Busca informacion sobre esta superficie peculiar llamada banda de Mobius.

1.7.2. Ejercicios de autoevaluacion

T1.1 El resultado de calcular % cuando = = 2 es:
(a) 15.4360

(b) 14.5714

(c) 0.9799

)

(d) Ninguna de las otras.?

T1.2 Indica cuél de los siguientes comandos realiza una discretizacion en [0, 107] con 10
intervalos equiespaciados empezando en 0 y terminando en 107.

(a) linspace(0,10xpi,11)

(b) 0:3:10%pi
(¢) linspace(0,10+pi, 10)
(d) Ninguna de las otras.

T1.3 Indica qué realiza el comando sum ( (9*xrand (20, 1) +1)<5)

(a) Ninguna de las otras.

(b) Crea un vector con 20 ntmeros aleatorios entre 0 y 10 y seguidamente cuenta
cuantos de ellos son inferiores a 5.

(¢) Crea un vector con 20 niimeros aleatorios entre 0 y 10 y suma los que son
inferiores a 5.

'El uso de este valor permite obtener ejercicios con resultados distintos a partir de un
mismo enunciado.

2 BH AN : 99

No se utiliza la expresiéon “Ninguna de las anteriores” porque en una prueba test se
pueden permutar las respuestas.
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(d) Cuenta cuantos de los 20 ntimeros aleatorios entre 1 y 10 se han obtenido
inferiores a 5.

T1.4 La media aritmética o promedio de n valores viene dado por la suma de todos ellos
dividida por n. La media geométrica de n valores (no nulos) viene dada por la raiz
n-ésima del producto de todos ellos. Se tiene una matriz A de calificaciones de una
asignatura con 4 filas con las notas de las 4 pruebas que tiene la asignatura (la fila 1
tiene las notas de la prueba 1 y asi sucesivamente) y con 10 columnas, una por cada
alumno (la columna 1 tiene las notas del alumno 1 y asf sucesivamente). Indica qué
opcién de las siguientes calcula el promedio de las notas finales de la asignatura de
cada alumno cuando ésta viene dada por el promedio geométrico de las 4 pruebas.

(a) sum((prod(a)).”.25)/10
(b) Ninguna de las otras.
(c) (prod(sum(A)/10))."(1/4)
(d) sum((prod(a)).~1/4)./10
T1.5 La suma de los cosenos al cuadrado de los dngulos 0°,5°,10°,15°,20°,...,120° vale:
(a) Ninguna de las otras.
(b) 10.1676
(c) 12.7615
(d) 10.1503
T1.6 La segunda derivada de la funcion f(x) = m\(/%% evaluada en & = 2 vale:
(a) 0.1225
(b) —0.0579
(c) Ninguna de las otras.
(d) 0.7628
T1.7 Dado el sistema lineal { 326:10_+3z; z é . Indica cual de las siguientes es FALSA:?

(a) Se resuelve con inv([1,-3;2,1]1)[1;0]
(b) Se resuelve con fsolve (@ (x) [x(1)-3xx(2)-1;2+x(1)+x(2)], [0;0])
(¢) Se resuelve con syms x y, [x,yl=solve ([x-3xy;2*x+y]l==[1;01,x%,y)
(d) Ninguna de las otras.
. . . 2 —zy=1
T1.8 Una soluciéon del sistema no lineal es:
y—y/r=2

(a
(b
(c
(d

z = 1.7808, y = 0.4384.
Ninguna de las otras.
x = —0.2808, y = 4.5616.

)
)
)
) == 1.7808, y = 4.5616.

3Se utiliza letra mayiscula en negrita para que el lector no se equivoque y conteste la
primera opcién cierta por inercia.
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T1.9 Siguiendo la trayectoria de un punto fijado en referencia a una circunferencia y ha-
ciendo rodar esta iltima se obtienen curiosas curvas como, por ejemplo, las cicloides.
Indica cual de las siguientes respuestas relaciona correctamente las curvas siguientes
con las parametrizaciones cuando ¢ € [—6m, 67].

‘ oy fi(t) f1(t) =t — sent
o (005 () () ) To= (). { past

O NN N N NN #t) = (gl(t)) { gi(t) =t —3sent

: g2(t) g2(t) =1 —3cost
(iiy"|
3 () [ () =cost+ o
| i = (1) { i) 2ot

fi(ii), g:(iii), h:(i).
Fi(i), §:(iii), h:(ii).

f:(ii), g:(1), h:(iii).

Ninguno de los otros.

T1.10 Indica cual de las siguientes respuestas relaciona correctamente las funciones f(z,y) =
22y?, g(z,y) = V22 + 42y h(z,y) = 2® — y? con las graficas siguientes.
Observaciones: Se dice que la figura (i) tiene forma de una silla de montar (a caballo), que
la figura (ii) tiene 4 picos y que la figura (iii) es un cono circular (del que se ha dibujado

un trozo cuadrado).

f:(1), g:(iii), h:(ii).
Ninguna de las otras.

:(it), g:(1), h:(iil).
i), g

(a)
(b)
(c) f
(d) fu(ii), g:(iii), Au(i).






Capitulo 2

Matrices y ecuaciones

El uso de matrices siempre ha sido de interés en el calculo vectorial,
numérico y en el tratamiento de datos. En la actual era digital su uso se ha
incrementado notablemente dado que cualquier fotografia o imagen de diag-
noéstico médico se puede representar con matrices de intensidades de luz.

En primer lugar se muestra la operatividad en matrices, luego la resolu-
cién de sistemas lineales y, seguidamente, algunas aplicaciones a las imagenes
digitales. Al final se incluyen algunos ejercicios propuestos y de autoevalua-
cion. En la seccion A.2 se encuentran las soluciones y los posibles comandos a
utilizar para la resolucién de los ejercicios test incluidos en la autoevaluacién
de este capitulo.

2.1. MATRICES

2.1.1. Definiciones

De manera informal las matrices son cajas rectangulares que incluyen
una tabla de numeros con filas (lineas horizontales) y columnas (lineas ver-
ticales) con todas sus posiciones llenas y que se escriben con unos paréntesis
externos a su izquierda y a su derecha. Asi, por ejemplo,

1 -1 3
A=
< 0 2 8 >
es una matriz de nameros reales con 2 filas y 3 columnas. Las filas se ordenan
de arriba abajo y las columnas de izquierda a derecha nombrando primero

las filas y seguidamente las columnas. Asi pues, en la matriz A anterior de
ntmeros reales se verifica que:

47
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e Todas las posiciones tienen un nimero real, por lo que se dice que A es
una matriz real.

e En la posicion (1,3) (fila 1, columna 3) se tiene el valor 3.
e En la posicion (2,1) (fila 2, columna 1) se tiene el valor 0.
e La posicion (3,1) no existe dado que no tiene una tercera fila.

e Los elementos de la matriz A se suelen denotar como a;; (o aj; Si no
hay posibilidad de confusion) donde ¢ indica la fila y j la columna. Por
ejemplo las tres afirmaciones anteriores indican que a1 3 =3, a21 =0, y
que no existe el valor ag .

En consecuencia, la matriz A se puede escribir como

a a a
A — ( 1,1 612 @13 > = (aij)

a1 G22 Q23

conapl = 1, a2 = —1, aiz = 3, a1 = O, a2 = 2, az3 = 8.

Si la matriz sélo tiene una columna se le llama vector columna. Si la
matriz sélo tiene una fila se le llama vector fila. Por defecto asumimos que
un vector cualquiera es un vector columna, aunque a veces, por comodidad, se
escriba como si fuese un vector fila (ver sec. 1.2.1). Los vectores se denotaran
con una flecha encima en el texto pero no en los comandos.

En el la seccién 1.2 se ha visto que para definir una matriz se utilizan
corchetes (paréntesis cuadrados), que para separar los elementos de una fila se
utilizan comas o espacios en blanco y que para separar las columnas se utilizan
puntos y coma. Asi pues, la matriz real A anterior se introduce como sigue:

A=[1 -1 3; 0 2 8]

El entorno de calculo permite generalizar algunos conceptos algebraicos.
Asi, los elementos con el mismo nimero de fila que de columna forman los
elementos de la diagonal de A. En el ejemplo anterior la forman los elementos
a11 = 1y ago = 2 que se pueden obtener con el comando diag (A) en formato
vector.

Los elementos que hay por encima de la diagonal forman la parte trian-
gular superior de la matriz A (tienen el nimero de columna mayor que el
niamero de fila), y los elementos que hay por debajo forman la parte trian-
gular inferior (tienen el nimero de fila superior al de columna). La parte
triangular superior (Upper) y triangular inferior (Lower) se pueden obtener,
respectivamente, con los comandos siguientes.
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triu(A), tril (A)

En la figura inferior se han marcado en rojo los elementos de la diagonal,
en azul la parte triangular inferior, y en naranja la parte triangular superior.
Una matriz se llama triangular superior (triangular inferior respectiva-
mente) si la parte triangular inferior (superior respectivamente) es nula (i.e.,
todos sus coeficientes son 0). Una matriz es diagonal cuando es triangular
superior e inferior a la vez.

2.1.2. Operaciones con matrices

Sean A = (a;j), B = (bij), y C = (¢;j) matrices del mismo tamaiflo
m x n (m filas y n columnas). En las matrices se define la operacién suma
-+ como sigue:

C=A+DB concj=a;;+bjy i=1,....,m, j=1,...,n

Los coeficientes se suman componente a componente, asi, por ejemplo

(141 (-1 4(-1) 343\ (2 -2 6
A+A_<0+0 2+2 848 ) \0 4 16

que se puede obtener con A+A (ver sec. 1.2.3).

La suma tiene propiedades similares a la suma de nameros reales y en
este caso el elemento neutro de la suma es la matriz nula, es decir, una matriz
con ceros en todos sus coeficientes que se obtiene con el comando zeros (m,
n) (ver sec. 1.2.1).

Sean A = (a;j), C' = (¢;;) matrices del mismo tamano m x n, y sea b
un ndimero real o escalar. Se define la operacién producto por un escalar -
como sigue:

C=b-Aconcj=b-ay, t=1,...,m, j=1,...,n.

El ntimero o escalar b multiplica a todas las componentes de la matriz A como
se observa en el siguiente ejemplo.

B 1 -1 3\ (21 2(-1) 23\ (2 -2 6
2'A_2'<0 2 8>_(2~0 2-2 2-8>_<0 4 16)
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que, obviamente coincide con el valor anterior dado por A+ A, es decir, A+ A =
2. A. Se obtiene con 2+A (ver sec. 1.2.3).

Sea A = (a;j) una matriz m x n. Se define la traspuesta AT (o bien
At) como la matriz de dimensiones n x m siguiente:

— AT — g i = -
C=A" concj=aj, i=1,...,n, j=1,...,m.

Trasponer una matriz se corresponde con hacer una simetria respecto la dia-
gonal de la matriz, es decir, los elementos de encima de la diagonal se inter-
cambian por los que hay debajo en posicién simétrica. En el ejemplo anterior
se tiene que

10
A:<(1) _21 g) AT = | 21 2
3 3

La traspuesta se consigue con el apdstrofe ' que hay en la tecla ? situada al
lado del namero 0, més concretamente, con el comando A" (ver sec. 1.2.3). Se
debe tener cuidado si se copian y pegan comandos desde algunos procesado-
res de textos puesto que cambian automaticamente el apostrofe por comillas
tipograficas que no sirven para el calculo; este cambio se suele deshacer con
CTRL-z o CMD-z.

Sea A = (a;j), una matriz m x n y sea B = (b;;) una matriz n x k
(el ntimero de columnas en A debe coincidir con el namero de filas en B).
Se define la operacion producto matricial * como la matriz de dimension
m X k siguiente

n
C=AxB concij:Zair-b,«j, i=1,....m, 7=1,...,k,

r=1

es decir, ¢;; = a;1 - b1j +aze - boj + - - - + aipn - by que se puede interpretar como
los elementos de la fila i de A por los de la columna, j de B, sumados término a
término. En matrices cuadradas se utiliza la notacién de potencias estandar
para el producto matricial. Por coherencia se define A° = I matriz identidad
que es el elemento neutro del producto de matrices. Dado que el orden no
importa en un producto del tipo A-A-...- Ay el producto es asociativo, una
matriz conmuta con cualquier potencia suya. A modo de ejemplo a continua-
cion se calcula el cubo de la matriz A que se puede obtener con una de las
siguientes formas.

A"3, AxAxA, (A*A)+*A, A"2%A, Ax (AxA), A*A"2
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Sea, por ejemplo, B = AT se tiene que

1 0
C’:A*B:<(1] _21 §>* -1 2
3 8

[ 114(=1)-(=1)+3-3 1-04(-1)-2+3-8] [11 22
| 0-1+2-(-1)+8-3  0-0+2-248-8 | |22 68

que se puede obtener con el comando C=AxA" (ver sec. 1.2.3). Obsérvese que
es imposible realizar el producto B+A puesto que no coinciden las dimenstones
internas en el producto de matrices, es decir, el niimero de columnas del factor
de la izquierda es distinto del numero de filas del factor de la derecha.

En la escritura se suele hacer un abuso de la notacién e incluso una
elipsis de ésta asi, por ejemplo, se tiene que 2- A =24, AxB=A-B=AB,
2AB=2-AB=2%xAxB.

El elemento neutro del producto no es una matriz toda llena de unos,
sino la matriz identidad con unos en la diagonal y ceros fuera de ella que
se denota como I 6 Id. Es una matriz cuadrada del tamano que se requiera
en cada caso.

El determinante de una matriz cuadrada A, det(A), se define usando
permutaciones (véase el libro de Algebra Matricial de la bibliografia) y vale
distinto de cero si la matriz tiene rango maximo, es decir, si todas las filas
o todas las columnas son linealmente independientes entre si (ver sec. 1.2.3).
Si A es una matriz rectangular m X n, entonces se dice que A tiene rango
méximo si y solo si rang A = mfin(m, n).

La inversa B de una matriz A cuadrada es aquella tal que al multiplicar
ambas da la identidad (el elemento neutro del producto), es decir, B - A =
A-B =1,y se denota B = A~!. Para que exista A~! hace falta que el rango
de A sea méaximo o, de modo equivalente, que det(A4) # 0. Dado un namero
natural n, se denota A" el producto de n veces la matriz A, y A~" el producto
de n veces la matriz A~! cuando ésta existe. Vamos a calcular estos valores
sobre la matriz C anterior.
det (C) % ¢distinto de cero? ;tiene inversa?
rank (C) % ;rango maximo?

B=inv (C), B=C"(-1) % matriz inversa
E=B*C % comprobacidén de que B=A"(-1) puesto que E=Id

Obsérvese que en la posicién E (2,1) da —0.0000. Ello es debido a que
por defecto se trabaja en doble precisién lo cual implica operar con 15 cifras
decimales exactas (ver sec. 1.1.4). En este caso se tiene que E (2,1)=-2.2204
e-16 por lo que E(2,1)= 0 (ver sec. 1.1.4) y, por tanto, se puede afirmar
que E es la matriz identidad.
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El producto tiene algunas propiedades similares al producto de ntimeros
reales (asociativa, distributiva), pero tiene otras distintas como, por ejemplo,
las siguientes.

e El producto de matrices no es conmutativo, es decir, A-B # B- A siendo
Ay B matrices cuadradas del mismo tamafio. Ahora bien, hay algunos
casos que si conmutan como, por ejemplo, una matriz y sus potencias.

e Hay matrices cuadradas no nulas que no tienen inversa dado que no
tienen rango maximo.

e No existe la divisién matricial, sino que se multiplica por la matriz in-
versa por el lado que corresponda (si existe).

2.1.3. Ejemplos de operaciones matriciales

_ 1 2 0 1
Se definen las matrices A = (_1 3> y B = <_1 _1> y se

calcula C = 2B — A", D = (I + B)3, det(A - B), det(A) - det(B). Para obtener
los resultados basta con ejecutar los comandos siguientes.

A=[1 2; -1 3], B=[0 1; -1 -1], I=[1 0; O 1]

C=2+B-A"

D=(I+B)"3

det (A*B), det (A) xdet (B)

Recuérdese que hay una propiedad del determinante que indica que siem-
pre que las matrices A y B sean cuadradas del mismo tamafio se verifica que
det(A - B) = det(A) - det(B) como se aprecia al ejecutar los comandos ante-
riores.

2.1.4. Ejemplo de ecuacién matricial

En este segundo ejemplo se resuelve una ecuaciéon matricial que es
una ecuacién en donde aparecen matrices de dimensiones adecuadas para que
se puedan realizar las operaciones indicadas, y donde la incégnita a obtener
también es otra matriz. En este caso se considera

X+AX =8B

donde A y B son las matrices del ejemplo anterior y se quiere calcular X.

Vamos a realizar un estudio de las dimensiones matriciales aunque en este caso no se
necesita. Sea B una matriz m x n. Para que las matrices X y AX se puedan sumar y sean

igual a B se requiere que tanto X como AX tengan las mismas dimensiones que B. Como
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AX y X tienen las mismas dimensiones que B hace falta que A sea una matriz cuadrada con
el mismo namedo de filas que X, es decir, A es m X m. En consecuencia, en X + AX = B se

tiene la siguiente relaciéon de dimensiones matriciales: (m xn)+(mxm)*(mxn) = (mxn).

La ecuacion matricial se trata como si fuese una ecuacién de nimeros
reales, pero teniendo presente las propiedades que varian en el producto ma-
tricial (ver sec. 2.1.2). Procedemos con los siguientes pasos:

1. Hay que sacar factor comun la matriz X de forma adecuada. Se debe
proceder del siguiente modo:

X+ AX = (I + A)X donde I es la matriz identidad.
Los siguientes modos de proceder son incorrectos:

a) X+ AX # X(1+ A) puesto que 1 no es matriz elemento neutro del producto
matricial.

b) X+ AX # X(I+ A) donde I es la matriz identidad, puesto que el producto
matricial no es conmutativo y, a priori, A X # X A.

¢) X+ AX # (1+ A)X puesto que 1 no es matriz elemento neutro del producto
matricial.

2. Del punto anterior se tiene que (I + A)X = B. Ahora se quiere eliminar
(I + A) del miembro izquierdo de la igualdad para despejar la X y
asumimos que det(I + A) # 0 para que (I + A) tenga inversa como es
el caso en las matrices del ejemplo anterior. La Gnica opcién posible es
multiplicar por la izquierda ambos miembros de la igualdad. En este
caso se tiene que

(I+A)YI+A)X = (I+A)"'B que es equivalente a X = (I+A)"'B.
Las siguientes formas de proceder son incorrectas:

a) Dividiendo: X = ﬁ lo cual es jabsurdo!, jfalso! No existe la divisién matri-

cial, hay que multiplicar por la inversa.

b) Multiplicando por la inversa de (I + A) por la derecha a ambos miembros de
la igualdad se llega a que (I + A)X(I + A)~' = B(I + A)™" que no sirve para
nada puesto que, como el producto no es conmutativo, no se puede simplificar
la matriz (I + A) con su inversa (I + A)™ .

¢) Multiplicando por la inversa de (I + A) por la izquierda a la izquierda de la
igualdad y por la derecha a la derecha de la igualdad se tiene (I 4+ A)™'(I +
A)X # B(I + A)~! que simplificando es equivalente a X # B(I + A)~'. No
se verifica la igualdad porque el producto matricial no es conmutativo, siempre
hay que multiplicar por el mismo lado a ambos miembros de la igualdad.

En resumen,
X+AX=B=>{T+A'T+AX=I+A)"'B=X=(1+A)"'B,

cuyo valor se calcula con los siguientes comandos (ver sec. 1.2).
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(1 2; -1 31, B=[0 1; -1 -1]1, I=eye(2)

A
X=(I+A)"(-1)*B

2.2. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

2.2.1. Definiciones y teorema de Rouché-Frobenius

Como ya se ha visto en la seccién 1.4.1, un sistema lineal de m ecua-
ciones y n incognitas x1,...,x, se escribe como

a111 + -+ + a1y = by

Am1T1 + ++ + GmnTn = by
y matricialmente como
ain - Qip 1 by
AZ=0b con A= : : , T = g , yb=

aGm1 - Gmn In bm

siendo A la matriz del sistema, ¥ ¢l vector de incognitas y b el término

-

independiente. A la matriz A, = [A, ] se le llama matriz ampliada y n es
el nimero de incognitas (nimero de componentes del vector de incognitas
Z que coincide con el nimero de columnas de A).

El teorema de Rouché-Frébenius indica cuando existe solucién y
cuando es dnica. En particular, se dice que el sistema lineal es

e Incompatible si no tiene solucion. Esto sucede si rang A < rang A,.
e Compatible si tiene soluciéon. Esto ocurre cuando rang A = rang A,.

e Compatible determinado si hay solucién y es Unica. Esto sucede si
rang A = rang A, = n.

e Compatible indeterminado si hay més de una soluciéon. Ocurre cuan-
do rang A = rang A, < n.
2.2.2. Resolucién de un sistema compatible determinado

En un sistema compatible y determinado AZ = b, el determinante de la
matriz A es no nulo (se asume que se han eliminado ecuaciones redundantes
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o linealmente dependientes) y, por tanto, se puede invertir obteniendo como
solucién

#= A"

Aunque la expresion anterior es tedricamente exacta, es ineficiente compu-
tacionalmente (calcular la inversa de una matriz equivale a resolver n sistemas
lineales cuando, en realidad, solo se quiere resolver un sistema). Es por ello
que se han desarrollado métodos mas eficientes como, por ejemplo, el método
de Gauss que se puede aplicar con el comando linsolve. La antibarra \
también permite resolver sistemas compatibles determinados pero hay que ir
con cuidado puesto que siempre da una solucién aunque no la haya o aunque
haya infinitas.

Se counsidera, como ejemplo, el sistema lineal dado por

20 —y+2z=28
r+2y+32=9 , o bien, por AZ =1 con
3r—2z=3
2 -1 1 T 8
A=1 2 3 |,z=| vy |, vybo=1]09
3 0 -1 z 3

Este sistema se puede resolver con los comandos siguientes en donde
primero se calculan los rangos para verificar que rang A = rang A, = n (que
sea compatible y determinado),

A=[2,-1,1; 1,2,3; 3,0,-11, b=I[8; 9; 3]
rank (A), rank([A,b]), size(A,2) % ;iguales?
x=A"(-1)*b % utilizando la matriz inversa

x=linsolve (A,b) % por Gauss
x=A\b % con la antibarra si existe A" (-1)

obteniendo
X =
2.0000
-1.0000
3.0000

porloque x =2, y=—1, z =3.

2.2.3. Resolucién de un sistema compatible indeterminado

En este caso se tiene que rang A = rang A, = r < n y se sabe que
se pueden poner r incognitas en funcién de las otras n — r que quedan como
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parametros libres. Los comandos de la seccién anterior sélo pueden dar, a lo
sumo, una solucién de las infinitas que existen. Si se quieren obtener todas las
soluciones se debe trabajar con variables simbolicas utilizando los comandos
syms y solve escribiendo las ecuaciones con doble igualdad.

A modo de ejemplo se toma el sistema dado por las dos primeras ecua-
ciones del sistema anterior,

e+ 2 +32=9 o bien, por AZ =1 con

x
2 -1 1Y) . . (8
A<1 9 3>,x / ,yb(9>.

Como se tiene que r = rang A = rang A, = 2 < n = 3 se tiene que 2
incognitas se pueden poner en funcion de las n — r = 1 restantes, es decir, se
tiene una variable que actiia como parametro libre que no se conoce a priori
cudl es. Se sabe que al menos existe una, pero puede ser que todas puedan
utilizarse como parametro libre. Se elige, por ejemplo, a z como parametro
libre (si no se obtiene solucion se debe cambiar de parametro) y se llega a la
solucién con los siguientes comandos en donde z no se incluye en las variables a
resolver a la derecha de las igualdades ni en las variables a asignar la solucién
a la izquierda. Recordad siempre escribir = para indicar el producto, no se
debe omitir nunca.

{ 20 —y+2=38

<

[

syms X y z % variables separadas por espacios
[x,y]=solve (2xx-y+z==8, x+2xy+3%xz==9, x,y) % z no incluida

obteniendo que (es importante que el orden de las variables a la izquierda
de la igualdad sea el mismo que al final del comando solve):

x =5 -
y =2 -

Ello indica que la solucién es

{x:5—z , z€R.
y=2—-2z

Dando a z un valor real cualquiera se obtiene una terna solucion (x,y, z). Por
ejemplo, si tomamos z = —1 se obtiene la solucion x =6, y =3, z = —1, 0
bien, si se elige z = 3 se obtiene la solucion x = 2, y = —1, z = 3 (la solucion
del ejemplo anterior). Alternativamente se hubiera podido obtener la solucion
utilizando el formato de salida por defecto de solve como:
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syms X y z % variables separadas por espacios
solucion=solve (2+«x-y+z==8, x+2xy+3%z==9,%x,y) % z no incluida
% variable x de la estructura 'solucion'
o
Cl

variable y de la estructura 'solucion'

solucion.x
solucion.y

Probemos a obtener la solucion eligiendo ahora a x (en vez de z) como
parametro libre con los siguientes comandos.

syms X y Zz
[y,z]=solve (2xx-y+z==8, x+2xy+3xz==9,vy,z) % x no incluida

Ahora procedemos igual que antes eligiendo ahora a y (en vez de z) como
parametro. A continuacién se incluyen los resultados obtenidos.

syms X y 2z
[x,z]=s0lve (2xx-y+z==8, x+2xy+3xz==9,x,2z) % vy no incluida

{Zzg_i,xeﬂ%, {x:y+3,y€R.

z=2—-y

Estas ultimas soluciones coinciden con la primera pero estdn expresadas de
distinta forma. Por ejemplo al tomar x = 2y z = 6 como valores del parametro
libre en las ecuaciones superiores de la izquierda y al tomar y =3 ey = —1

en las de la derecha se obtienen los mismos resultados anteriores para la terna
(z,y,2): (6,3,—1), (2,—1,3).

2.2.4. Resolucion de un sistema sobredeterminado

Un sistema AZ = b es sobredeterminado cuando el rango de la matriz
A es méximo (ver sec. 2.1.2) y el rango de la ampliada A, = [A, b] es mayor
que el nimero de incégnitas n. En consecuencia, es un sistema incompatible
(dado que rang A = n < rang A, = n+1) y, por tanto, es imposible encontrar
una solucién puesto que no existe. Como no hay soluciéon se buscan valores de
Z que minimicen el error o no verificacion del sistema E =A% —bde algin

modo. Obviamente, si hubiera soluciéon existiria un Z tal que £ = 0.

El método de minimos cuadrados permite obtener soluciones 6ptimas
que minimizan el error E en magnitud euclidea (o cuadratica) para sistemas
sobredeterminados. Si hubiera solucién el valor minimo seria 0. EI método se
resume en la siguiente afirmacién:

el valor de # que minimiza el error cuadrético del sistema A £ = b
es la solucion del sistema A'A ¥ = A'b,

de donde se desprende que el valor dptimo de ¥ es & = (AtA)*lAtg dado que
el sistema, anterior obtenido es compatible determinado al ser la matriz A de
rango maximo.
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A modo de ejemplo se considera el sistema

rz+2y=1
3z + by =2
Tr+2y=3

que es sobredeterminado porque hay 3 ecuaciones linealmente independientes
(rang A, = 3) y so6lo 2 incognitas (n = 2 que es el numero de columnas
de A). Obviamente es incompatible porque el rango de la matriz A es 2 (es
méaximo puesto que sblo tiene 2 columnas y éstas son independientes) y el de
la ampliada A, es 3. Se utilizan los comandos de la seccion 2.2.2 para obtener
la solucion del sistema AAZF = At como se procede a continuacion.

A=[1,2; 3,5; 7,21, b=I[1; 2; 3]
rank (A), rank([A,b]), n=size(A,2) % :sobredeterminado?

[

x=linsolve (A'xA, A'xb) % por Gauss

Se obtiene como solucién 6ptima & = (x,y) = (0.3712,0.1968) (con 4 decima-
les).

Por defecto, para un sistema incompatible sobredeterminado la anti-
barra \ aplica directamente minimos cuadrados por lo que la soluciéon por
minimos cuadrados se obtiene directamente con el comando siguiente.

x=A\b % sobredeterminado por minimos cuadrados

2.2.5. Ejemplo de regresién polinémica

Sirve como ejemplo de minimos cuadrados cualquier problema habitual
de regresion polindémica, es decir, del ajuste de una nube de puntos por un
polinomio de grado r prefijado minimizando un cierto error. Si r = 1 se llama
regresion lineal y si r = 2 regresion cuadratica. Se asume una nube de
puntos suficientemente grande (de tamano N) con abscisas distintas de modo
que no exista un polinomio de grado r que pase exactamente por todos ellos.
Se define el error cuadratico medio (ECM) como la suma de las distancias
verticales (d;, i = 1,..., N) al cuadrado de los puntos al polinomio dividido
por el nimero de puntos, ECM= % Zf\;l d? (ver figura inferior). Se busca
el polinomio de grado r que minimize dicho error. Ahora bien, si se quiere
obtener un valor aproximado del error medio en cada punto se debe utilizar
la raiz cuadrada del error cuadratico medio (RECM) para que éste tenga las
mismas unidades que la variable dependiente, RECM=+ECM.
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Se considera la nube de puntos {(z;,y;), i =1,..., N} con N =7 dada
por {(0.9,0.9), (1.5,1.5),(3,2.5),(4,5.1), (6,4.5), (8,4.9), (9.5,6.3) }, y se quie-
re hacer una regresiéon lineal, es decir, se busca el polinomio de grado 1,
p(z) = ax + b, que minimice el ECM. Para ello se pide que el polinomio
p(x) pase por todos los puntos, es decir, que p(z;) = y;, i = 1,..., N generan-
do un sistema sobredeterminado AZ = b con & = (a,b) que se resuelve como
en la seccién 2.2.4:

p(0.9)=09a+b=09 0.9 1 0.9
p(1.5) =1.5a+b=15 15 1 1.5
p(3)=3a+b=25 31 2.5
p(4)=4a+b=51 comA=| 4 1 |, b=]| 51
p(6) =6a+b=45 6 1 45
p(8) =8a+b=4.9 8 1 4.9
p(9.5)=95a+b=63 95 1 6.3

Se ejecutan los siguientes comandos obteniendo la gréfica inferior izquierda y
que p(z) = 0.568781-x+0.998156. El polinomio de ajuste se puede definir con
p=@(x)x.”~(1:-1:0) *sol o bien con el comando poly2sym. Obsérvese
que A=[X."1,X.”0] y que se tiene un error medio en cada punto, RECM,
de 0.78.

X=[0.9;1.5;3;4;6;8;9.5]; ¥Y=[0.9;1.5;2.5;5.1;4.5;4.9;6.3];
A=[X."1,X.70]; b=¥Y; N=length (X);

rank (A), rank([A,b]), n=size(A,2) % :sobredeterminado?
sol=A\b % SOLUCION por minimos cuadrados

)

p=poly2sym(sol) % p(x) de ajuste
xmin=min (X)-0.3; xmax=max (X)+0.3; % intervalo de dibujo
plot (X,Y, 'rx'), hold on, grid on, fplot (p, [xmin,xmax], 'b")

x=X; RECM=sqgrt (sum( (Y-eval (p)) ."2) /N)
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Regresion lineal Regresion

Ahora se busca el polinomio de ajuste cuadratico con los siguientes co-
mandos obteniendo la figura superior derecha y que p(z) = —0.0617158 - 22 +
1.203018 - = — 0.0580161. El polinomio de ajuste se puede definir con p=@ (x)
x.7(2:-1:0) *sol o bien con el comando poly2sym. Obsérvese que A=[X
12,X.71,X.70] v que se tiene un error medio en cada punto, RECM, de
0.65. Al aumentar el grado de aproximacién disminuye el error pero a veces
carece de sentido aumentarlo.

A=[X."2,X."1,X.70]; b=Y; N=length (X);
rank (A), rank([A,b]), n=size(A,2) % :;sobredeterminado?
sol=A\b % SOLUCION por minimos cuadrados

p=poly2sym(sol) % p(x) de ajuste
xmin=min (X)-0.3; xmax=max (X)+0.3; % intervalo de dibujo
plot (X,Y,'rx'), hold on, grid on, fplot (p, [xmin,xmax], 'b")

x=X; RECM=sqgrt (sum( (Y-eval (p)) ."2) /N)

Para realizar un ajuste de un polinomio de grado r (con r < N) bas-
ta con modificar la matriz del sistema A=[X."r,X.” (r-1),---,X."1,X
.~0] y en sol se obtienen los coeficientes del polinomio de ajuste en orden
decreciente de las potencias de los monomios. También se dispone del co-
mando polyfit para realizar este tipo de ajuste. Este método se generaliza
facilmente a otros ajustes no lineales.

2.3. APLICACION DE LAS MATRICES A LAS IMA-
GENES DIGITALES

2.3.1. Matrices e imagenes digitales

Toda imagen digital en escala de grises (black&white, BW) con
una resolucion n x m (ancho x alto) no es més que una matriz A de nameros
enteros positivos con m filas y n columnas. Obsérvese que las filas y columnas
de una imagen digital se denotan en orden inverso a una matriz numérica. El
valor del entero positivo en cada pixel o posiciéon de la matriz A indica su
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nivel o intensidad de blanco que, en 8 bits, va del 0 que indica el negro, al 255
que indica el blanco. En la imagen inferior izquierda se muestra la gradacién
de una escala de grises en 8 bits.

bit x pixel colores

Por otra parte, una imagen digital en color en Red-Green-Blue (RGB)
se puede considerar que es la superposicién de tres imagenes definidas por tres
matrices similares a la matriz A anterior, A,, Ay y Ay, que para cada pixel
contienen el nivel de intensidad en rojo (R), el nivel de intensidad en verde
(G) y el nivel de intensidad en azul (B), respectivamente. Si se utilizan 8 bits
para cada intensidad de color de cada pixel, su valor va del 0 al 255. Hay otras
formas de representar los colores para las imagenes digitales que no vamos a
ver aqui. Si A es la matriz que determina una imagen en color, las matrices de
intensidad en cada color se pueden obtener con los siguientes comandos.

Ar=A(:,:,1); Ag=A(:,:,2); Ab=A(:,:,3);

En consecuencia, toda manipulacién de una imagen digital no es més
que una operaciéon matricial, operacién elemento a elemento o una operaciéon
que sblo afecte a submatrices (convolucidn de matrices). Para poder entender
el tratamiento digital de imagenes se debe conocer bien el tratamiento opera-
cional con matrices. A modo de ejemplo se citan las siguientes equivalencias
entre tratamiento de imagenes y operaciones matriciales.

1. Extraer una parte de una imagen digital equivale a extraer una submatriz
(ver sec. 1.2.1).

2. Si un pixel P tiene una intensidad de color r en rojo, g en verde y b en
azul, el pixel P se representa mediante el vector de color P = (r,g,b).
El vector de color P del pixel situado en (i, 7) es:
P=[Ar(i,3),Ag(1i,]J),Ab(i,])]

3. La intensidad de luz i en un pixel P se define como la magnitud de su

vector de color (r,g,b), es decir, por i = /72 + g + b%. La matriz que
contiene las intensidades de cada pixel es:

i=sqgrt (Ar.”"2+Ag."2+Ab."2).
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4. La luminancia [ se define como el promedio de intensidades en RGB,

l = (r+g+b)/3. La matriz que las contiene es:
1= (Ar+Ag+2b) /3

. Una imagen digital en color A se puede convertir a escala de grises

mediante la intensidad de luz i de cada pixel P (dividiendo por v/3 para
escalar el valor maximo al rango correcto), Agl, o bien, mediante su
luminancia, Ag2, con los siguientes comandos:

Agl=sqgrt (Ar."2+Ag."2+Ab."2) /sqrt (3)

Ag2=(Ar+Ag+Ab) /3

. Voltear verticalmente una imagen es equivalente a hacerlo a las ma-

trices de pixeles que la definen (A en escala de grises, o bien, A,, A,
y Ap en RGB). Voltear verticalmente una matriz equivale a multiplicar
por la izquierda por una matriz de permutacién @) de tamafio igual al
namero de filas de A que tiene todos sus coeficientes nulos excepto la
0 1
diagonal secundaria que contiene unos, @ = (el 0 en
1 0
negrita indica que todas las posiciones fuera de la diagonal secundaria
son nulas). La forma mas elegante y agil de obtener @ de tamano n x n
(no estd en internet a fecha de publicaciéon) es, n=5, Q=eye (n) ; 0=0
(:,n:=1:1). Para voltear una imagen a color basta multiplicar por @
las matrices A,, Ay, Ap. Para poner en Avert el volteo vertical de la
imagen en escala de grises anterior Agl basta con ejecutar:
[n,m, rgb]=size (Agl);Q=eye(n);0=0(:,n:-1:1); %0
Avert=Qx*Agl;

. Voltear horizontalmente una imagen es equivalente a hacerlo a las

matrices de pixeles que la definen (A en escala de grises, o bien, A,, A,
y A, en RGB). Voltear horizontalmente una matriz equivale a multipli-
car por la derecha por una matriz de permutaciéon ) como la anterior.
Obviamente el tamano de ) debe ser igual al nimero de columnas de
A. Para poner en Ahor el volteo horizontal de una imagen RGB basta
con ejecutar los siguientes comandos:

[n,m, rgb]=size (A);Q=eye(m);0=Q(:,m:-1:1); %0
Ar=A(:,:,1);Ag=A(:,:,2);Ab=(A:,:,3); %Ar, Ag, AD
Ar=Ar*Q; Ag=Ag*Q; Ab=AbxQ; Ahor=A; %$se voltean horz.
Ahor(:,:,1)=Ar;Ahor(:,:,2)=Ag;Ahor(:,:,3)=Ab;

. Al voltear centralmente una imagen digital cada pixel se sita en su

posiciéon simétrica respecto el centro de la matriz (posicion (m/2,n/2)
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aceptando la posicion decimal como una fila o columna intermedia).
Realizar un volteo central equivale a realizar dos volteos, uno vertical y
otro horizontal.

9. Hay imégenes que no tienen todo el rango de intensidades de grises o
de color. Se puede adaptar el rango de colores convirtiendo el color mas
oscuro en negro (valor 0), y el color mas claro en blanco (valor 225 en
8 bits por pixel). Ello se puede conseguir en una imagen en escala de
grises Agl con los siguientes comandos:

M=max (max (Agl) ) ;m=min (min (Agl) ) ; rango=M-m;
Agl=(Agl-m)*255/rango;

2.3.2. Ejemplo de tratamiento de imagenes digitales

Como ejemplo se carga la imagen PillsS.bmp (una seccion de la imagen
libre Pills.bmp) dentro de una matriz A0 cuyos valores son enteros sin signo
de 8 bits (uint8). Este tipo de valores pueden generar problemas al realizar
calculos con ellos, por eso se pasan a doble precisién antes de operar con ellos.
Luego se realizan las transformaciones necesarias y finalmente se vuelven a
convertir a unit8 para su visualizacién. Si un valor no es un entero se redon-
dea al entero mas cercano para su representacion visual. Sobre esta imagen se
realizan las operaciones indicadas en la seccién anterior obteniendo las figuras
siguientes mediante los comandos que se adjuntan a continuacién.
AQ0=imread ('PillsS.bmp'); [n,m,r]l=size(A0) % n=40 x m=50 RGB
A=double (AQ0); %
P1_1=A(1,1,:) % vector de color pixel esquina superior izgda
il_1=sgrt (P1_1(1)"2+P1_1(2)"2+P1_1(3)"2) S%Sintensidad de luz
R=A(:,:,1); matriz con intensidades de rojo
G=A(:,:,2); matriz con intensidades de verde
B=A ( 3); matriz con intensidades de azul
BWl=sqrt (R."2+G."2+B."2); % matriz con intensidades de luz
BW2=(R+G+B) /3; % matriz de luminancia
figure; subplot (3,3,1), imshow(A0), title('Imagen inicial')
subplot (3, 3,2), imshow (uint8 (BWl/sqrt (3))),title('Int.de luz')

se pasa a double (doble precisidn)

O o o

o

(
subplot (3,3,3), imshow(uint8 (BW2)), title('Luminancia')
subplot(3,3,4), imshow (uint8 (R)),title('Intensidad en rojo')
subplot (3,3,5), imshow(uint8(G)),title('Intensidad en verde')
subplot (3,3,6), imshow(uint8(B)),title('Intensidad en azul')
Qc=eye (m);Qc=Qc(:,m:-1:1); Smatriz permut. por la dcha.
Qf=eye(n);Q0f=0f(:,n:-1:1); Smatriz permut. por la izqgda.
subplot (3,3,7),imshow (uint8 (BW2%Qc) ) ,title('Volteo horiz.")
subplot (3,3, 8),imshow (uint8 (Qf*xBW2) ) ,title('Volteo vertical')

)

subplot (3, 3,9), imshow (uint8 (Qf xBW2%Qc) )
title('Volteo completo')
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Intensidad de luz Luminancia

Imagen inicial

Intensidad en rojo Intensidad en verde Intensidad en azul

Volteo vertical

Volteo completo

2.4. EJERCICIOS

A continuacion se proponen ejercicios para verificar la comprension del
capitulo en los que se asume, por defecto, el uso de 4 cifras decimales. Las
respuestas de los ejercicios test de autoevaluacién se pueden consultar en la
seccion A.2.

2.4.1. Ejercicios propuestos

P2.1 Sea a el entero dado por la parte entera del promedio de los tres dltimos digitos de

. 1 2
vuestro DNI, o pasaporte, més uno. Sean las matrices A = < ) y B =

—6a 3
a 1
-1 -1 )

(a) Calcula C = (B+ A)(B — A)".
(b) Calcula D = (I + 3B)°.
(c) Obtén el rango de A —3B + 1.

P2.2 Resuelve la ecuacion matricial X A + B = X donde A y B son las matrices del
ejercicio anterior.

P2.3 Clasifica los siguientes sistemas lineales y obtén su solucién o soluciones, o el mejor
valor posible segin corresponda, donde a es el mismo valor que en el ejercicio P2.1.
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(2—-3a)z — y + (1—a)z =8—3a
(a) x + 2y + 3z =9
3z - z =3

r + y + z =1
(b) 2¢ + 3y — 4z =9
T + 7z = -6

r + y — z =1
(©) 3x + 2y + 2z =1
Sz + 3y + 4z =2
—2r — y 4+ 6az =6

P2.4 Se mide el espacio recorrido z(¢) de un vehiculo cada cierto tiempo ¢ obteniendo la
tabla siguiente.

t= 0 5 10 15 20 25 30
= | 051 | 13.02 | 50.64 | 113.12 | 200.55 | 313.16 | 450.51

Calcula su velocidad y aceleracion mediante regresion cuadratica sabiendo que sigue
un movimiento uniformemente acelerado (con aceleracién constante).
Indicacion: En este tipo de movimiento se tiene que (t) = a-t2 +b-t+ c donde ¢ = x(0) es

96//2(0) es el doble de la aceleracion.

la posicion inicial, b = 2/(0) la velocidad inicial y a =

P2.5 Escoge una imagen digital en color de vuestra escuela (en formato bmp, jpg o png).
Conviértela a escala de grises, extrae un trozo rectangular (de tamaifio superior a
30 x 50 e inferior a 300 x 500 aproximadamente) y voltéala completamente utilizando
productos matriciales.

2.4.2. Ejercicios de autoevaluacién

T2.1 Sean A, B y C matrices de tamanos 2 x 3, 3 X 2, 3 x 3 respectivamente. Se asume
que I es la matriz identidad y O un vector columna, ambos del tamano necesario en
cada caso para que las dimensiones propicien el cilculo. Indica cual de las siguientes
es cierta.

(a) [A',B;I] es una matriz 7 X 7.
(

b) [[A;C], [B;0,0]] da error.
(¢) [[A;C],I[B;I1;0'"] es una matriz 6 x 5.
(d) [[B;I1,[A;C]] es una matriz cuadrada 6 X 6.

T2.2 Sean A, B y C matrices de tamaiios 2 X 3, 3 X 2, 3 X 3 respectivamente. Se asume que
T es la matriz identidad del tamafio necesario en cada caso para que las dimensiones
propicien el calculo. Sefiala cuales de las siguientes operaciones matemaéticas son
posibles.

(a) A+B, AxI.

(b) AxIxB, A'+A+C.
(¢) A'*B, 2xA+I.
(d) B'«+C, AxA'+C.

T2.3 Sean A, B y C matrices 3 x 3. Indica cudl de las siguientes afirmaciones es siempre
cierta.
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() A1 (A-B)=B

(b) A2 (A+C)=A-A2+A%.C
(c)A (B+C)=A-B+C-A
(d) A* (A2 42.C)=A+2-A%.C

Se definen las matrices A = < _11 ; ) vy B = < _01 _11 ) para los tres ejercicios

siguientes.

T2.4 La solucion de B+ XA = 2X es:

(a) x=[-1 1; 2 -3]
(b) X=[0 1; 1 4]

(¢) x=1-2 -3; -1 -2]
(d) Ninguna de las otras

(a) x=[-2.75 -1; 1.5 1]
(b) X=[2.5 0; -2 1]
(c) X=[3 2; -0.5 0.5]
(d) Ninguna de las otras

T2.6 La soluciéon de 2XA + AB = —XB es:
(a) x=[0.52 -0.32; 1.08 -0.28]
(b) X=[-0.2 -0.6; 0.48 0.44]
() X=[-1.25 0; -0.75 -1]
(d) Ninguna de las otras.

2¢ + 2y + 2z =-—1
T2.7 Se considera el sistema r + 2y + 3z =0 . Se verifica que:

—x -z =2
(a) No tiene solucion.
(b) La solucién es Z = (1.5,0.5, —1.5).
(¢) Tiene infinitas soluciones, por ejemplo, & = (—1.5,1.5,—0.5).
(d) Ninguna de las otras.
20 — 2y =-1
T2.8 Se considera el sistema - + 2y = . Indica cudl de las siguientes afirmacio-

nes es cierta:

No tiene solucion.

La solucién es & = (—1.6, —0.8).

(a
(b
(c
(d

Tiene infinitas soluciones.

)
)
)
)

Ninguna de las otras.
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2¢ + 2y 4+ 2z = -1
T2.9 Se considera el sistema r + 2y + 3z =0 . Se verifica que:

T -z =-1
(a) No tiene solucioén.
(b) La solucién es & = (1.5,0, —0.5).
(¢) Tiene infinitas soluciones, por ejemplo, & = (—1,0.5,0).
(d) Ninguna de las otras.

T2.10 El namero de fallecidos f(t) (¢t en dias) por covid-19 al inicio de la pandemia sigue
un modelo exponencial f(t) = e***? siendo a la tasa diaria de mortalidad. Al tomar
logaritmos se tiene un modelo lineal: y(¢t) = In(f(¢)) = a -t + b. La mortalidad en los
primeros dias impares viene dada en la tabla siguiente.’

1(3|5 7911 [13]15|17| 19 | 21 | 23
1(11212|3|6 |17]41 |81 | 132|213 | 304

t
f(t)
Determina la tasa a de mortalidad en dicho periodo.

Indicaciones: Define x=[1:2:23]"', Y=1og([1,1,2,2,3,6,17,41,81,132,213,304]"),
y obtén la pendiente del polinomio realizando un ajuste lineal por minimos cuadrados de X

ev.
(a) a=0.2935.
(b) a = —0.9233.
(c) a = 0.3542.
(d) Ninguna de las otras.

'Datos del 11/01/2020 al 02/02/2020 cada dos dias de China de Beltekian D., Gavrilov
D., Hasell J., Macdonald B., Mathieu E., Ortiz-Ospina E., Ritchie H., Roser M. (2020). Data
on COVID-19 by Our World in Data. GitHub. 26 de Abril de 2020, github.com /owid/covid-
19-data.






Capitulo 3

Figuras y curvas en el plano
euclideo

En lo que sigue se utiliza notacién clasica en geometria. En este capitulo
se revisan las coordenadas, parametrizaciones y representaciones graficas en
el plano. Aunque lo habitual es utilizar coordenadas cartesianas P(x,y) para
un punto en el plano se van a utilizar coordenadas homogéneas P(1,z,y) en
vistas al capitulo siguiente de transformaciones geométricas.

En primer lugar se veran distintas coordenadas del plano y seguidamen-
te figuras planas dadas por puntos y parametrizaciones. Se incluye un nimero
importante de ejemplos junto con los comandos necesarios para su representa-
cion. Al final se incluyen algunos ejercicios propuestos y de autoevaluacion. En
la seccion A.3 se encuentran las soluciones y los posibles comandos a utilizar
para la resolucién de los ejercicios test incluidos en la autoevaluacién de este
capfitulo.

3.1. COORDENADAS EN R?

3.1.1. Coordenadas cartesianas

Por defecto en R? se utilizan las coordenadas cartesianas en donde
cada punto P queda determinado por sus valores x, y en cada eje ordenado
OX, OY respectivamente y que denotaremos P(x,y). En plano afin identifi-
camos los puntos P con sus vectores posicion OP, es decir,

P(z,y) = OP = (z,y) — (0,0) = (z,y) (3.1)
69
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donde O(0,0) es el origen. Gracias a ello, a las operaciones con puntos se les
puede dar un sentido vectorial. Recuérdese que los vectores los representaremos
como matrices columna (matrices de una unica columna), aunque a veces
se escriban en el texto como matrices fila (matriz con una tunica fila) por
comodidad (ver sec. 2.1.1). A la primera coordenada = de un punto P(z,y) se
le llama abscisa y a la segunda coordenada y se le llama ordenada.

Por defecto, cuando se representan dos puntos éstos se unen mediante
una linea recta (ver sec. 1.5.1), por ello, para dibujar una linea curva se suelen
utilizar muchos puntos unidos por pequenios segmentos. Para representar en
R? una figura plana dada por la unién de una sucesién de puntos (z1,y1),
(x2,92), ..., (xn, yn) basta con colocar en X todas las abscisas, en Y todas las
ordenadas y, a continuaciéon, ejecutar el comando plot (X, Y) como se indica
a continuacion. Este comando funciona independientemente si los vectores son
fila o columna, pero mejor utilizar siempre vectores columna.

X=[x1;x2;-+-;xn]
Y=[yl;y2;---;yn]
plot (X, Y)

Se recuerda que una linea curva o poligonal continua donde el punto de
inicio y final coinciden forma una curva o figura cerrada (ver sec. 1.5.1).
Para obtenerla con los comandos anteriores, el punto inicial debe coincidir con
el punto final, es decir, (z1,y1) = (Zn, Yn)-

3.1.2. Coordenadas homogéneas

Dado un punto P de coordenadas cartesianas (x,y) en el plano R?, se
llaman coordenadas homogéneas de dicho punto a la terna (u, -z, 1 - y)
para algin p # 0 que representa un factor de escala. Habitualmente se elige
¢ = 1 como también haremos nosotros. En algunas notaciones, en vez de
poner p al principio de la terna de coordenadas homogéneas, se pone al final.
Utilizaremos esta formulacion para las transformaciones planas del capitulo
4 usando vectores tridimensionales de la forma P (1,x,y) que se corresponde
con el punto P (z,y), es decir,

P(l,z,y) = P(x,y). (3.2)

3.1.3. Coordenadas polares y ntimeros complejos

Cualquier punto P(z,y) del plano real se puede identificar con su equi-
valente namero complejo z = x + yj del plano complejo donde j = /—1
como se observa en la figura inferior, obteniendo que

Plx,y)=z=z+yjJ.
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En consecuencia, todas las figuras planas se pueden representar con nimeros
complejos v reciprocamente. Los ejes OX y OY del plano real se identifican
con los ejes real e imaginario del plano complejo, respectivamente.

S P(sy)=P(p,0) =z=xtpj=pe
i =p(cosatjsena)
’lxg’l H
X iy=psena
P ;
a=atan(y/x) .
0 .»;c=p=cosa

Cualquier punto del plano real P(z,y) no nulo se puede determinar por
sus coordenadas polares (p, a) donde p es el modulo del vector (x,y) v «
es el angulo del vector (x,y) con el semieje OX positivo en sentido antihorario
como se observa en la figura superior. A p se le llama médulo de P y a «
argumento de P. Obsérvese que el sentido del angulo « es antihorario, es
decir, que se recorre en sentido inverso a las agujas de un reloj. La relacién
entre las coordenadas cartesianas y polares de un punto queda determinada
por las razones trigonomeétricas de un tridngulo rectdngulo como se especifica
en la figura anterior y, mis concretamente, en las ecuaciones siguientes.

(a) { p=lz| = /22 +y? (b) { T =p-cosa (3.3)

o = arctan ¥ y=p-senq

Para evaluar la funcién arctan(%) se debe utilizar el comando atan?2 (y, x)
para obtener todos los posibles argumentos. Ello se debe a que como la funcién
tan x es w-periédica se tiene que la funcién atan (y/x) sélo recupera valores
en [—%, 5] mientras que atan2 (y, x) lo hace en | — 7, 7] teniendo en cuenta
los signos de las coordenadas x e y.

Esta representacién también tiene su reflejo en los complejos en la
forma polar p,, en la forma trigonométrica p(cosa + j sena) y en la
forma exponencial pe®’/ donde e®/ = (cosa + j sena) es la formula de
Euler (ver figura superior). Més concretamente, se tiene que

P(z,y) =P(p,a)=z=x+yj = pa = p(cosa + j sena) = pe*?. (3.4)

En algunos contextos se admiten valores negativos para el modulo p del vector (z,y),
en este caso se entiende que si p < 0, (p, @) = (—p, a+m) (en radianes). Por defecto siempre

se asumira que es positivo o nulo a no ser que se indique lo contrario.
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3.2. PARAMETRIZACIONES EN R?

3.2.1. Curva regular parametrizada

Una curva regular C en el plano se puede t »
decir que es, de forma intuitiva, un subconjunto en 7w
R? donde en cada punto podemos encontrar una {
porciéon de segmento a su alrededor que ha sido de- | @ .

formado de forma sugve sin esquinas ni angulos.

Vamos a ver las distintas formas de expresar una curva regular (ver sec.
1.5.5). Sea f(x) una funcién continua en un intervalo [a,b] y derivable en su
interior. Una curva regular C' se define de forma explicita como el conjunto
de puntos (z, f(x)) donde z € [a, b], es decir,

C={(z,y) eR*: v € [a,b], y = f(2)};

se dice que C' estd dada de forma implicita cuando se da una relaciéon F
diferenciable (con gradiente no nulo) entre las variables (con gradiente no
nulo), es decir,

C={(z,y) €R?: F(x,y) =0};

y se dice que C estd de forma paramétrica cuando los puntos de la curva
(z,y) de C se pueden poner en funcién continua, f(t) = (z(t),y(t)), de un
parametro independiente ¢ sobre un cierto intervalo I = [a,b] (ver sec. 1.5.5).
Es una curva regular cuando fes diferenciable con ]ﬁ no nulo en Ja,b[. En

este caso se tiene que
C = {(x(t),y(t)). t € I}

Esta ultima forma es la que da més flexibilidad para representar curvas
en el plano y, ademas, se tiene que el vector f/(t) = (2/(t), ¥/'(t)), dado por
las derivadas de las componentes de f, es el vector tangente a la curva en
el punto f(t) = (x(t), y(t)), t €a,b]. Este vector tiene un sngulo nulo con la
curva en el punto de tangencia. Como es conocido, si a un vector no nulo del
plano se intercambian sus coordenadas y se cambia una de ellas de signo se
obtiene un vector perpendicular al primero (su producto escalar se anula). En
consecuencia, el vector (y'(t), —z'(t)) es un vector perpendicular a la curva
y al vector tangente (z'(t), ¥'(t)) en el punto (z(t), y(¢t)). Una curva regular
tiene un tnico vector tangente f’ no nulo en f(t), ¢t €la, b

Se dice que una curva es regular a trozos cuando estd formada por
diferentes partes que son curvas regulares. En una esquina se tienen dos vec-
tores tangentes distintos, uno por cada lado, por lo que una curva regular no
puede tener esquinas.
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Pondremos en PN(variable P) los puntos que definen la curva, cada punto
en una columna. En P (variable Pt) se pondrén los mismos puntos en coor-
denadas homogéneas, es decir, P serd igual que P pero con un 1 en una fila
superior afiadida como sigue (ver sec. 3.1.2):

1 1 .-
P_<:L‘1 T2 >7 P=| 2y 2o - |. (3.5)
Yy Y2 T

Para representar las figuras dadas por estos puntos se utilizard el co-
mando plot (Pt (2, :),Pt (3, :)).

Si (p, @) son las coordenadas polares de P(x,y) (ver sec. 3.1.3), entonces
la expresion del radio vector p en funcién del argumento « de P(x,y), p =
p(a), es una parametrizacion conocida como una curva en polares. Las
expresiones polares permiten un sinfin de figuras curiosas que semejan pétalos
y corazomnes, entre otros. A continuacién se enumeran algunos ejemplos.

e La curva p = 2cos(2a) genera cuatro pétalos tangentes a las bisectrices
de los cuadrantes del plano. Se denominan asi por su semejanza con una

flor.
e La curva p = 2cos(5a) genera una figura con 5 pétalos.

e Se puede desfasar el angulo lo cual genera un giro en la figura como
ocurre con p = 2cos(3(aw — w/6)) que es un trifolium (tres hojas o
pétalos) girado 7/6 radianes en sentido antihorario.

e Si se define p = py + 2cos(na) con pyg > 0 se tiene que la curva ya no
pasa por el origen y se parece a una margarita hasta cuando py > 2 que
se parece mas a una estrella. En el caso en que pg =2 y n = 1 se tiene
una conocida figura en forma de corazon llamada cardioide. También
se pueden definir otros ejemplos de cardioide como p = pg + cos(na).

3.2.2. Parametrizacion de recta y segmento

La recta r que pasa por los puntos Py () del plano tiene vector director
PQ@, y su ecuaciéon vectorial es

X=P+t-(Q—P), teR.

Para t = 0 se obtiene el punto P, y para t = 1 el punto Q. Si ¢t € [0,1] se
obtienen los puntos del segmento PQ como es facil de probar.
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Si t se elige, por ejemplo, en el intervalo [—1, 3] se obtiene un segmento
cuatro veces mayor que PQ (el segmento tiene 3 veces la longitud de PQ
desde P en la direccion de @), y una vez dicha longitud en sentido opuesto.
En la figura inferior se realiza una representacién grafica de este segmento,
zt)=P+t(Q—P), te[-1, 3]

3.2.3. Parametrizacién de circunferencia y elipse

La parametrizacién de una circunferencia con centro en el origen y
radio 7 viene dada por los puntos (ver sec. 1.5.5):

P (x(t),y(t)), con x(t)=r-cost, y(t) =r-sent, t €I =|0,2n].

Ello es evidente si se escribe P en coordenadas polares puesto que, utilizando
la ecuacion (3.3) se tiene que p = /(r-cost)2+ (r-sent)? = V2 = r, y
o = arctan (221) = arctan(tant) = t, es decir, P(r - cost,r - sent) de la
parametrizacién tiene moédulo r y argumento t.

Se pueden escalar los ejes segun los factores a, b > 0 definiendo
P (z(t),y(t)), con x(t)=a-cost, y(t) =0b- sent, t € [ =|0,2n]|

v en tal caso, se obtiene la parametrizacién de una elipse centrada al origen
de semiejes a y b cuya ecuacion cartesiana es ﬁ—; + z—; =1 (se deja al lector su
verificacion).

Si deseamos que la circunferencia o la elipse anteriores tengan su centro
en (xo,yo), fuera del origen, s6lo hace falta sustituir (literalmente) = por (x —
o) € y por (y — yo)-

En la figura inferior a la izquierda se presenta una interpretacion esque-
mética de la parametrizacién de una circunferencia y, a la derecha, la de una
elipse.

bsent

-a O acost Ja
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3.2.4. Parametrizacion de espirales

Si se hace variar el modulo en funcion del parametro (curva en polares,
ver seccion 3.1.3), entonces se pueden obtener otras figuras como, por ejemplo,
la espiral de Arquimedes dada por (z(t),y(t)) = (batcos(at), bat sen(at))
cona >0,b>0,0<t< o0, en la que todas las vueltas son equidistantes
(ver figura inferior izquierda) y que se define como el lugar geométrico de un
punto moviéndose a velocidad constante sobre una recta que gira sobre un
punto de origen fijo a velocidad angular constante. En coordenadas polares
esta espiral se escribe como r = b8 con 6 = at siendo r el médulo, 6 el angulo
y a, b, t verificando las mismas condiciones anteriores. Si te toma ¢t € [0, 10-27]
entonces la espiral tendra 10 vueltas. Si se eligen distintos valores para la b en
la primera y segunda componente, entonces se tendra una espiral eliptica.

(7N
\(\9/

Las curvas dadas en polares por p = a-bf con a, b > 0 y t el argumento,
se llaman espirales logaritmicas y se suelen encontrar en la naturaleza como
se observa en la figura superior derecha.

3.3. FIGURAS EN EL PLANO REAL

3.3.1. Ejemplo de figura plana

Vamos a dibujar una hoja plana uniendo los 26 puntos {(4,-3), (9,1),
7,2), (8,5), (5:4), (55), (34), (4,9), (2,7), (0,10), (-2,7), (-4,8), (-3,3), (-5,6),
54), (-8,5), (-7,2), (-9,1), (-4,-3), (-5,4), (0,-3), (2,-7), (2,-6), (1,-3), (5,-4),
4-3)}. El primer y ultlmo punto son los mismos para cerrar la figura (ver sec.
3.1.1). Cada linea recta es la uniéon de dos puntos que se incluyen en la variable
P. Por comodidad se definen por filas los puntos en P y luego se transponen
para que sean columnas como se indica en la ecuacion (3.5). A continuacion
se definen dichos puntos en coordenadas homogéneas en la variable Pt.

(
(-
(

% Definicidén de P (x,
pP=(4,-3;9,1;7,2;8,5;
-2,7;-4,8;-3,3;-5,
-5,-4;0,-3;2,-7;2,
% Definicidén de Pt (1

y) por filas y trasponer
;5,4;5,5;3,4;4,9;2,7;0,10;

6;-5,4;-8, 5 7 2;-9,1;-4,-3; ...
-6;1,-3;5, -3]1'; % (VARIAR)
X,y). Pt=P- tllde

14 ’
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[nl,n2]=size (P);Pt=ones (nl+l,n2);Pt(2:nl+1, :)=P;

Q

figure,hold on,axis equal,grid % Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:),'g")

Ahora vamos a anadirle los nervios principales a la hoja. Para ello pon-
dremos los puntos necesarios en una nueva variable P1 y su correspondiente
P1t en coordenadas homogéneas. Se muestra el resultado obtenido en la figura
siguiente.

% Definicidén de Pl (x,y) por filas y trasponer
p1=[-8,5;0.5,-3;0,10;0.5,-3;8,5;0.5,-3;2,-6.5]1"'; % (VARIAR)
% Definicidén de Ptl(1l,x,y). Ptl=P-tilde-1

[nl,n2]=size (P1l);Ptl=ones (nl+l,n2);Ptl(2:nl1+1, :)=P1;
$figure,hold on,axis equal,grid % Quitar si se solapa
plot (Ptl(2,:),Ptl(3,:),'y")

Se observa que los puntos estdn unidos por lineas rectas y que cada
grupo de puntos se debe dibujar y tratar de forma independiente. Para dibujar
otras figuras basta con modificar la linea marcada con %... (VARIAR) que
se corresponde con la definicién de los puntos. Si se quiere dibujar algo nuevo
sobre una figura anterior basta con eliminar o comentar la linea que empieza
con el comando figure.

3.3.2. Ejemplo de figura parametrizada

Vamos a dibujar una espiral eliptica en el plano que dé tres vueltas.
Para ello se define la parametrizacion (ver la sec. 3.2.4):

(z(t), y(t)) = (& - cost, {5 - sent), te[0,6m].

A continuacién se realiza una discretizacion sobre el pardmetro t, se cal-
culan las coordenadas (z(t),y(t)) de la curva que se escriben en coordenadas
homogéneas (ver ec. (3.5)) y se representa uniendo los puntos con lineas rectas
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(ver sec. 3.1.1). Para ello se ejecutan los comandos siguientes y se obtiene la
figura inferior. Recuérdese que el ntimero de puntos debe ser suficientemente
elevado para que las lineas curvas se vean suaves (sin esquinas)pero no ex-
cesivo para que no se ralentice excesivamente el programa. Noétese que para
evaluar las coordenadas de una parametrizacién se deben utilizar operaciones
elemento a elemento (ver sec. 1.2.5).

% Definicidén de X(t) y de Y(t) FIGURA

t=linspace (0, 6xpi,333); % Parametro (VARIAR)

X=t/2.xcos(t); % X(t) (VARIAR)

Y=t/10.xsin(t); % Y (t) (VARIAR)

% Definicidén de Pt (1l,x,y) (P-tilde)

n2=length (t);Pt=ones(3,n2);Pt(2:3,:)=[X;Y];

figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa

plot (Pt (2,:),Pt(3,:))

Como el rango del parametro (que es el argumento) es [0, 3 - 27|, se
obtienen 3 vueltas alrededor del origen. Como el mdédulo en ambas coordenadas
no se incrementa a la par, tiene forma eliptica en vez de circular. Para dibujar
otras curvas o figuras parametrizadas basta con modificar las lineas marcadas
con %...(VARIAR) que se corresponden con la discretizacién del parametro
y la definicion de las parametrizaciones x(t) e y(t). Ahora bien, X e Y son
vectores con las coordenadas cartesianas de los puntos de la figura y deben
tener las mismas dimensiones. Si, por ejemplo, la curva estuviera sobre un
valor constante de y, por ejemplo y = 1, no se puede poner Y=1 puesto que
da error, se debe poner, por ejemplo, Y=1+0+t manteniendo las dimensiones
adecuadas en la variable Y.

3.3.3. Ejemplo de un trozo de pizza

Un trozo de pizza se corresponde con un sector circular y la curva de su
contorno es una curva regular a trozos formada por dos segmentos o trozos de
recta y un trozo de circunferencia. Vamos discretizar un trozo de circunferencia
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(ver sec. 3.2.3) y luego le anadiremos los segmentos al vértice que supondremos
que esté al origen. Como se quiere una curva cerrada se repite el punto inicial
(ver sec. 3.1.1).

Vamos a considerar una octava parte de la circunferencia y de lado dos
unidades, por tanto, la parametrizacién del trozo de circunferencia seréd

(z(t), y(t)) = (2-cost, 2- sent), te[0,7/4].

Primero se realiza una discretizacién sobre el parametro ¢ y se calculan
las coordenadas (x(t),y(t)) de la curva que se escriben en coordenadas ho-
mogéneas (ver ec. (3.5)). Seguidamente se anade el vértice, se repite el punto
inicial para que cierre la figura y se representa uniendo los puntos con lineas
rectas (ver sec. 3.1.1). Para ello se ejecutan los comandos siguientes y se ob-
tiene la figura siguiente.

% Definicidén de X(t) y de Y(t) FIGURA
t=linspace(0,pi/4,55); $ Parametro (VARIAR)
X=2.*xcos(t); $ X(t) (VARIAR)

Y=2.%sin(t); % Y(t) (VARIAR)

% Definicidén de Pt (l,x,y) (P-tilde)

n2=length (t) ;Pt=ones (3,n2);Pt(2:3, :)=[X;Y];

% Anadimos el (0,0) y repetimos el punto inicial:
Pt=[Pt, [1;0;0]]; Pt=[Pt,Pt(:,1)];

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),title('Trozo de pizza')

Trozo de pizza

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

3.3.4. Ejemplo de representacién de un poligono regular

Todo poligono regular de N lados de puede representar inscrito dentro
de una circunferencia. Para ello basta con calcular los vértices y unirlos con
segmentos repitiendo el punto inicial para obtener una figura cerrada (ver sec.
3.1.1), es decir, hay que subdividir 27 radianes en N partes y considerar los
valores 0 y 27 que generan el mismo punto y permiten cerrar la figura. En
consecuencia, los puntos a representar son:

27 27

2
(R -cost, R- sent), t:0-£,1~—

N N7...,n-W,RﬁJado.
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Si se quiere un poligono regular de lado L, entonces, por el teorema del coseno
(sobre uno de los triangulos de lados R, Ry L y vértice en el centro indicados

en la figura inferior derecha) se tiene que R = ——L———_ Le afladimos
2(1—cos(27/N))

un centro (zp,¥yp) que sumaremos a los puntos anteriores y un desfase ¢ que
sumaremos al pardmetro para girar el poligono sobre su centro.

Tomamos N = 5 y procedemos a dibujar un pentigono centrado de
lado L =1 en (zg,y0) = (1,0) y un desfase de 90° en el parametro que es el
argumento en polares (¢ = 90755 radianes). Para ello utilizamos los comandos
siguientes y se dibuja abajo a la izquierda sobre el origen y sin desfase y, a la
derecha con el centro y desfase pedido. Recuérdese que siempre hay un punto
més que intervalo y, por tanto, en el comando 1inspace hay que tomar N+1
puntos (ver sec. 1.2.2).

% POLIGONO REGULAR de N-lados
N=5;phi=90%pi/180;L=1;x0=1;y0=0; % Datos iniciales (VARIAR)
R=L/sqrt (2« (1-cos (2xpi/N))); t=linspace (0, 2xpi,N+1)+phi;
X=x0+R*cos (t); $ X (t)

Y=y0+Rxsin(t); $ Y (t)

% Definicidén de Pt (1l,x,y) (P-tilde)

n2=length (t);Pt=ones (3,n2);Pt(2:3,:)=[X;Y];

figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa

plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),title('Poligono regular')

Poligono regular Poligono regular
0.8
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02

0
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0.4

06

08

08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18

Para dibujar cualquier otro poligono regular basta con modificar tnica-

[

mente la linea marcada con %... (VARIAR)

Obsérvese que todo poligono regular de N lados se puede subdividir
en N tridngulos isésceles iguales con vértice compartido en el centro de la
circunferencia que lo contiene. El angulo de todos los tridngulos en el vértice
que estd en el cento de la circunferencia son iguales a QW’T A modo de ejemplo
se dibujan en verde los lados que definen dichos tridngulos con los siguientes
comandos obteniendo la figura superior derecha en donde se han anadido los
angulos mencionados.
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Xl=reshape ([zeros (1,N+1)+x0;X],2xN+2,1);
Yl=reshape ([zeros (1,N+1)+y0;Y],2xN+2,1);
plot (X1,Y1,'g")

3.3.5. Ejemplo de representacién de una recta

A continuacion se dibuja la recta bisectriz del segundo y cuarto cuadran-
te, es decir, la recta que pasa por P(0,0) y por Q(1,—1). Aunque para dibujar
un trozo de recta basta con el punto inicial y el final, ahora se va a dibujar
una discretizacion de puntos sobre la recta con los siguientes comandos (ver
sec. 3.2.2). Para dibujar otras rectas o segmentos basta con modificar la linea
marcada con %... (VARIAR). El punto P se coge como centro y se dibuja
tmin y tmax veces el segmento PQ desde P como se observa en la figura
inferior.

% RECTA paramétrica (t=parametro)
P=[0;01,0=[1;-1],tmin=-1,tmax=3,N=201% (VARIAR)

t=1 % N valores de t

X=P (1) +t* (Q(1)-P(1)); s X(t)

Y=P (2)+t*(Q(2)-P(2)); % Y (L)

% Definicién de Pt (l,x,y) (P-tilde)
n2=length(t);Pt=ones (3,n2);Pt(2:3,:)=[X;Y];
figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),title('Recta por P y Q")

plot ([P(1),Q(1)]1,[P(2),Q(2)],"xr")

X
Y

RectaporPyQ

3.3.6. Ejemplo de representacion de circunferencias y elipses

Vamos a dibujar la circunferencia unidad centrada al origen, y una elipse
de semiejes 2 y 0.5 centrada en (1,1) (ver sec. 3.2.3). Para ello se ejecutan los
siguientes comandos obteniendo la figura inferior. Si se quieren obtener otras

circunferencias o elipses basta con modificar las lineas marcadas con %. .. (
VARIAR).
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% CIRCUNFERENCIA paramétrica

x0=0,y0=0,r=1% centro vy radio (VARIAR)
t=linspace (0, 2%pi,221); $ Parametro (1 vuelta)
X=x0+r+*cos(t); $ X (t)

Y=yO+r*xsin(t); % Y (t)

% Definicién de Pt (l,x,y) (P-tilde)
n2=length(t);Pt=ones(3,n2);Pt(2:3,:)=[X;Y];
figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),title('Circunferencia')

plot (x0,vy0, "xr")

O o\

% ELIPSE paramétrica

x0=1,y0=1, semiejeX=2,semieje¥=0.5% (VARIAR)
t=linspace (0, 2*pi, 221); $ Parametro (1 vuelta)
X=x0+semiejeX*cos(t); $ X (t)

Y=yO+semieje¥*sin(t); $ Y (t)

% Definicidén de Pt (l,x,y) (P-tilde)
n2=length(t);Pt=ones(3,n2);Pt(2:3,:)=[X;Y];
figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),title('Elipse’)

plot (x0,vy0, "xxr'")

Circunferencia Elipse
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3.3.7. Ejemplo de representacién paramétrica de espirales

Se van a dibujar 3 vueltas de la espiral de Arquimedes y de la loga-
ritmica con @ = 1y b = 1.3 (ver sec. 3.2.4) con los comandos siguientes
obteniendo las figuras inferiores. Notese que se han utilizado operaciones ele-
mento a elemento (ver sec. 1.2.5).

x0=0,y0=0,vueltas=3; $ (VARIAR)
t=linspace (0, 2xpixvueltas,777); % Parametro
X=x0+t.*xcos (t); % X (t)

Y=y0+t.xsin(t); % Y (t)

% Definicidén de Pt(l,x,y) (P-tilde)

n2=length (t);Pt=ones(3,n2);Pt(2:3,:)=[X;Y];
figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),title('Espiral de Arquimedes')
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x0=0,y0=0,vueltas=3,a=1,b=1.3% (VARIAR)
t=linspace (0, 2xpixvueltas,777); % Parametro
X=x0+a*xb."t.xcos(t); % X (t)

Y=yO+axb.”t.xsin(t); $ Y (t)

% Definicidén de Pt (1l,x,y) (P-tilde)

n2=length (t);Pt=ones(3,n2);Pt(2:3,:)=[X;Y];
figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),title('Espiral logaritmica')

Espiral de Arquimedes Espiral logaritmica

-100

A5 10 5 0 5 10 15 20 60 40 20 0 20 40 60 80 100 120 140

3.3.8. Ejemplo de representaciéon de curvas en coordenadas
polares

Para representaciones en coordenadas polares se dispone de los siguien-
tes comandos:

polarplot (a, r) dibuja en coordenadas polares los puntos que tienen
argumento el vector a y médulo el vector r.

e polarscatter (a, r) dibuja un mapa de dispersién de puntos en coor-
denadas polares que tienen argumento el vector a y médulo r.

e polarhistogram(a, r) dibuja un histograma en coordenadas polares
con argumento a y médulo r.

e ezpolar (a, r) dibuja de forma més sencilla funciones en coordenadas
polares.

Funcionan de forma similar al plot indicando primero el argumento
y luego el moédulo. Para cualquier informacion adicional se puede utilizar la
ayuda incorporada mediante mentis o mediante el comando help.

A continuacion, se representan la circunferencia unidad (ver figura
inferior izquierda) y tres vueltas de la espiral de Arquimedes (ver figura
inferior derecha) como curvas paramétricas en polares (ver sec. 3.2.1) mediante
los siguientes comandos.
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radiocircunf=1% (VARIAR)

t=linspace (0, 2*pi,221); % Angulo (argumento)
R=radiocircunf*t.”0; $ Radio (mdédulo)
figure,polarplot (t,R, 'k'") $ Dibujo
title('Circunferencia unidad en coordenadas polares')

o)

t=linspace (0, 6%pi, 551); % Angulo (argumento)
R=t; % Radio (médulo)

figure% Quitar si se solapa
polarplot (t,R, 'b'"),title('Espiral arquimediana')

A continuacién, con los siguientes comandos, dibujamos un tetrafo-
lio con sus rectas tangentes en la figura inferior izquierda, seguidamente una
estrella en la figura inferior central y finalmente la cardioide en la figura
inferior derecha (ver sec. 3.2.1).

t=linspace (0, 2%pi, 555); $ Pardmetro angulo (argumento)
rl=2xcos (2*t); $ Radio (médulo) tetrafolio

r2=3+cos (5*t); $ Radio (médulo) estrella
r3=2+2+cos(t); $ Radio (médulo) cardioide

figure

subplot (1,3,1),polarplot (t, rl 'k') hold on% Tetrafolio
polarplot ([pi/4,pi/41,10,2], ') % Bisectriz 45°
polarplot ([-3*pi/4, 73*p1/4 ,2], ")

polarplot ([3*pi/4,3xpi/4], ],'y')% Bisectriz -45°
polarplot ([-pi/4,-pi/4], [0 ] 'yv')

subplot (1,3,2), polarplot(t r2,'b') % Estrella

subplot (1,3, 3),polarplot (t,r3,'r') % Cardioide
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90 90 90
120 —~2 60 120 4 60 120 4 60
1.5 - 3 ) 3
150 30 150 ] 30 150 30
1 ( <2 2
\ Q,,,,G
/\\0.?/_\\\ 1 ~ 1
wao( P-S )o 180 ) 0 )o 180 0 0
\// ‘/7
( - \
210 330 210 ~—"\ ‘ 330 210 330
240 — 300 240 300 240 300
270 270 270

3.3.9. Ejemplo de trayectoria delimitada por puntos

Se busca una curva parametrizada suave (regular) que pase por los N
puntos (z;,v;), ¢ = 1,...,N, dados por {(0.9,0.9),(3,2.5),(6,4.5), (4,5.1),
(1.5,1.5),(8,4.9),(9.5,6.3)} por lo que N = 7. Esta se puede obtener to-
mando como pardmetro una aproximaciéon t a la longitud de arco con los
siguientes comandos obteniendo la figura inferior izquierda. El valor de ¢
utilizado viene dado por la diagonal del rectangulo que definen dos pun-
tos consecutivos (x;,y;) v (zi+1,vit+1) (ver figura inferior central), es decir,
t=+/(zis1 — )2+ (Yir1 —vi)%, i=1,...,N — 1. El comando diff calcula
la diferencia entre dos componentes consecutivas cuando se aplica a un vector
v permite simplificar el calculo del valor de ¢. El comando cumsum realiza
una suma acumulada de las componentes del vector que es una aproximacion
a la longitud total acumulada hasta el valor de t considerado. El comando
interpl permite obtener los valores (interpolados) de las coordenadas de los
puntos intermedios de la parametrizacion. Para verificar que la curva obtenida
es adecuada también se representan los puntos con un asterisco unidos entre
si por segmentos en el orden a seguir por la curva.

x=[0.9,3,6,4,1.5,8,9.5],y=[0.9,2.5,4.5,5.1,1.5,4.9,6.3],N=7
t=sqgrt (diff (x) ."2+diff(y) ."2);t=[0,cumsum(t)];
tt=linspace(t(1l),t (N),300);

xx=interpl (t, x,tt, 'spline');yy=interpl (t,y,tt, 'spline');
figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa
plot(x,y, 'r*x',x,y,'b"), plot(xx,yy,'m")
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Se obtiene una parametrizacion similar a la curva anterior utilizando
el comando cscvn como se puede ver en la figura superior derecha. Este
comando devuelve una estructura con los coeficientes de los trozos de splines
y los puntos de corte y se puede dibujar con el comando fnplt.

figure, plot(x,y,'r*',x,y,'b'), grid on, hold on
curva=cscvn([x;y]); hold on, fnplt(curva, 'm',1.5);

3.4. VECTOR TANGENTE A UNA CURVA PA-
RAMETRIZADA

Esta seccién se anade a modo de addenda y para entender mejor el
concepto de curva regular y de tangencia. Como se ha visto en la seccién 3.2.1
una curva en R? es regular cuando tiene un vector tangente tinico no nulo en
todos sus puntos no extremos.

Se congidera la espiral eliptica de la seccion 3.3.2 parametrizada por
f(t), t € [0,67], y se asumen ejecutados los comandos de dicha seccion. El
vector f(t) = (z(t),y/(t)) es tangente a la curva, da el sentido de recorrido
y su magnitud indica la velocidad en que se recorre la curva en cada punto, es

=

decir, la razon de recorrido de la curva respecto el parametro. Si la curva f(t)
indicara la trayectoria de un vehiculo en el tiempo ¢, el vector f’ (t) indicaria
la velocidad de dicho vehiculo. A continuacién, se muestra la parametrizacion
y el vector tangente calculado directamente:

—

e Parametrizacion: f(t) = (z(t),y(t)) = (§ - cost, {5 - sent).

o Vector tangente: f'(t) = (a/(t),y/(t)) = (SPt — Lsent  sent | teosty

2 2 01 10

El comando quiver (x, y, u, v) permite representar el vector (u,v) en
el punto (z,y) en dos dimensiones. Con él se puede dibujar el vector tangen-
te f/(t) = (#/(t),7/(t)) a cada punto de la curva regular parametrizada por
f(t) = (x(t),y(t)), t € [a,b]. El vector tangente se puede calcular directamente
como se ha hecho, o bien, se puede obtener mediante derivacién simbélica y
después convertir las derivadas a identificador de funcién como vamos a hacer
a continuacién con los siguientes comandos obteniendo las imégenes inferiores
(ver sec. 1.3.2).

$ PARAMETRIZACION f(T)=[x(T);v(T)]

syms T a

C=[T/2*cos(T);T/10xsin(T)]1 % curva C (VARIAR)
Cder=diff(C,T) % C: £'(T)=[x"(T),;v"(T)]

o)

% Conversidén de f'(T) a funcidn de (a,T)
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V=matlabFunction (Cder+a=*T, 'Vars', {a,T});

[)

% Dibujo de los vectores tangentes f' (T)
hold on,axis equal,Vv=v(0,t);
quiver (X,Y,V(1l,:),V(2,:))% £'(T) (a=0)
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En la imagen superior izquierda se muestra la figura completa y a la
derecha una seccién para observar con mas detalle las tangencias. Se observa
que las velocidades aumentan segin se aleja la espiral del origen alrededor del
eje OY puesto que los vectores tangentes son mayores en magnitud. Se anade
una variable auxiliar simbélica a para no tener problemas en la conversién
a funcién cuando las derivadas son, por ejemplo, constantes. Esta variable
auxiliar se elimina a posteriori puesto que se evalda en 0.

Para aplicarlo a cualquier otra curva regular basta ejecutar los comandos

o

anteriores modificando tnicamente la linea marcada con %... (VARIAR).

3.5. EJERCICIOS

A continuacion se proponen ejercicios para verificar la comprension del
capitulo en los que se asume, por defecto, el uso de 4 cifras decimales. Las
respuestas de los ejercicios test de autoevaluaciéon se pueden consultar en la
seccion A.3.

3.5.1. Ejercicios propuestos

P3.1 Dibuja dentro del cuadrado [0,10] x [0,10] alguna “casita” similar a alguna de las
adjuntas. Se anaden los comandos para el primer ejemplo.

% Definicidén de P (x,y) por filas y trasponer
P=[0.5 0;4 0;4 4;6 4;6 0;9.5 0;9.5 7;10 7;...

5 10;0 7;0.5 7;0.5 01'"; % P (VARIAR)
[n,m]=size (P);Pt=[ones(l,m);P]; % Pt
figure,plot (Pt (2,:),Pt(3,:),'b'"),axis equal,grid on
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P3.2 Dibuja un comecocos como el de la imagen adjunta de tamaifio
10 unidades de altura.

I

P

O O O

P3.3 Representa las siguientes curvas utilizando coordenadas polares.

(a) Una flor de 5 pétalos.

(b) Una espiral de Arquimedes que gire en sentido inverso centrada en el punto
(2,0).

(c) La mitad izquierda de una elipse de semieje 2 unidades en vertical y 3 en

horizontal centrada en (3,2).

P3.4 Elige entre cinco y diez puntos coordenados en [0, 10] X [0, 10] y representa una curva
suave que pase por todos ellos de modo que se parezca a la inicial de tu nombre en
mayusculas.

P3.5 Demuestra que en una circunferencia los radios son perpendiculares a ésta.
Indicacion: Basta demostrar que los radios son perpendiculares a los vectores tangentes. Se
asume una circunferencia centrada al origen puesto que la posicion en el plano es irrelevante.

Si f(t) es la parametrizacion de la circunferencia centrada al origen de radio R, es suficiente
ver que los vectores f(t) y f’(t) son perpendiculares o, equivalentemente, que su producto
escalar vale cero, es decir, f(t) - f'(t) = 0. Se puede hacer tedricamente con las funciones que
determinan la parametrizaciéon o, aunque no sea una verdadera demostraciéon, verificando
que para cada valor de t discretizado se verifica que dot ([X;Y],V) =0 donde [X; Y] son los
puntos de la circunferencia y V sus vectores tangentes segin la notacion de la seccion 3.4.

3.5.2. Ejercicios de autoevaluacién

T3.1 Indica cual de las siguientes afirmaciones es cierta en el plano.
(a) P(0,1) (en cartesinas) =14+0-j
(b) P(1,v3,V3) = v/2- ™
(¢) P(1,/2,V/2) =4-e™/*I
(d) P(1,v/3,1) = P(2,7/6) (en polares).
T3.2 La curva de una de las siguientes opciones es distinta a las demas. Indica cudl es.
(@) {(z,y) €R?:y = +V1-2?}
(b) {(zy) ER*:2® +y* =1,y > 0}
(¢) {(z,y) €R?*:x =cost, y = sent, t € [-7,0]}
(d) {(cost, sent),0 <t <}

T3.3 Se consideran distintas curvas en polares. Indica cual de las siguientes afirmaciones
es FALSA:
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p =2cos(3(a+ 7/6)) es un trifolium, como una flor de 3 hojas o pétalos.
p =4cos(6(a+ m/3)) es como una flor de 6 pétalos.
(7(a + 7/3)) es como una flor de 7 pétalos.

p = 8cos(ba + m/2) es como una flor de 5 pétalos.
T3.4 Senala cual de las siguientes opciones es cierta:

(a) La curva {(6tcos(t), 6t sen(2t), t € [0,67]} en coordenadas cartesianas es una
espiral de Arquimedes.

(b) La curva {(1.2°cos(t),1.3" sen(t), t € [0,67]} en coordenadas cartesianas es
una espiral logaritmica.

(c) La curva {(2- 1.2t2,t), t € [0,67]} en coordenadas polares es una espiral loga-
ritmica.

(d) La curva {(6t,2t), t € [0,67]} en coordenadas polares es una espiral de Arqui-
medes.

T3.5 Indica cual de las siguientes afirmaciones es cierta.

(a) Si una curva es regular tiene vector tangente en todos sus puntos.

(b) Ninguna de las otras.
(¢) Un cuadrado es una curva regular.
(d) El vector tangente de una curva regular en un punto es perpendicular a ella en

dicho punto.

T3.6 Sea (z(t),y(t)), t € I, una curva parametrizada y sea N el nimero de puntos utiliza-
dos para discretizar ¢ en I en la representacion grafica. Sefiala cual de las siguientes
respuestas es cierta.

(a) Si N es pequeio suelen aparecer esquinas en la representaciéon aunque sea una
curva regular.

(b) El parametro t es el argumento del punto (z(¢),y(t)).

—~
o
~

El valor de N debe ser superior a 200 e inferior a 500.

(d) Siaparecen esquinas en la representacion grafica de la curva es porque no puede
ser regular.

T3.7 Utilizando la notacion del texto, se asume en la variable Pt los IV puntos que definen
una figura en el plano. Indica cudl de las siguientes afirmaciones es cierta.
(a) Las dimensiones de Pt son 3 X N.
(b) Las dimensiones de Pt son N x 3.

(¢c) Las componentes de una columna de Pt son las coordenadas (z,y) de un punto
de la figura.

(d) La primera fila de Pt contiene las abscisas de todos los puntos que definen la
figura.
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T3.8 En un poligono regular cerrado de 8 lados se verifica una de las siguientes respuestas.
Sefiala cudl es.

(a) Hay que representar Pt con 8 columnas correspondientes a las coordenadas de
los vértices.

(b) El radio de la circunferencia en donde se inscribe el poligono es igual al lado
del poligono.

(c) Un desfase positivo en el argumento de los vértices respecto el centro cambia
la longitud del lado del poligono.

(d) El angulo que determinan los segmentos que unen su centro con dos vértices
consecutivos es /4.

T3.9 Indica qué representan los puntos Pt siguientes (se asume que es una circunferencia
cuando los dos semiejes de una elipse son iguales):

t=linspace (0,pi, 222)+pi; X=2+cos(t); Y=1.5%sin(t);
Pt=ones (3,222);Pt(2:3,:)=[X;Y];

a) La mitad inferior de una elipse.

(
(b
(c
(d

La mitad superior de una elipse.

) La mitad superior de una circunferencia.
) La mitad inferior de una circunferencia.

T3.10 Senala qué comando se puede utilizar para dibujar una cardiode.

(a) polarplot (2 + 2.xcos(t), t)

(b) plot ((2+2*cos(t)) .*cos(t), (2+2xcos(t)) .*sin(t))
(¢) polarplot (2+cos(2+ t), t)
(d) polarplot (t, 2*cos(t+ pi))






Capitulo 4

Transformaciones geométricas
en el plano

En el capitulo 3 se han visto las coordenadas habituales en el plano y
ejemplos de figuras planas dadas por puntos o parametrizaciones. En este ca-
pitulo se introducen las transformaciones geométricas en el plano y se aplican
sobre las figuras vistas en el capitulo anterior. Aunque con el método pro-
puesto se puede aplicar cualquier transformacién, nos vamos a centrar con las
transformaciones semejantes que son base de todas ellas. Primero se presen-
tan las transformaciones geométricas en el plano y luego se muestran ejemplos.
También se considera el producto o composicién de transformaciones.

Para simplificar los calculos se utilizan coordenadas homogéneas (ver
sec. 3.1.2) y se incluyen los comandos necesarios para cada transformacion.
Estos comandos son de interpretacién directa pero también se pueden aplicar
por bloques como si se tratara de funciones predefinidas. Ello facilita el se-
guimiento del texto con los procedimientos habituales de copia/pega. Al final
se incluyen algunos ejercicios propuestos y de autoevaluaciéon. En la seccién
A4 se encuentran las soluciones y los posibles comandos a utilizar para la
resolucién de los ejercicios test incluidos en la autoevaluacion de este capitulo.

4.1. TRANSFORMACIONES EN R?

4.1.1. Transformaciones del plano

Se denomina transformacion (geomeétrica) del plano a toda aplicacion
F : R? — R? biyectiva. Si F(P) = P’ se dice que P’ es el transformado
u homdlogo de P mediante F. Segun sea la transformacion F, también se

91
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dice que P’ es el trasladado, simétrico, homotético,... de P. Algunos textos
simplemente indican que P’ es la imagen de P por F.

Si C es un subconjunto, o figura, de R? entonces C' = F(C) es la
figura o conjunto transformado.

Si F'y G son transformaciones del plano, también lo es la composiciéon
de las transformaciones GG o F', que también se denomina producto de las
transformaciones G y F' y se define sobre el punto P como (G o F)(P) =
G (F(P)). En general Go F # F o G. A veces G o F' se denota como simple
producto, G - F.

Dos figuras son semejantes si tienen la misma forma aunque sus orien-
taciones y tamanos sean distintos, es decir, cuando los segmentos o lados ho-
mologos son proporcionales y los dngulos permanecen iguales. Como se ird
viendo a lo largo del capitulo, las semejanzas transforman una figura en otra
semejante a ella.

Un punto se llama invariante por una transformacién si su homélogo
es él mismo. Una figura se llama invariante si todos sus puntos lo son. Se
define la transformaciéon identidad como aquella en que todos los puntos
son invariantes.

4.1.2. Isometrias y semejanzas

Se denomina isometria o movimiento de R? a toda transformacién
que conserva las distancias entre puntos. Como consecuencia de ello, las iso-
metrias conservan los angulos que definen los segmentos. La isometria se de-
nomina directa si conserva la orientaciéon de los dngulos y, en caso contrario,
se denomina inversa. El producto de isometrias es otra isometria.

Al producto de una isometria por una homotecia (ver sec. 4.2.4 para mas
detalle), o viceversa, se denomina semejanza. En consecuencia, las isometrias
son un caso particular de semejanzas, y ademas, el producto de semejanzas es
otra semejanza.

Obsérvese que todas las semejanzas son invertibles puesto que F' es
biyectiva. Ademds, una transformaciéon por su inversa da la transformacion

identidad.

4.1.3. Transformacién afin

Una transformacién afin F : R? — R? es una aplicacién lineal de

matriz A = ( “

e d > no singular (con determinante no nulo), seguida de



4.1. TRANSFORMACIONES EN R2 93

la suma de un vector i = < ° ) . Dado un punto P(z,y) cualquiera del plano

f

(ver sec. 3.1.1) su transformado, imagen u homoélogo P'(z’,y’) por F viene

dado por
<§:)=(3Z><§>+(§)=A(§)+ﬁ (4.1)

A la matriz A = < Z Z ) se le llama matriz de la aplicacién lineal

f

de la transformacion afin. Una transformacién afin en el plano tiene seis grados
de libertad correspondiendo a los cuatro coeficientes de la matriz y a los dos
del vector de traslacion.

. .. , > e ..
asociada a la transformacion afin F'ya h = < > vector de traslacion

Se utiliza una formulaciéon mas simple usando coordenadas homogéneas
(ver sec. 3.1.2) de modo que el punto P(1,z,y) se transforma en su homélogo
P'(1,2',4/). Con esta notacion, la transformacion afin F de la ecuacion (4.1)
se puede escribir como

1 1 0 0 1 1
Z | =1 e a b z | =A| (4.2)
Y focd Y Y
1 00
donde a la matriz A = e a b | selellama matriz de la transforma-
f c d
e o - 1 0 )
cién afin y se puede escribir en blogues como A = < PoA ) . Obsérvese que

las ecuaciones (4.1) y (4.2) son equivalentes.

Las semejanzas son transformaciones afines en el plano real. La trans-
formacion identidad (ver sec. 4.1.2) queda definida mediante la matriz identi-
dad T (ver sec. 1.2.1) como matriz asociada a la aplicacion lineal y traslacion
nula (A=1y h=_0enlaec. (4.1)).

4.1.4. Producto de transformaciones afines

El producto (o composicién) de transformaciones afines (ver
sec. 4.1.1) es otra transformacion afin. Dicha operacion es asociativa pero no
conmutativa, por lo que se debe tener siempre en cuenta el orden en que se
realizan las transformaciones afines.
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__Sean hy, hs : R? — R? dos transformaciones afines dadas por las matri-
ces A y A, respectivamente. Sea A la matriz del producto de las transtorma-
ciones h = hy - hy. Sea P un punto cualquiera del plano, sea P’ su homologo
por hy (i.e., P' = A;-P), y sea P" el homoélogo de P’ por hy (i.e., P" = Ay-P').
Se tiene que

= (hy - 1)(P) = b (m(P)) = ha(P') = Ay - P’

= Ay (A,-P)=(Ay-A))-P=h(P)=A-P,
por lo que
A=Ay A,
es decir, la matriz del producto de transformaciones es el producto de las
matrices de las transformaciones. Obsérvese que las matrices de los nuevos

productos se van anadiendo al producto por la izquierda. Este producto de
transformaciones afines se puede resumir con el siguiente diagrama.

h=
R h=A, . R hy=A4, . R
P ——> P'=A-P —> P"=A, P'=A,; A, P=A'P

4.1.5. Caracterizacion de una transformacion afin

Como se observa en las ecuaciones (4.1) y (4.2), una transformacion afin
F definida por su matriz A esta formada por una aplicacion lineal de matriz A
seguida de una traslacién de vector h. Para determinar una aplicacién lineal
en el plano de matriz A se necesita la imagen de dos vectores linealmente
independientes (que forman una base) y para determinar el vector de traslacion
h se necesita la imagen de un punto. En consecuencia se tiene el siguiente
resultado.

Una transformacion afin en el plano queda determinada al fijar 1a imagen
de tres puntos no alineados. Ello es debido a que al fijar la imagen de tres
puntos P, Q y R no alineados (P’ = h(P), Q' = h(Q), R' = h(R)), se fija la
imagen de una base por la aplicacion lineal asociada con matriz A (§/ = Aq,

—AFdondeq_'—Q P, 7=R-P,{'"=Q — P, 7 =R — P'). A partir
de ésta y de la imagen P’ de un punto P, se determina el vector traslacion

—>
(h=0P" —A- O?) como se observa en la siguiente figura.
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3

7 e

Fijar la imagen de tres puntos del plano no alineados es equivalente
a imponer 6 ecuaciones (3 puntos por 2 coordenadas por punto) lineales in-
dependientes por lo que se tiene un sistema compatible y determinado con
solucién tunica para los 6 pardmetros a,b,c,d, e, f de la matriz A A priori,
la transformacion afin asi determinada no tiene porqué ser una semejanza,
depende de los valores de las imégenes de los puntos considerados.

4.2. SEMEJANZAS EN EL PLANO REAL

4.2.1. Traslaciones

Sea 1 un vector (fijo) de R2. Se denomina traslacién T de R? a la
isometria (directa) que verifica T;(P) = P’ = P+h (ie., h = PP es el vector
con origen en el punto Py finalizacion en P’ ver seccion 3.1.1) para cualquier
P € R%. Es una isometria (directa).

En la imagen adjunta se mues- 4 1

tra la traslacion de la figura (trian- 3]
gulo) de vértices P(1,2), Q(1,1) y )

R(3,1) por el vector h = (3,2) obte- h- (35,2)
niendo el tridngulo definido por los 1+ R |
vértices P, Q' y R'. 0 >

La imagen P'(1,2/,y) de un punto P(1,z,y) por una traslacion de

—

vector h = (e, f), Tj;, se puede calcular mediante la matriz de traslacion Aj
como sigue,

1 100 1 -
2 |=[e 10 z |, ie, P'=A;. P
Y f 01 Y

Obsérvese que la matriz de la aplicacién lineal asociada es la matriz
identidad y el vector de traslacion es h (ver ec. (4.2)). Al realizar una traslacion
ningin punto se mantiene invariante. Es facil comprobar que la transformacion

inversa a 15 es T'_;, es decir, es otra traslacion de matriz A_;.
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4.2.2. Giros y simetrias respecto a un punto

Se denomina giro o rotacion de centro el punto C' y angulo ¢, G¢,

.
a la isometria (directa) que satisface CT})’CP’ = ¢ para cualquier P € R? y
donde P’ = G¢ ,(P). Recuérdese que Tv es el angulo que va del vector u al
vector U cuando se sittian en un mismo punto (en sentido antihorario). Es una
isometria (directa).

Un giro de 180° respecto a un punto C' se denomina simetria puntual
y se denota S¢. Si C' es el origen se suele denominar, simplemente, simetria
central. En la simetria central se verifica que O—I; =-0P.

En la imagen inferior izquierda se muestra el giro de centro C(1,0) y
angulo +45° de la figura (triangulo) determinada por los vértices P(5,1),

s
Q(3,0), R(5,0). Obsérvese que se verifica que (%CQ’ = 45° al igual que

-
ﬁ CP = @ CR’' = 45°. En la figura inferior derecha se muestra la simetria
central del segmento que une los puntos P’ y R’ anteriores obteniendo los
puntos P’ y R”. Obsérvese que P” y R” son los transformados de P y R
respectivamente por el producto de transformaciones anteriores, primero el

giro y luego la simetria central, y que se verifica que OP' = —OP"y OR' =

La imagen P'(1,2/,y') de un punto P(1,z, y) por un giro de angulo ¢
respecto al un punto C, que hemos denotado por G¢,,, viene determinado
por el producto de su matriz de transformaciéon gc#,. Cuando C' = 0(0,0),
utilizando propiedades trigonométricas, se obtiene que la transformacion viene
dada por

1 10 0 1 o
2 | =1 0 cosp —senp z |, ie, PP=Ao,- P.
Y 0 senp cosy Yy

Si se quiere realizar un giro de dngulo ¢ respecto otro punto C' distinto
al origen (0 una simetria puntual), primero se sitta C' al origen mediante una
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traslacion de vector h = C@, luego se realiza el giro pedido con Ap,, (o la
simetria central), y finalmente se deshace la traslacion previa (ver sec. 4.1.4),
es decir,

El tinico punto que se mantiene invariante al aplicar un giro o una sime-
tria puntual es el centro C'. Es facil comprobar que la transformacion inversa a
Gc,, de matriz Acw es Go,—, de matriz AC —,- En consecuencia, la transfor-
macioén inversa a una simetria puntual es ella misma puesto que AC r= AC -
Obsérvese que, cuando C' = 0(0,0) se tiene que Ao —p = (AO )%, es decir, la
matriz de la transformacién inversa a un giro sobre el origen es su traspuesta.
Recuérdese que, por convencién, los dngulos de rotacién positivos producen
rotaciones en sentido antihorario (en sentido inverso a las manecillas de un
reloj).

A la transformaciéon dada por simetria puntual de centro C' la denotare-
mos S¢ v Ac a su matriz. Notese que la matriz de la aplicacion lineal asociada
a una simetria central es la matriz identidad cambiada de signo, es decir, la
imagen P'(1,2',1y’) de un punto P(1,z,y) por Sp es

N ~ ~ 1 1 0 0 1 N o
P’:Ao,,r-P: x! =10 -1 0 z |,ie, P =A0-P
/
Y 0 0 -1 Y

Ello corrobora que el homologo P'(z',y’) del punto P(x,y) por una simetria

central verifica que OP’ = —OP, es decir, 2’ = —z, vy = —y.

4.2.3. Simetrias respecto un eje

Se denomina simetria axial, S, de eje (la recta) e a la isometria (in-
versa) que se caracteriza porque e es la mediatriz del segmento PP’ (i.e.,
d(P,e) = d(P’,e), donde d indica la distancia, en este caso, entre un punto y
una recta). Se dice que P’ es el simétrico de P respecto la recta o eje e.

En la imagen inferior izquierda se observa la simetria axial I de una
curva ', y P’ la de un punto P € T respecto el eje e. Se observa que el segmento
PP’ es perpendicular al eje e y que la distancia de P al eje e coincide con la
distancia de P’ al mismo eje.

En la imagen inferior derecha se transforma la figura de vértices P(1,1),
Q(2,3) y R(1,3) por la simetria axial que determina el eje OY obteniendo el
tridngulo determinado por P’, Q" y R’. Obsérvese la distinta orientacion de
los 4ngulos al ser una isometria inversa.
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2 -1 e 1 2

A la matriz de una simetria axial S, la denotaremos ge.§ea Iﬂi’(lgzv’, y')
la imagen del punto P(1,x,y) por Se. Entonces se tiene que P’ = A, P.

Cuando e es el eje de abscisas OX se tiene que

1 1 0 0 1 _ _ _
x’ = 0 +1 O x , l.e., P,:on~P,
Y 0 0 -1 Yy

mientras que cuando e es el eje de ordenadas OY se tiene que

1 1 0 0 1 o
2 |=10 -1 0 z |, ie, P =Aoy-P.
Y 0 0 +1 Y

Obsérvese que la matriz de la aplicacion lineal asociada a Spx v a Soy es la
identidad con un signo cambiado en uno de los coeficientes de la diagonal y
que el vector de traslacion es nulo (ver ec. (4.2)).

Sean Q y R dos puntos distintos del eje de simetria e. Se define 7 =
(n1,n2) = QR un vector director de la recta. Si e es distinto de los ejes carte-
sianos, primero se realiza una traslaciéon de vector h= Q? para hacer que la
recta pase por el origen, luego se realiza un giro de angulo ¢ = — arctan(ng/n;)
para que la recta trasladada se sitiie sobre el eje OX, a continuacion, se realiza
la simetria respecto el eje OX, vy finalmente se deshacen las transformaciones
iniciales en orden inverso realizando primero el giro inverso y luego la trasla-
ci6n inversa (ver sec. 4.1.4), es decir,

T=A - do .y Aox - Aoy Ar.

Todos los puntos del eje e son invariantes por S.. Es facil comprobar
que la transformacién inversa a una simetria axial es ella misma.
Se deja al lector comprobar que una simetria central es igual al producto

de las dos simetrias axiales dados por los ejes cartesianos sin importar el orden,
€8s decir, AO = AOY . AOX = AOX . Aoy.
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4.2.4. Homotecias

Se denomina homotecia de centro (el punto) C' y razon £ > 0 a la

transformacion Hcg y, de R? que se caracteriza porque CP' = k- ﬁ para cada
P € R?%. Las homotecias no son isometrias (salvo cuando k = 1).

Las figuras homotéticas son semejantes y los segmentos homologos (ho-
motéticos) mantienen la razon de proporcionalidad k respecto los originales.
Por tal razon, para k > 1 las figuras homotéticas son mds grandes que las
originales (zoom positivo), y para k < 1 son més pequenas (zoom negativo).

En la imagen inferior izquierda se transforma la figura determinada por
los vértices P(1,1), Q(3,1) y R(3,2) por una homotecia de razén k = 0.5
centrada en el origen en el triangulo de vértices P/, Q' y R/, mientras que en
la figura inferior derecha se transforma por una homotecia de razon k = 1.5
centrada en el origen en el triangulo de vértices P/, Q' y R'. Obsérvese que
el tridngulo transformado en la figura inferior izquierda es mas pequeno (la
mitad) que el original mientras que el transformado en la figura inferior derecha
es mas grande (un 50 % mas) que el original. Los lados de los tridngulos han
cambiado su longitud en la misma proporcién y se han mantenido los dngulos.

p IR

Sea Ac i la matriz de la homotecia Hc . El homologo ﬁ’(l,x',y’) de

un punto ]5(1, x,y) por una homotecia de razon k centrada al origen O(0,0),
Ho k., viene dado por

1 100\ /1 o
Z |=([0 %k 0O z |, ie,P=Apy-P
vy 0 0 k Y

N
dado que se verifica que OP’ = k - ﬁ y que no hay traslaciéon puesto que
el origen es un punto invariante. Obsérvese que el caso de una homotecia la
matriz de la aplicacién lineal asociada es la matriz identidad multiplicada por
un numero real k > 0 y que el vector de traslacion es nulo (ver sec. 4.1.3).

Si se quiere realizar una homotecia respecto otro punto C distinto al
origen primero hay que situar C' al origen mediante una traslacién de vector

h=C , realizar la homotecia respecto al origen, y deshacer la traslacién
previa (ver sec. 4.1.4), es decir,
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Acp=A_; Aoy A;.

El tnico punto invariante por una homotecia es el centro C, excepto
cuando k = 1 puesto que entonces todos se mantienen invariantes. Se com-
prueba facilmente que la inversa de Hc, es Hc 1y, es decir, otra homotecia
de centro el mismo punto con factor inverso dado que (ver sec. 4.1.4)

gC,k : 20,1/1{ = g_fl : gO,k : Efl : g_fl : 20,1/16 : gﬁ
—A ;- Aoy T-Apyp-Ap=A - T-A- =1

~h

Un cambio de escala es como una homotecia con un factor distinto
en cada eje ampliando o reduciendo la imagen respecto al centro considerado
de forma distinta en cada eje. Para ello basta que la diagonal de la matriz de
la aplicacion lineal asociada tenga coeficientes positivos distintos. No vamos a
considerar esta opcién puesto que no es una semejanza.

4.2.5. Productos habituales de semejanzas en R>

Las ecuaciones que definen las semejanzas anteriores suelen ser més
sencillas cuando se aplican al origen O o sobre el egje OX, y para obtener las
ecuaciones fuera de estos casos se suelen utilizar productos de transformaciones
ya conocidas mas que calcular directamente dichas ecuaciones como se ha visto
en las secciones anteriores.

Sea e un eje, C' un punto y h = C@ = —O? el vector que tiene origen en
C y final en O. Sea ¢ un angulo y £ > 0 una razon cualesquiera fijados. A con-
tinuacion se muestran algunos casos de producto (composicién) de semejanzas
utilizados habitualmente para realizar semejanzas con centro distinto al origen
o eje de simetria distinto al eje OX. Recuérdese que la matriz del producto
de transformaciones es el producto de las matrices de las transformaciones
anadiendo las nuevas matrices por la izquierda (ver sec. 4.1.4).

1. Geyp =T j-Goy - T5, es decir, para realizar un giro alrededor de un
punto cualquiera C', primero se traslada dicho punto al origen, luego se
realiza el giro respecto al origen, y finalmente se deshace la traslacion
inicial (ver sec. 4.2.2).

2. S¢ =T 3 - So - Ty, es decir, para realizar una simetria puntual con
centro un punto cualquiera C, primero se traslada dicho punto al origen,
luego se realiza la simetria respecto al origen, y finalmente se deshace la
traslacion inicial (ver sec. 4.2.2).
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3. Se=T ;- Goy-Sox - Go,—p - Tj; donde C' es un punto cualquiera del
eje de simetria e y ¢ es el angulo que tiene el eje e con el eje OX (ver
(a) en la figura inferior). Es decir, para realizar una simetria respecto a
un eje e cualquiera primero se sitia dicho eje sobre el eje OX, luego se
realiza la simetria axial sobre dicho eje (ver (d) en la figura inferior), y
finalmente se deshacen por orden las transformaciones iniciales (ver (e)
y (f) en la figura inferior). Para situar el eje e sobre el eje OX primero
se traslada el eje e para que pase sobre el origen (ver (b) en la figura
inferior) y luego se gira para ponerlo horizontal como el eje OX (ver (c)
en la figura inferior). En la figura inferior se muestra esquematicamente
los productos de las transformaciones indicadas de izquierda a derecha
y de arriba a abajo, un punto del plano P y su homologo P’ (ver sec.

4.2.3).
(a) ; p1® c 1©
e h . Uo.p .
1 ? y g e Y ¢
0 o 0
(d) (e) () "P'v"'e
Sox C Go,(p T,
°, " O ¥ oep
i A
o, , .70 o

4. Hop =T 7 - Hoy - T}, es decir, para realizar una homotecia con centro
un punto cualquiera C', primero se traslada dicho punto al origen, luego
se realiza la homotecia respecto al origen, y finalmente se deshace la
traslacion inicial (ver sec. 4.2.4).

A continuacion, se ven ejemplos practicos de las distintas semejanzas
estudiadas y de sus productos. También se incluye una transformacién de
cizallamiento como ejemplo de no semejanza.

4.3. EJEMPLOS DE SEMEJANZAS EN EL PLA-
NO REAL

En esta seccion se van a ver ejemplos de las transformaciones vistas en
la secciéon 4.2. Se recuerda que para una figura plana en R? de N puntos se
utiliza un vector de vectores de puntos (una matriz) para su representacion
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donde cada columna corresponde a un punto en coordenadas homogéneas (ver
ec. (3.5)),

B 11 1 - 1
P = r1 T2 I3 -+ IN
Yy Y2 Y3 -+ YN

Gracias a ello se pueden calcular las imdgenes por una transformacion afin de
matriz A de todos los puntos que definen una figura con un tnico comando,
P’ = A- P, que escribimos como sigue (adaptar el nombre de la matriz al que
corresponda).

Ppt=At«Pt; $ P-prima-tilde = A-tilde x P-tilde

Para las figuras planas el comando de representacion grafica utilizando
coordenadas homogéneas es (ver sec. 3.2.1)

plot (Pt (2,:),Pt(3,:)) % Pt=([1;x%x;v])

En caso de querer calcular sélo la imagen de un punto basta con tratarlo como
si fuera una curva.

Todas las transformaciones comparten los comandos de célculo de la
transformacién de la imagen y su representaciéon grafica que se enmarcan en-
tre lineas como las siguientes. Se exceptiia la definiciéon de la matriz de la
transformacién At que en cada caso varia.

% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At= (---); Ppt=At«xPt; % Transformacidén de la figura

[

figure,hold on;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot(Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % —-

Aunque méas adelante, en la seccién 4.3.7, se indica cémo proceder para
el producto de transformaciones genéricas, aqui se ha optado por presentarlo
de forma méas compacta en los productos habituales vistos en la seccién 4.2.5.
De este modo, para realizar una semejanza concreta basta con definir sus
elementos esenciales en la linea marcada con %. .. (VARIAR) y tener definida
la figura (o puntos) a transformar en Pt independientemente de si es una figura
determinada por unos cuantos puntos o una parametrizacién de una curva.

En cada uno de los ejemplos siguientes se obtiene la matriz de la trans-
formaci6n afin considerada que puede ser utilizada para calcular directamente
la imagen de un punto dado.

4.3.1. Ejemplo de traslaciéon

Se considera la figura de la hoja de la seccién 3.3.1 y se traslada 8
posiciones hacia la derecha y 8 hacia abajo, es decir, se traslada segtn el
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vector h = (8, —8) (ver sec. 4.2.1). Ello se consigue con los siguientes coman-
dos obteniendo la figura inferior izquierda en donde se representa arriba a la
izquierda la imagen original y abajo a la derecha la imagen trasladada. Se
asumen ejecutados los comandos de la seccién 3.3.1 que definen la figura en
Pt.

SE ASUME la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt(3,n2) los TRASLADADOS

h=[8;-8]; % Vector traslacidén (VARIAR)

Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=h% Matriz de traslacidn

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=Ah; Ppt=At*Pt; % Transformacidén de la figura
figure,hold on;axis equal;grid; % Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Traslacion')

o oo

Traslaciéon Traslaciéon

Si se quieren transformar de forma simultanea otras figuras basta aplicar
la matriz de la transformacién ya calculada a los nuevos puntos y represen-
tarlos como se realiza con los siguientes comandos. Se asumen ejecutados los
comandos de la seccién 3.3.1 que definen los nervios en Ptl y se aplica la
transformacién a éstos obteniendo la figura superior derecha.

Pptl=At+Ptl; $ Transformacidén de la figura
plot (Ptl(2,:),Ptl1(3,:)), plot(Pptl(2,:),Pptl(3,:))

Para realizar cualquier otra traslacién basta ejecutar los comandos an-

o

teriores modificando tinicamente la linea marcada con %... (VARIAR).

4.3.2. Ejemplo de giro

Se considera la figura de la hoja de la seccién 3.3.1 y se gira 90° en
sentido horario respecto el punto C(0, 10), es decir, se gira ¢ = —7/2 radianes
(ver sec. 4.2.2). Ello se consigue con los siguientes comandos obteniendo la
figura inferior izquierda en donde se representa abajo a la derecha la figura
inicial, arriba a la izquierda la figura girada y en un asterisco el punto de giro.
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Se asumen ejecutados los comandos de la seccidén 3.3.1 que definen la figura
en Pt.

% SE ASUME la figura en Pt (3,n2)

% SE COLOCA en Ppt(3,n2) los puntos GIRADOS
a=-pi/2;C=[0;101; % Angulo y centro de giro (VARIAR)
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-C; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ah1(2:3,1)=C; $ Matriz de traslacidén inversa
AOa=eye (3); $ Matriz de giro a con centro 0(0,0)
AQa(2:3,2:3)=[cos(a),—-sin(a);sin(a),cos(a)];
ACa=Ahl*AOaxAh % Matriz de giro a con centro C

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-
At=ACa; Ppt=At«Pt; $ Transformacidn de la figura
figure,hold on;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Giro respecto un punto'),plot(C(1l),C(2), 'r*x")

Giro respecto un punto Giro respecto un punto

Si se quieren transformar de forma simultanea otras figuras basta aplicar
la matriz de la transformacion ya calculada a los nuevos puntos y represen-
tarlos como se realiza con los siguientes comandos. Se asumen ejecutados los
comandos de la seccién 3.3.1 que definen los nervios en Ptl y se aplica la
transformacién a éstos obteniendo la figura superior derecha.

Pptl=At«Ptl; $ Transformacidén de la figura
plot (Ptl(2,:),Ptl1(3,:)),plot (Pptl(2,:),Pptl(3,:))

Para realizar cualquier otro giro basta ejecutar los comandos anteriores

o

modificando tnicamente la linea marcada con %... (VARIAR).

4.3.3. Ejemplo de simetria puntual

Se considera la figura de la hoja de la secciéon 3.3.1 y se calcula su si-
metria respecto al punto C(9,5) (ver sec. 4.2.2). Ello se consigue con los
siguientes comandos obteniendo la figura inferior izquierda en donde abajo a
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la izquierda se encuentra la figura inicial, arriba a la derecha la figura simé-
trica y en un asterisco el punto sobre el que se realiza la simetria. Se asumen
ejecutados los comandos de la seccién 3.3.1 que definen la figura en Pt.

% SE ASUME la figura en Pt (3,n2)

% SE COLOCA en Ppt(3,n2) los SIMETRICOS POR UN PUNTO
C=[9;5]; % Centro de simetria (VARIAR)

Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-C; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=C; $ Matriz de traslacidén inversa
AO=diag([1l,-1,-1]1); % Matriz de simetria central

AC= Ahl*AOxAh % Matriz de simetria puntual centro C

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=AC; Ppt=At«Pt; % Transformacidn de la figura
figure,hold on;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Simetria respecto un punto')

plot (C(l),C(2),'r*x") % Centro C

Simetria respecto un punto Simetria respecto un punto
20 20

0 0
-5 -5
10 -5 0 5 10 15 2(

-10 -10 :
K 0 25 30

Si se quieren transformar de forma simultanea otras figuras basta aplicar
la matriz de la transformacion ya calculada a los nuevos puntos y represen-
tarlos como se realiza con los siguientes comandos. Se asumen ejecutados los
comandos de la seccién 3.3.1 que definen los nervios en Ptl y se aplica la
transformacién a éstos obteniendo la figura superior derecha.

Pptl=At«Ptl; $ Transformacidén de la figura
plot (Ptl(2,:),Ptl1(3,:)),plot (Pptl(2,:),Pptl(3,:))

Para realizar cualquier otra simetrfa puntual basta ejecutar los coman-
dos anteriores modificando inicamente la linea marcada con %. .. (VARIAR).

4.3.4. Ejemplo de simetria axial

Se considera la figura de la hoja de la seccion 3.3.1 y se calcula su
simetria respecto a la recta e = x +y = 10 (ver sec. 4.2.3). Vamos a utilizar
dos puntos distintos Q y R para definir la recta, por ejemplo, Q(—1,11) y
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R(10,0) que verifican su ecuacion. Ello se consigue con los siguientes comandos
obteniendo la figura inferior izquierda en donde se observa la figura inicial
abajo a la izquierda, la figura simétrica arriba a la derecha y un segmento
de la recta de simetria al medio de ambas figuras. Se asumen ejecutados los
comandos de la seccién 3.3.1 que definen la figura en Pt.

SE ASUME la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt (3,n2) los SIMETRICOS POR UN EJE
Q=[-1;111;R=[10;01; $ Puntos del eje (VARIAR)
QOR=R-Q;a=-atan2 (QR(2),0R(1)); % Angulo de giro inicial
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-0Q; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=Q; $ Matriz de traslacidén inversa
AQa=eye (3); $ Matriz de giro inicial
AQa(2:3,2:3)=[cos(a),—-sin(a);sin(a),cos(a)];

AOal=eye (3); $ Matriz de giro inversa
AQal(2:3,2:3)=[cos(a),sin(a);—-sin(a),cos(a)]l;
AOX=diag([1l,1,-1]); % Matriz de simetria respecto OX
Ae= Ahl+A0Oal*A0OX*AOa*Ah % Matriz de simetria recta PQ
$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica --
At=Ae; Ppt=At«Pt; $ Transformacidén de la figura
figure,hold on;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Simetria respecto una recta')

plot ([Q(L1);R(1)1,[Q(2);R(2)],'r'") % Eje de simetria

o° oo

Simetria respecto una recta Simetria respecto una recta

Si se quieren transformar de forma simulténea otras figuras basta aplicar
la matriz de la transformacion ya calculada a los nuevos puntos y represen-
tarlos como se realiza con los siguientes comandos. Se asumen ejecutados los
comandos de la seccién 3.3.1 que definen los nervios en Ptl y se aplica la
transformacién a éstos obteniendo la figura superior derecha.

Pptl=At«Ptl; $ Transformacidén de la figura
plot (Ptl(2,:),Ptl(3,:)),plot(Pptl(2,:),Pptl(3,:))

Para realizar cualquier otra simetria axial basta ejecutar los comandos
anteriores modificando Gnicamente la linea marcada con %... (VARIAR).
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4.3.5. Ejemplo de homotecia

Se considera la figura de la hoja de la seccion 3.3.1 y se realiza un aumen-
to de un 20 % respecto el punto C(8,5), es decir, se realiza una homotecia de
razéon k = 1.20 con centro el punto C (ver sec. 4.2.4). Ello se consigue con los
siguientes comandos obteniendo la figura inferior izquierda en donde la figura
inicial es la més pequena, la homotética la mas grande y el asterisco es el pun-
to sobre el que se realiza la homotecia. Se asumen ejecutados los comandos de
la seccion 3.3.1 que definen la figura en Pt.

% SE ASUME la figura en Pt (3,n2)

$ SE COLOCA en Ppt (3,n2) los HOMOTETICOS
k=1.2;C=[8;5]; % Razdén y centro homotecia (VARIAR)
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-C; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=C; % Matriz de traslacidn inversa
AOk=diag([1l,k,k]); % Matriz de Homotecia O,k

ACk= AhlxAOk*Ah$%$ Matriz de Homotecia C,k

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-
At=ACk; Ppt=At«Pt; % Transformacidén de la figura
figure,hold on;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title ('Homotecia (zoom) respecto un punto')

plot (C(1l),C(2), 'r*") % Centro C

Homotecia (zoom) respecto un punto Homotecia (zoom) respecto un punto

Si se quieren transformar de forma simulténea otras figuras basta aplicar
la matriz de la transformacion ya calculada a los nuevos puntos y represen-
tarlos como se realiza con los siguientes comandos. Se asumen ejecutados los
comandos de la seccién 3.3.1 que definen los nervios en Ptl y se aplica la
transformacién a éstos obteniendo la figura superior derecha.

Pptl=At«Ptl; $ Transformacidén de la figura
plot (Ptl(2,:),Ptl(3,:)),plot(Pptl(2,:),Pptl(3,:))

Para realizar cualquier otra homotecia basta ejecutar los comandos an-

o

teriores modificando tnicamente la linea marcada con %... (VARIAR).
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4.3.6. Ejemplo de cizallamiento o sesgado

En un cizallamiento o sesgado la imagen se deforma de modo distinto en
diferentes zonas y permite simular distintas perspectivas. Esta transformacion
deforma la figura inicial y se incluye como ejemplo de no semejanza. Desplaza
cada punto en la direccién de un eje e una longitud de razén proporcional
k # 0 a su distancia a éste y se denotard C,j con matriz A.j. Denotare-
mos P'(1,z',y') el homologo de un punto P(1,z,y) por un cizallamiento o
sesgado en el eje OX con razén k # 0. Este viene dado por

1 100 1 ~ N
x’ = 0 1 k T s i.e., P/ = AOX,k - P.
Yy 0 01 Y

Si el cizallamiento es respecto el eje QY para algin k # 0 se tiene que

1 100 1 ~ ~
x = 010 xr y i.e., P/:AOYJ{;-P.
Y 0 k 1 Yy

Se considera la figura de la hoja de la seccién 3.3.1 y se calcula su
cizallamiento con constante de proporcionalidad k£ = 1 respecto al eje e =
x = y. Vamos a utilizar dos puntos distintos () y R para definir la recta, por
ejemplo, Q(—7,—7) y R(7,7) que verifican su ecuacion. Téngase en cuenta que
el orden en que se definen los puntos indica el sentido positivo del eje dado por
QR y, en consecuencia, el sentido del sesgado. Como la recta considerada no
es ninguno de los dos ejes cartesianos, se procede igual que con una simetria
axial (ver sec. 4.2.3). Primero se traslada el eje al origen, luego se gira para
que coincida con el eje OX, se realiza el cizallamiento respecto el eje OX vy,
finalmente, se deshacen las trasformaciones iniciales por orden, primero el giro
y luego la traslacion (ver sec. 4.2.5).

Los tdnicos puntos invariantes por un cizallamiento son los del eje. La
transformacion inversa es otro cizallamiento con los coeficientes no nulos fuera
de la diagonal cambiados de signo en la misma posicién de la matriz.

Un cizallamiento se consigue con los siguientes comandos obteniendo la
figura inferior izquierda en donde se observa que se deforma la figura (no se
mantienen angulos ni proporciones entre los lados) y, en consecuencia, se ve-
rifica que no es una semejanza. También se observa un cizallamiento positivo
(hacia la parte positiva el eje OX en la parte superior del eje), y un cizalla-
miento negativo en la parte inferior de éste. Se incluye un segmento del eje
de cizallamiento. Se asumen ejecutados los comandos de la seccién 3.3.1 que
definen la figura en Pt.
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SE ASUME la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt(3,n2) el CIZALLAMIENTO POR UN EJE
Q=[-7;-71;R=[7;7];r=1; % Puntos eje y razdn (VARIAR)
QR=R-Q;a=—-atan2 (QR(2),0QR(1)); % Angulo de giro inicial
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-Q; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=Q; % Matriz de traslacidn inversa
AOa=eye (3); $ Matriz de giro inicial
AOa(2:3,2:3)=[cos(a),-sin(a);sin(a),cos(a)];

AQal=eye (3); $ Matriz de giro inversa
AOal(2:3,2:3)=[cos(a),sin(a);—-sin(a),cos(a)l;
ACOX=diag([1,1,1]);AC0OX(2,3)=1; % Matriz A_{OX,k}

Aek= AhlxA0Oal*ACOXxAQaxAh % Matriz de sesgado eje QR

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=Aek; Ppt=AtxPt; $ Transformacidn de la figura
figure,hold on;axis equal;grid; % Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Cizallamiento respecto una recta')

plot ([Q(1);R(1)],[Q(2);R(2)],'r") % Eje OR

o° o

o\

Cizallamiento respecto una recta Cizallamiento respecto una recta

Si se quieren transformar de forma simultanea otras figuras basta aplicar
la matriz de la transformacién ya calculada a los nuevos puntos y represen-
tarlos como se realiza con los siguientes comandos. Se asumen ejecutados los
comandos de la seccién 3.3.1 que definen los nervios y se aplica la transfor-
macién a éstos obteniendo la figura superior derecha.

Pptl=At«Ptl; $ Transformacidén de la figura
plot (Ptl(2,:),Ptl1(3,:)),plot(Pptl(2,:),Pptl(3,:))

Para realizar otro cizallamiento basta ejecutar los comandos anteriores
modificando tnicamente la linea marcada con %... (VARIAR).
4.3.7. Procedimiento para el producto de semejanzas

Ahora se va a considerar el producto o composicion de varias trans-
formaciones semejantes. Se asume definida la figura o puntos a transformar
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en la variable Pt (P-tilde) y se colocaran sus homologos por una trans-
formacion en la variable Ppt (P-prima-tilde). Para componer distintas
transformaciones bastara con insertar el comando Pt=Ppt; entre ellas. A
continuacién se enumeran los pasos a seguir.

1. Definir la figura (o puntos a transformar) en la variable Pt.

2. Copiar y pegar los comandos de cada transformacion considerada (ver
secciones 4.3.1-4.3.5) cambiando tnicamente la linea que define los pa-

o

rametros indicada con %... (VARIAR).

3. Intercalar entre las lineas de comandos de cada transformaciéon el co-
mando Pt=Ppt; para iniciar la siguiente transformaciéon con la imagen
transformada por la anterior.

4. Comentar los comandos figure que se quiera para que se represente
graficamente sobre una misma figura.
4.3.8. Ejemplo de producto de transformaciones afines

Supongamos que, a modo de ejemplo, se quiere dibujar el tridngulo de
vértices (0,0), (1,0), (1,1) al que se quieren realizar las siguientes transforma-
ciones:

1. Primero realizar un giro de 60° en sentido horario centrado en el origen.
2. Luego bajarlo verticalmente una unidad.

3. Finalmente hacer una simetria respecto a la recta x = 1.

En este caso los vértices del tridangulo (repitiendo el primero para que
se cierre la figura) son:

1 1 11

P:<8 (1) 1 8), obien, P=10 1 1 0
0010

Teniendo en cuenta los pasos indicados en la seccién anterior se ejecutan

los siguientes comandos. Se han utilizado, por orden, los comandos de las

secciones 4.3.2, 4.3.1 y 4.3.4 modificando tinicamente las lineas marcadas con
%...(VARIAR).
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$ DEFINICION DE LA FIGURA

% Puntos columna [x;y] (por filas y trasponer)
p=[(0,0; 1,0; 1,1; 0,0]"';% P (VARIAR)

[nl,n2]=size (P);Pt=ones (nl+1l,n2);Pt(2:nl+l,:)=P; % Pt
figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:))

PRIMERA TRANSFORMACION: GIRO

SE ASUME la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt(3,n2) los puntos GIRADOS
a=-pi/3;C=[0;0]; % Angulo y centro de giro (VARIAR)
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-C; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ah1(2:3,1)=C; $ Matriz de traslacidédn inversa
AOa=eye (3); $ Matriz de giro a con centro 0(0,0)
AOa(2:3,2:3)=[cos(a),—-sin(a);sin(a),cos(a)l;
ACa=Ahl*AOaxAh % Matriz de giro a con centro C

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=ACa; Ppt=At«Pt; % Transformacidn de la figura
$figure,hold on;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:))
title('Giro respecto un punto'),plot (C(1l),C(2), 'r*x")

o

Pt=Ppt; % Redefinicidén de Pt

o® o° o° oP

s
)

SEGUNDA TRANSFORMACION: TRASLACION

SE ASUME la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt (3,n2) los TRASLADADOS

h=[0;-1]; % Vector traslacidén (VARIAR)

Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=h% Matriz de traslacidn

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=Ah; Ppt=At«+Pt; $ Transformacidén de la figura
$figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Traslacidén')

o

Pt=Ppt; $ Redefinicidén de Pt

o® o o oP

TERCERA TRANSFORMACION: SIMETRIA AXIAL

SE ASUME la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt(3,n2) los SIMETRICOS POR UN EJE
Q=[1;0]; R=[1;-2]; % Puntos del eje (VARIAR)
QR=R-Q;a=-atan2 (QR(2),0Q0R(1)); % Angulo de giro inicial
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-Q; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=Q; % Matriz de traslacidén inversa
AOa=eye (3); $ Matriz de giro inicial
AOa(2:3,2:3)=[cos(a),—-sin(a);sin(a),cos(a)];

° o° o oo

o
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AOal=eye(3); % Matriz de giro inversa
AQal(2:3,2:3)=[cos(a),sin(a);—-sin(a),cos(a)]l;
AOX=diag([1,1,-1]1); % Matriz de simetria respecto OX
RAe= Ahl1*A0al*A0OX*AOa*xAh$%$ Matriz de simetria recta PQ
$ A continuacidén: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-
At=Ae; Ppt=AtxPt; % Transformacidén de la figura
$figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Simetria respecto una recta')

plot ([Q(1);R(1)1,[Q(2);R(2)],'r'") % Eje de simetria

title ('Representacidn de la figura transformada paso a paso')

P 6n de la figura paso a paso

El triangulo superior es el inicial, el inmediatamente inferior es el girado
60° en sentido horario (—m/3 radianes) respecto el punto marcado con un
asterisco. El tridangulo de abajo a la izquierda es el anterior trasladado una
unidad vertical negativa, y el de la derecha el simétrico del de la izquierda
respecto la recta vertical dibujada.

La matriz A de la transformaciéon producto considerada es el producto
de las matrices de cada transformacién Ae+Ah*AQa por orden de derecha a
izquierda, donde AQa es la matriz del giro (primera transformacion), Ah es
la matriz de la traslacion (segunda transformacion), y Ae es la matriz de la
simetria axial (tercera transformacion). Estas matrices se han mostrado en los
resultados a los comandos anteriores obteniendo que

1 0 0 1 00\ /1 0 0
A=A - Ap-Aga=1[2 -1 —o 0 10 0 0.5  0.866
0 —0 -10 1 —0.866 0.5

1 0
=1 2 -0.5 —0866

—1 —0.866
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4.3.9. Ejemplo de determinacién de una transformacién a par-
tir de tres puntos

Ahora se va a determinar la transformacion afin anterior que obtiene
directamente el Gltimo tridngulo a partir del primero, es decir, la que trans-
forma los puntos no alineados P = (0,0), @ = (1,0), R = (1,1) (vértices
del primer triangulo), en sus imagenes P’ = (2,—1), Q' = (3/2,—-2521/1351),
R’ = (1351/2131,—780/571) (vértices del dltimo tridngulo). Se definen en
coordenadas homogéneas los puntos anteriores, P = (1,0,0), @ = (1,1,0),
R=(1,1,1), P = (1,2,-1), Q" = (1,3/2,—-2521/1351), R’ = (1,1351/2131,
—780/571), y se quiere

/(100 A.-P=P
encontrar A= e a b tal que A-Q=Q . (4.3)
f c d A-R=FR

A partir de la secciéon 4.1.5 sabemos que existe una solucién tnica para
los coeficientes de la matriz A puesto que los puntos no estan alineados. Para
determinarlos ponemos en Pt los puntos ]5, CNQ y R en columnas (una a conti-
nuacion de otra), en Ppt los puntos /]57, @ y R y resolvemos el sistema anterior
(ec. (4.3)) con los siguientes comandos. Por comodidad, las coordenadas de
los puntos se entran por filas y luego se traspone.

% TRES puntos (no alineados) en P e imd&genes en Pp
pP=[0,0;1,0;1,11"% (VARIAR)
Pp=[2,-1;3/2,-2521/1351;1351/2131,-780/571]"' % (VARIAR)
[nl,n2]=size (P);Pt=ones (nl+l,n2);Pt(2:nl+1,:)=P; $ Pt
Ppt=Pt;Ppt (2:nl+1, :)=Pp; $ Ppt

% CALCULO de At (A-tilde):

syms a b ¢ de £; At=[1 0 0; e a b; £ ¢ dI;
[a,b,c,d, e, f]=solve (AtxPt==Ppt, a,b,c,d,e, f);

At=eval (At)

Con eval (At) se verifica que se obtiene de forma directa la matriz A
producto de las transformaciones de la seccién anterior:

At =
1.0000 0 0
2.0000 -0.5000 -0.8660
-1.0000 -0.8660 0.5000

Seguidamente se aplica la transformacién obtenida a la figura inicial con los
siguientes comandos.

% FIGURA INICIAL: ((x,y

) por fila y se traspone)
p=[(0,0; 1,0; 1,1; 0,01'% P

(VARIAR)
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[nl,n2]=size (P);Pt=ones (nl+l,n2);Pt(2:nl1l+1,:)=P; $ Pt

o)
°

Ppt=At+Pt; % TRANSFORMACION por At

o
o
o
°

REPRESENTACION GRAFICA:

figure,hold on;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:),'k",Ppt(2,:),Ppt(3,:),'x")
title('Figura inicial y final')

Figura inicial y final

Como se puede observar comparando esta dltima figura con la de la
seccion 4.3.8, el triangulo inicial (el superior) y el final (el inferior) coinciden.

También se dispone del comando fitgeotrans para ajustar una trans-
formacién geométrica a partir de puntos y de imwarp para aplicar una trans-
formacion geométrica a una imagen digital. Consultar la ayuda para més
informacién. También se dispone del comando affine2d para definir una
transformacién geométrica a partir de la matriz de una transformacion afin.

4.4. EJERCICIOS

A continuacion se proponen ejercicios para verificar la comprension del
capitulo en los que se asume, por defecto, el uso de 4 cifras decimales. Las
respuestas de los ejercicios test de autoevaluacién se pueden consultar en la
seccion A 4.

4.4.1. Ejercicios propuestos

P4.1 Aplica un zoom al 200 % centrado al punto (10, 0) y luego una simetria axial sobre el
eje x —y = 20 a la espiral de Arquimedes de la seccion 3.3.7. Dibuja las tres figuras
conjuntamente y explica el comportamiento de las transformaciones realizadas. ;Es
Arquimediana la tltima espiral obtenida?

Indicacién: Se puede justificar a partir del dibujo y también de observar si Gnicamente se
han aplicado isometrias.
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P4.2

P4.3

P4.4

P4.5

Aplica una simetria puntual respecto (1,1) a la cardiode de la seccién 3.3.8 y justifica
su comportamiento.

Indicacion: Utiliza los comandos que la definen discretizada en (r3,t) en coordenadas
polares. Utiliza la ecuacion (3.3)(b) para obtener las coordenadas cartesianas (x,y) y definir
el vector Pt. Aplica la transformacion a Pt.

Considera dentro de la variable Pt la “casita” dibujada en el ejercicio P3.1 y hazla
girar hacia la derecha sobre su centro como si fuera una rueda. La “casita” inicial
esta en el intervalo [0, 10] sobre el eje OX. Dibuja 4 instantaneas siguientes de su
movimiento.

Sup6n que el comecocos del ejercicio P3.2 se esta moviendo por un pasillo en direcciéon
vertical hacia arriba situado entre las rectas = 20 y « = 30. Dib1jalo en ese pasillo
centrado en el punto (25,8) aplicando las trasformaciones geométricas adecuadas al
del ejercicio P3.2 que se asume definido en Pt.

Determina la matriz de la transformacion afin que
transforma directamente la “casita” ejemplo del
ejercicio P3.1 en la de la imagen adjunta.

L] |

4.4.2. Ejercicios de autoevaluacién

T4.1

T4.2

T4.3

Si se realiza un giro de 135° en sentido antihorario centrado en el punto (2, —3), el
punto (1, —1) se transforma en el punto:

(a) (1.2929, -5.1213).
(b) (4.1213, -3.7071).
(c) (3.1728, -4.9038).
(d) (2.8194, -5.0805).

Al realizar una simetria respecto la recta © — 2y = 1, el segmento que une los puntos
(0,0) y (—2,1) se convierte en el segmento que une los puntos:

(a) (1.6,-0.8) y (3.6, -1.8).
(b) (-1.2, 1.2) y (0.4, -1.4).
(c) (0.4, -0.8) y (0.0, -3.0).
(d) (-2.0, 0.0) y (1.0, 0.0).

Si primero se realiza un zoom al 80 % respecto al punto (2,5) y seguidamente un
giro de 45° en sentido antihorario respecto el punto (1, —1), el segmento que une los
puntos (0,0) y (—2,1) se convierte en el segmento que une los puntos:

(a
(b
(c
(d

1.9899, 0.8385) y (1.4243, 2.5355).
0.0686, 0.2000) y (-1.6284, -0.3657).
Ninguna de las otras.

(-0.8385, -0.0101) y (-2.5355, -0.5757).

Nar NGO NG
—~ o~
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T4.4 Al triangulo T de vértices P, @, R se le aplica una transformacion F' en la figura
de la izquierda y una GG a la derecha, ambas de centro C, obteniendo el tridngulo
transformado de vértices P’,Q’, R'. Sefiala la respuesta correcta.

(a) F y G son homotecias. C est4 dentro de T en F' y fuera de T en G.

(b) F y G son homotecias. C esta fuera de T en F y dentro de T en G.

(c) F 'y G son simetrias puntuales. C' esta dentro de T" en F' y fuera de T en G.

(d) F y G son simetrias puntuales. C' esta fuera de T en F' y dentro de T en G.
T4.5 Al triangulo de vértices P, Q, R se le aplica una transformacion F en la figura de la

izquierda y una transformacion G a la derecha obteniendo el tridngulo transformado
de vértices P, Q’, R'. Indica cual de las siguientes afirmaciones puede ser cierta.

(a) F un giro y G una simetria.
(b) F una simetria y G un giro.
(c) F una simetria axial y G una simetria puntual.
(d) F una simetria puntual y G una simetria axial.

T4.6 Indica cual es la matriz A de las siguientes opciones que realiza directamente las
siguientes transformaciones: primero una simetria respecto la recta  + y = 2, luego
un giro de 90° en sentido horario respecto al punto (2,2) y finalmente una simetria
respecto al punto (2,1.5).

N 1 0 0
(@) A= 16 1 0
8 0 -1
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T4.7 Se considera el rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados del cual se
conocen tres vértices, Vi(—1,5), Va(—1,—1) y V3(3, —1). Si el vértice desconocido se
traslada al punto S(2,3) y se realiza una simetria respecto la bisectriz del segundo
y cuarto cuadrante se obtiene otro rectangulo con tres de los vértices iguales a los
siguientes. Seflala la respuesta correcta.

(a) (-6,-5), (0,-1) y (0, -5).

(b) (2,3), (-2,3) y (-2, -3).
(©) 3,2),(-3,-2) y (3,-2).
(d) ('17 0)7 ('57 0) y ('57 '6)~

T4.8 La transformacion F' que verifica que F(0,0) = (2,—-1), F(1,0) = (3,-2) y F(1,1) =
(0.5,1.5) transforma el punto (6,4) en:

(a) (7,2).
(b) (-7,-2).
(c) Nlnguna de las otras.
(@ (2, 7).

T4.9 La matriz inversa de un giro de 90° en sentido antihorario de centro (2,0) es

1 0 0
@@ [2 o 1
2 -1 0
1 0 0
® 2 o -1
-2 1 0
1 0 0

(c) 2.8961 —0.4481 —0.8940
—1.7880  0.8940  —0.4481

1 0 0
(d) |2.8961 —0.4481 0.8940
1.7880 —0.8940 —0.4481

T4.10 Una simetria respecto la recta x + y = 1 transforma la circunferencia unidad en:

(a) Una elipse de centro (1,1) y semiejes 1 en horizontal y 0.8 en vertical.
(b)
(¢) Una circunferencia de centro (1,1) y radio 1.
(d)

Una elipse de centro (1,—1) y semiejes 0.8 en horizontal y 1 en vertical.

Ninguna de las otras.






Capitulo 5

Curvas y superficies en el
espacio euclideo

En lo que sigue se utiliza notacién clasica en geometria. En este capitulo
se revisan las coordenadas, parametrizaciones y representaciones graficas de
curvas y superficies en el espacio. Aunque lo habitual es utilizar coordenadas
cartesianas P(x,y, z) para un punto en el espacio se van a utilizar coordenadas
homogéneas P(1,x,y,z), en vistas al capitulo siguiente de transformaciones
geométricas.

En primer lugar se veran distintas coordenadas del espacio y seguida-
mente curvas y superficies. Se incluye un nimero importante de ejemplos junto
con los comandos necesarios para su representacion. Al final se incluyen algu-
nos ejercicios propuestos y de autoevaluacion. En la secciéon A.5 se encuentran
las soluciones y los posibles comandos a utilizar para la resolucion de los ejer-
cicios test incluidos en la autoevaluacién de este capitulo.

5.1. COORDENADAS EN R3

5.1.1. Coordenadas cartesianas

Por defecto en R3 se utilizan las coordenadas cartesianas en donde
cada punto P queda determinado por sus valores x, y, z en cada eje ordenado
0OX, OY, OZ respectivamente y que denotaremos P(x,y, z). Recuérdese que
O es el origen, es decir, O(0,0,0). En espacio afin se identifican los puntos

P con sus vectores posicion OP (ver imagen inferior), es decir,

P(z,y,z = 0P = (z,y,2) —(0,0,0) = (z,y, 2).
119
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De este modo, a las operaciones con puntos se les puede dar un sentido vec-
torial.

Los vectores son siempre matrices de una columna (ver sec. 2.1.1), aun-
que a veces se escriban como matriz fila por comodidad (es un abuso habitual
de la notacion).

5.1.2. Coordenadas homogéneas

Dado un punto P de coordenadas cartesianas (z,y, z) en R3, se llaman
coordenadas homogéneas de dicho punto a la cuaterna (p, p -, -y, pu - 2)
para algin pu # 0 que representa un factor de escala. Habitualmente se elige
@ = 1 como también haremos nosotros. En algunas notaciones, en vez de
poner p al principio de la cuaterna de coordenadas homogéneas, se pone al
final. Utilizaremos esta formulacién para las transformaciones usando vectores
con cuatro coordenadas de la forma ﬁ(l,x,y, z) que corresponde al punto
P (z,y,z), es decir,

P(l,z,y,z) = P(x,y, 2).

5.1.3. Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas se pueden considerar como una generaliza-
cion al espacio tridimensional de las coordenadas polares. Estas son utiles
cuando se tiene simetria de rotacién respecto a un eje, por ejemplo, una por-
cién de cilindro o un muelle circular. Habitualmente se utilizan coordenadas
polares en el plano XY y el valor en el eje OZ se deja invariable, pero se
podrian intercambiar los ejes teniendo presente la regla de la mano dere-
cha para definir el sentido positivo del eje de rotacion al girar en el sentido
positivo el dngulo en polares. Esta regla indica que si el pulgar marca el sen-
tido positivo del eje, el resto de dedos marca el sentido positivo de giro (ver
figura inferior izquierda). El sentido positivo del eje queda fijado por el sen-
tido del vector director del eje que, en este caso, es (0,0,1). Por convencion,
los &ngulos de rotaciéon positivos producen rotaciones en sentido antihorario
(en contra de las manecillas del reloj) sobre el eje de rotacion si se observa
el giro desde la parte positiva del eje. Otra forma de determinar la direccion
de un giro positivo es mediante la regla del sacacorchos que indica que, si
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se introduce un sacacorchos desde la parte positiva del eje, el sentido positivo
viene dado por el sentido de giro en que se extrae el sacacorchos del tapén
(véase la imagen inferior derecha).

—
Sea OP' = (z,y,0) la proyeccion ortogonal sobre el plano XY del vector

OP = (z,y, z) que tiene su inicio en el origen O y finaliza en el punto P(zx,y, 2)
(ver la figura inferior). Un punto del espacio P(z,y, z) queda definido de forma

tnica por su distancia r al eje OZ, por el angulo 6 del vector OP’ respecto al
semieje OX positivo y por la altura z respecto el plano XY. A estos valores
(r,0, z) se les llama coordenadas cilindricas.

Por construccion, el rango de valores posibles para las coordenadas ci-
lindricas es

(r,0,z) con r € [0,400], 0 € [0,2n[, z €| —00, +00]

aunque a veces se considera el intervalo |—m, 7| para 6. Utilizando las relaciones
trigonométricas de un tridngulo rectangulo se tiene que las ecuaciones que
definen el cambio de coordenadas de cilindricas a cartesianas y reciprocamente,
y su representaciéon grafica son, respectivamente, los siguientes:

x =1rcosf z
(r,y,2) =<¢ y=rsend (5.1)
= “\ P (x,y,z)
r=/x2+y>? qM
=/ ~y
(r,0,2) = q 6 =arctan ¥ (5.2) e
e P'(x1,0)

Al igual que en caso de las coordenadas polares en el plano, para evaluar
la funciéon arctan(y/z) se debe utilizar el comando atan?2 (y,x) (ver sec.
3.1.3).

5.1.4. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas estan indicadas cuando se tiene simetria de
rotacion respecto a un punto como, por ejemplo, una esfera o una cuna esférica.
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—>
Sea OP' = (x,y,0) la proyeccion ortogonal sobre el plano XY del vector O‘f>’ =
(x,y, z) que tiene su inicio en el origen O y finaliza en el punto P(z,y, z) (ver
figura inferior). Un punto del espacio P(z,y, z) queda definido de forma tinica
por su distancia p al origen O, por el &ngulo ¢ del vector O—}% respecto al semieje

OZ positivo, y por el angulo 6 del vector OP’ con el semieje OX positivo. A los
valores (p, ¢,0) se les llama coordenadas esféricas. Obsérvese que como los
puntos O, Py P’ forman un tridngulo rectangulo, se tiene que z = pcos ¢ y que
la distancia r del punto P (o de P’) al eje OZ es r = p sen ¢. Sustituyendo estos
valores de z y r en las ecuaciones de las coordenadas cilindricas (5.1) se obtiene
el cambio de coordenadas de esféricas a cartesianas. Este cambio y su reciproco
se presentan en las ecuaciones siguientes junto con una representacion grafica.
Al igual que en el caso de las coordenadas cilindricas, para evaluar la funcion
arctan(b/a) se debe utilizar el comando atan2 (b, a) (ver sec. 5.1.3).

x = p sen ¢ cos zk
(x,y,2) =< y=psen¢send (5.3)
z=pcosd . P(x,3,7)
¢ SAP(p,46)

p= /12 _|_y2 _|_22 ps
(107 ¢7 9) = ¢ = arctan 7\%4% (54) E

0= arctan%

A ¢ se le llama colatitud. A 0 se le lla-
ma longitud por similitud a la longitud te-
rrestre. El complementario de la colatitud,
m/2— ¢, es igual a la latitud terrestre, enten-
diendo latitudes norte como positivas y lati-
tudes sur como negativas. El rango de valores
habituales en coordenadas esféricas (p, ¢, 6)
es p € [0,400], ¢ € [0,7] , § € [0,27[, aun-
que a veces se considera el intervalo |—m, 7]
para 6 como ocurre con la longitud terres-
tre, donde los valores negativos corresponden
a longitudes oeste y los positivos a longitu-
des este respecto el meridiano 0 (meridiano
de Gereenwich), como se observa en la figura
adjunta.
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5.2. PARAMETRIZACIONES EN R’

5.2.1. Curva paramétrica

Una curva regular en R? se puede decir que es, de forma intuitiva, un
subconjunto en R? donde en cada punto podemos encontrar una porciéon de
segmento a su alrededor que ha sido deformado de forma suave.

Se dice que la curva estd en forma paramétrica cuando sus puntos

(z,y, z) se pueden poner en funcion f(t) = (x(t),y(t), z(t)) de un pardmetro
t en un cierto intervalo I = [a, b],

C={(x(t),y(t),2(t)), t € I = [a,b]}.

—

Cuando f(t) es derivable en ]a,b] y no nulo se tiene que es una curva
regular y el vector de las derivadas de sus funciones componentes f_7 (t) =
(2'(t),y/(t), 2'(t)) es un vector tangente a cada punto f(t). Una curva regular
no presenta esquinas ni angulos y se define como aquélla que en todos sus
puntos presenta un dnico vector tangente no nulo.

Una curva regular C también puede definirse de forma implicita cuan-
do se dan dos relaciones F' y G (diferenciables y localmente independientes)
entre las coordenadas, i.e.,

C = {(m,y,z)ER3: F(x,y,z) =0, G(:ﬁ,y,z):()}.

Se dice que una curva es regular a trozos cuando estd formada por
diferentes partes que son curvas regulares.

Por defecto, cuando se representan dos puntos éstos se unen mediante
la linea recta (ver sec. 1.5.1), por ello, para representar una linea curva suave
se suelen utilizar muchos puntos unidos por pequenas lineas rectas. Para re-
presentar en R? una figura curva dada por la unién de una sucesiéon de puntos

(z1,y1,21), (2,92, 22)s - -+, (T, Yn, 2n) basta con colocar en X todas las absci-
sas, X=[x1,x2, ---,xn] ,en Y todas las ordenadas, Y=[y1l,y2, - - -, ynl,
en Z todas las alturas, Z=[z1, z2, - - -, zn] y, a continuacién, ejecutar el co-

mando plot3(X,Y,Z) (ver sec. 1.6.1). Obviamente, si se quiere cerrar una
figura delimitada por segmentos, el punto inicial debe coincidir con el punto
final, es decir, (z1,y1,21) = (Tn, Yn, 2n)-

Al igual que en el plano real (ver sec. 3.2.1), pondremos en P (variable
P) los puntos que definen la curva, cada punto en una columna, mientras que
P (variable Pt) serd igual que P pero con un 1 en una fila superior anadida
(en coordenadas homogéneas, ver seccion 5.1.2) como sigue:
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1 1
‘,Lll xQ ~ 1‘1 x2 o ..
P=1wn v - |, P= nou e | (5.5)
Zl 22 e Zl Z2

Para representar figuras dadas por puntos que definen una curva (ver.
ec. (5.5)) se utilizara el comando siguiente.
plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:))

Existen otras opciones como el comando fplot3 para representar cur-
vas parametrizadas en el espacio (ver sec. 1.6.1).

5.2.2. Superficie paramétrica

Una superficie regular en R? se puede decir que es, de forma intuitiva,
un subconjunto en R3 donde en cada punto podemos encontrar una porcién
de plano a su alrededor que ha sido deformada de forma suave. Obviamente,
una superficie regular no presenta esquinas ni &ngulos y se define como aquella
que en todos sus puntos presenta dos (tnicos) vectores tangentes linealmente
independientes. Por lo general, dada una funcién f : R> — R diferenciable en
un cierto dominio sencillo (simplemente conezo, que no tiene partes separadas
ni agujeros) T de R?, puede definirse una superficie S de forma explicita
como el conjunto de puntos (z,y, f(x,y)) donde (z,y) pertenece a T', es decir,

S = {(x,y,z) eR?: (z,y) €T, z:f(a:,y)}.

N

<
- S
oA

Se dice que una superficie es regular a trozos cuando esta formada
por diferentes partes que son superficies regulares. Se dice que una superficie
estd dada de forma implicita cuando se tiene una relacion F' diferenciable
entre las variables,

S:{(x,y,z) cR3: F(x,y,z):O}.

Finalmente se dice que la superficie esta en forma paramétrica cuan-
do los puntos de la superficie (x,y, z) se pueden poner en funcion (diferencia-

ble) f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) de dos parametros independientes u, v,
en un cierto dominio T" sencillo (simplemente conezo),

S = {(z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v)€T}.
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Esta dltima forma es la que da mas flexibilidad para representar super-
ficies en el espacio. Ademés, si la superficie es regular, existen las derivadas
de las funciones componentes x(u,v), y(u,v), z(u,v) respecto a cada uno de
los parametros u, v, y generan dos vectores tangentes linealmente indepen-
dientes a cada punto de la superficie:

OF ooy (P 90 92\ 0T, (00 0y 02
oY T \owawon) a0 Y T\ v o o)

Obsérvese que si una superficie esta dada en forma explicita z = f(x,y)
entonces se puede considerar una superficie parametrizada con r =u e y = v,
es decir, de la forma (u, v, f(u,v)).

Como una superficie regular es localmente bidimensional (en un entorno
pequeno), se necesita una malla bidimensional para poder representarla en el
espacio mediante una deformacion localmente suave de dicha malla. Es por
ello que inicialmente se suele definir una malla en el dominio sencillo T en
donde toman valores los pardmetros y, seguidamente, se procede a deformar la
malla y a representarla en el espacio. Los puntos de la superficie se denotaran

donde n; es el namero de puntos tomados en la discretizacién del primer pa-
rametro, y ng en el segundo pardmetro. Mas concretamente, para representar
una superficie regular utilizando una parametrizacién se realizan los siguientes
pasos resumidos en la figura inferior:

1. Definir el dominio de los parametros (u,v) € [a,b] X [c,d].

2. Crear una malla sobre el dominio de los parametros. Para ello primero
se discretiza por separado el dominio de u (con n; puntos), y el de v
(con ng puntos), y a partir de dichas discretizaciones, se crea la malla
bidimensional (de tamano ng X ny).

3. Definir la parametrizacion de la superficie regular x = z(u,v), y =
y(u,v), z = z(u,v) y proyectar la malla en el espacio utilizando la pa-
rametrizacion.
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— Malla en coordenadas polares Superficie regular

2° crear la malla

T
od

Malla en coordenadas cartesianas

e 2 B P g a2 oo oo

3° calcular y dibujar las coordenadas
| 01 02 03 04 05 06 07 08 09 cartesianas X(u,v), Y(u,v), Z(u,v)

b u
\\1" discretizar los parametros

Para representar figuras dadas por puntos que definen una superficie
(ver ec. (5.6)) se utilizara el comando siguiente dado que se tiene una malla
ng X Ny X 4 en P.
surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

Existe otra forma de representar de forma aproximada una superficie
mediante una nube de puntos sobre ella distribuidos de forma méas o menos
aleatoria como se muestra en la seccién 5.3.7.

Existen otras opciones como el comando £surf para representar super-
ficies parametrizadas en el espacio (ver sec. 1.6.2).

5.3. FIGURAS EN EL ESPACIO REAL

5.3.1. Ejemplo de representacién de una recta

La parametrizaciéon de una curva en 3 dimensiones es practicamente
igual que en 2 dimensiones (ver sec. 3.3.5). A continuacién se va a dibujar
la recta bisectriz del primer octante que pasa por los puntos P(0,0,0) y
Q(1,1,1). Aunque para dibujar un trozo de recta basta con el punto inicial
y el final, ahora se va a dibujar una discretizaciéon de puntos sobre la recta
con los siguientes comandos. Para dibujar otras rectas o segmentos basta con
modificar la linea marcada con %... (VARIAR). El punto P se elige como
centro y se dibuja tmin y tmax veces el segmento PQ desde P como se
observa en la figura inferior.

% RECTA paramétrica (t=pardmetro)
P=[0;0;01,0=[1;1;1],tmin=-1,tmax=3,N=201% (VARIAR)
t=linspace (tmin, tmax,N);

[
1 % N valores de t
X=P (1) +tx (Q(1)-P(1)); s X(t)
Y=P (2)+t*(Q(2)-P(2)); % Y (t)
Z=P (3)+tx (Q(3)-P(3)); 5 Z(t)
% Definicidén de Pt (1l,x,y,z) (P-tilde)

n2=length (t);Pt=ones (3,n2);Pt(2:4,:)=[X;Y;Z];
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figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa
plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)),title('Recta por P y Q")
plot3([P(1),Q(1)],[P(2),0(2)],[P(3),Q(3)], " '*r")

Rectapor Py Q

5.3.2. Ejemplo de curva parametrizada

Se quiere dibujar un muelle en vertical alrededor del eje OZ de didmetro
6 unidades. Como se tiene simetria respecto a su eje se utiliza representacion
polar en plano XY, es decir, coordenadas cilindricas (ver ec. (5.1)):

T = 3cost
y=3sent , tel0,107].
z=1t/12

Para representar la curva se calculan muchos puntos de ésta y se unen
con pequetios segmentos siguiendo los pasos indicados en la seccién 5.2.1.
Primero se discretiza el pardmetro ¢ y seguidamente se evaltian y representan
graficamente los puntos (1, x(t),y(t),2(t)) de la curva dados en coordenadas
homogéneas (ver sec. 5.1.2). Para ello se ejecutan los comandos siguientes y
se obtiene la figura inferior. Se han obtenido 5 vueltas en el muelle puesto que
el rango del pardmetro ¢ (angulo) es [0, 5 - 27]. Notese que para definir las
coordenadas cartesianas en una parametrizaciéon se deben utilizar operaciones
elemento a elemento (ver sec. 1.2.5).

% CURVA paramétrica en Pt(1l,X,Y,Z) (P-tilde): MUELLE
R=3;a=0;b=10%pi; $ Datos iniciales (VARIAR)
N=555;t=1linspace(a,b,N); $ Parametro t en [a,Db]
X=R.xcos(t); $ X(t) (VARIAR)

Y=R.*sin(t); $ Y (t) (VARIAR)

Z=t./12; % Z(t) (VARIAR)

Pt=ones (3,N);Pt (2, :)=X;Pt (3, :)=Y;Pt (4, :)=2;
figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa
plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:))
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Para dibujar otras curvas parametrizadas basta con modificar las lineas
marcadas con %... (VARIAR) que se corresponden con los datos iniciales y
con la definicion de las parametrizaciones. Ahora bien, X, Y y Z son vectores
con las coordenadas cartesianas de los puntos de la curva y deben tener las
mismas dimensiones. Si, por ejemplo, la curva se encontrara en el plano z = 1,
no se puede poner Z=1 puesto que da error, se debe poner, por ejemplo, Z
=1+0+U manteniendo las dimensiones adecuadas en la variable Z.

5.3.3. Ejemplo de trayectoria delimitada por puntos

Se busca una curva parametrizada suave (regular) que pase por N pun-
tos del espacio fijados. Como en el caso del plano (ver sec. 3.3.9), se obtiene
una parametrizacién utilizando una aproximacién ¢ a la longitud de arco con
los siguientes comandos obteniendo la figura inferior izquierda. El valor de
t utilizado viene dado por la diagonal del paralelepipedo en tres dimensio-
nes (ver figura inferior central) que definen dos puntos consecutivos (z;, yi, 2;)
Y (Tit1, Yit1, 2ig1), es decir, t = /(@ip1 — )2 + (Yir1 — vi)2 + (2is1 — 21)2,
i=1,...,N—1. El comando diff calcula la diferencia entre dos componentes
consecutivas cuando se aplica a un vector y permite simplificar el célculo del
valor de t. El comando cumsum realiza una suma acumulada de las compo-
nentes del vector que es una aproximacion a la longitud total acumulada hasta
el valor de t considerado. El comando interpl permite obtener los valores
(interpolados) de las coordenadas de los puntos intermedios de la parametri-
zaciéon. En el ejemplo considerado a continuacién se eligen al azar entre 0 y 10
con un decimal las coordenadas de los puntos a interpolar (ver sec. 1.2.1). Ca-
da vez que se ejecuta el comando aparece un resultado distinto puesto que los
valores de x,y, z varian. Para verificar que la curva obtenida es adecuada tam-
bién se representan los puntos con un asterisco unidos entre s{ por segmentos
en el orden a seguir por la curva.

N=8; % N=nuUm. de puntos

P=floor (rand(3,N)*100.9999) /10 % Puntos (VARIAR)
x=P(1,:);y=P(2,:);2z=P(3,:);

t=sqrt (diff (x) ."2+diff (y)."2+diff(z)."2);t=[0,cumsum(t) ];
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tt=linspace(t (1l),t (N),300); xx=interpl (t,x,tt, 'spline');
yy=interpl (t,vy,tt, 'spline');zz=interpl(t,z,tt, 'spline');
figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa
plot3(x,y,z, 'r*x",x,y,2,'b"), plot3(xx,yy,zz,'m")
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Se obtiene una interpolacién similar a la curva anterior utilizando el
comando cscvn como se puede ver en la figura superior derecha. Este co-
mando devuelve una estructura con los coeficientes de los trozos de splines y
los puntos de corte y se puede dibujar con el comando fnplt.

figure,plot3(x,vy,z, 'v*',x,v,2,'b"), grid on, hold on
curva=cscvn([x;vy;z]); fnplt(curva, 'm',1.5)

5.3.4. Ejemplo de superficie paramétrica

Las antenas parabdlicas tienen la propiedad de que todas las ondas que
reciben paralelas a su eje principal rebotan sobre su superficie y se proyectan
sobre el foco en donde se concentran. Alli se coloca un receptor como se observa,
en la figura inferior en donde también se muestran algunas aplicaciones.

Una superficie de revolucion es aquella que se obtiene al girar una
curva alrededor de un eje (ambos en un mismo plano). Una antena para-
bolica viene dada por un paraboloide definido mediante la rotacién de una
parabola respecto a su eje por lo que es una superficie de revolucion. Gracias
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a la simetria que poseen respecto a su eje suele ser adecuado representarlas
utilizando coordenadas cilindricas (ver sec. 5.1.3). Por defecto se asumira que
el eje de simetria es el eje OZ aunque se puede variar. En este caso la coor-
denada z viene dada en funciéon del radio r o distancia al eje OZ (si no fuese
asi, no seria una superficie de revolucion).

Por ejemplo, z = (2% + y?)/4 es un paraboloide en coordenadas carte-
sianas que tiene como eje el eje OZ y que, en coordenadas cilindricas (ver sec.
5.1.3), se puede escribir un trozo de él como

z=1r%/4, 0<r<1,0<6 < 2.

Por tanto, tomando u =r y v = 6 en este caso, la parametrizacion (z(u,v),
y(u,v), z(u,v)) viene dada por

T = UCcosv
y=usenv ,(u,v)eT =1]0,1] x [0,27].
z=u?/4

Para representarla graficamente se siguen los pasos indicados de la sec-
cién 5.2.2. Se ejecutan los comandos siguientes y se obtiene el paraboloide de
la figura inferior. Nétese que para definir las coordenadas cartesianas en una
parametrizacion se deben utilizar operaciones elemento a elemento (ver sec.

1.2.5).

$ SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)
radio=1;au=0;bu=radio;av=0;bv=2+pi; $ Datos (VARIAR)
nl=23;n2=25; % Numero de lineas en la malla
u=linspace (au,bu,nl);v=linspace(av,bv,n2); $ Paso 1l: vecs u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); $ Paso 2: malla 2D en (

X=U.*cos (V); $ Paso 3: X (U,V) (VARIAR)

Y=U.*xsin(V); $ Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)

z=U.72/4; % Paso 3: Z(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=27;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa

surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

u, V)

Paraboloide

0.5
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Para dibujar otras superficies parametrizadas basta con modificar las
lineas marcadas con %... (VARIAR) que se corresponden con los datos ini-
ciales y la definicion de las parametrizaciones. Ahora bien, X, Y y Z son ma-
trices con las coordenadas cartesianas de los puntos de la superficie y deben
tener las mismas dimensiones. Si, por ejemplo, la superficie se encontrara en
el plano z = 1, no se puede poner Z=1 puesto que da error, se debe poner, por

ejemplo, Z=1+0+U manteniendo las dimensiones adecuadas en la variable Z.

5.3.5. Ejemplo de casquete esférico

Se va a considerar ahora un casquete esférico correspondiente a la zona
que incluye el circulo polar artico que delimita el extremo sur del dia polar del
solsticio de verano y la noche polar del solsticio de invierno. Este se encuentra
aproximadamente en la latitud 66°33’ 48”N (fluctia dentro de un pequefio
margen). Por lo tanto, estd situado en una colatitud aproximada de 90 —
66.56333° = 23.43667° que equivale a unos 0.409046 radianes. Se asume que la
Tierra tiene un radio (medio) de 6371 Km. En consecuencia, se puede utilizar
la siguiente parametrizacion para el casquete polar artico (ver ec. (5.3)):

1. Dominio: (¢,0) € T = [0,0.409046] x [0, 27], p = 6371 Km, con u = ¢ y
v=>0.

T = 6371 senucosv
2. Parametrizacién: y = 6371 senu senv .
z =06371cosu

La superficie anterior se puede obtener con los siguientes comandos ob-
teniendo la imagen inferior izquierda (ver sec. 5.3.4). En la imagen inferior
central se muestra la discretizacion rectangular en el dominio (sencillo) de los
parametros (u,v) y en la imagen inferior derecha se muestra la misma malla
en coordenadas cartesianas vista desde el semieje OZ positivo.

% SUPERFICIE Pt (l1l,X,Y,Z) en esféricas
R=6371;au=0;bu=0.409046; av=0;bv=2*xpi; $ Datos (VARIAR)
nl=15;n2=21; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace (au,bu,nl);v=linspace(av,bv,n2); $ Paso 1l: vec u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); $ Paso 2: malla 2D en (u,Vv)
X=R.*sin (U) .xcos (V); % Paso 3: X (U,V) (VARIAR)
Y=R.*sin (U) .xsin(V); % Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)
Z=R.*cos (U); % Paso 3: Z(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
figure,axis equal,hold on % Quitar si se solapa

surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

axis ([-7000 7000 -7000 7000 O 7000]),grid on
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5.3.6. Ejemplo de paralelepipedo al espacio

Dados tres puntos no alineados en el espacio P, P,
P; se quiere parametrizar el paralelepipedo definido por
{P1, Py, P3, P, = PH—FQ—P_;} de la figura adjunta. Es bastan-
te util para parametrizar las caras de un poliedro cualquiera.
La parametrizacién viene dada por

(x,y,2) = Pi+u-PiPy+v-PyPs, (u,v) €[0,1] x [0,1].

y se obtiene la figura inferior con los siguientes comandos (ver sec. 5.3.4) para
los puntos P;(0,0,0), P»(1,0,0) y P5(2,2,2).

$ SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)

P=[0 0 0; 1 0 0; 2 2 21" % Puntos P1,P2,P3 (VARIAR)

W=diff (P')';P1l=P(:,1); % W=vectores P1P2, P2P3.
au=0;bu=1;av=0;bv=1; % Intervalos en los parametros
nl=20;n2=21; % Numero de lineas en la malla

u=linspace (au,bu,nl);v=linspace(av,bv,n2); $ Paso 1: vecs u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); % Paso 2: malla 2D en (u,vVv)

X=P1 (1) +U*W(1,1)+V+W(1,2); % Paso 3: X(U,V) (VARIAR)
Y=P1 (2) +U+W (2, 1) +V+W(2,2); % Paso 3: Y(U,V) (VARIAR)
2=P1 (3)+UxW(3,1)+V+W(3,2); % Paso 3: 2(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
figure,axis equal,hold on,grid % Quitar si se solapa
surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

Para dibujar otros paralelepipedos basta con modificar la primera li-
nea marcada con %... (VARIAR). Variando los limites en los pardmetros
(au, bu, av,bv) se pueden representar otras zonas del plano que incluye al
paralelepipedo.
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5.3.7. Ejemplo de representacién aproximada de una superfi-
cie mediante una nube de puntos

Otra forma de obtener una representacién aproximada de una superficie
a la dada en 5.2.2 es dibujar un gran nimero de puntos de ésta distribuidos
por la zona a representar graficamente de forma méas o menos aleatoria. A este
proceso se suele llamar representaciéon mediante una nube de puntos y sélo lo
utilizaremos de forma excepcional. Ahora no se considera una malla de puntos,
sino un gran nimero de valores de los pardmetros distribuidos de forma maés
o menos aleatoria dentro del domino considerado. A partir de ahi se calculan
los valores de las coordenadas cartesianas dadas por la parametrizacién y
se representan graficamente como si fueran una curva. En este caso no se
deben unir los puntos mediante lineas rectas dado que el segmento que los
une puede no estar incluido dentro de la superficie por lo que se utilizara
plot3 (Pt (2,:),Pt(3,:),Pt(4,:),".") para la representacion gréfica
con puntos.

Se considera la superficie de la seccién 5.3.6 y se obtiene la figura inferior
con los siguientes comandos para los puntos P;(0,0,0), P»(1,0,0) y P5(2,2,2).

% SUPERFICIE NUBE DE PUNTOS Pt (1,X,Y,Z)

P=[0 0 0; 1 0 0; 2 2 2]'" % Puntos P1,P2,P3 (VARIAR)
au=0;bu=1;av=0;bv=1; % Intervalos en los pardmetros
W=diff(p')';P1l=P(:,1); % W=vectores P1lP2, P2P3.
N=99999; % Numero de puntos en (u,v)

% Se calculan los valores ALEATORIOS en los parametros:
U= (bu-au) *rand (1, N) +au; V= (bv—-av) *rand (1, N) +av;

X=P1 (1)+UxW(1,1)+V+W(1l,2); % X(U,V) (VARIAR)

Y=P1 (2)+UxW (2, 1) +V+W(2,2); Y (U,V) (VARIAR)

Z=P1 (3) +UxW (3, 1) +VxW(3,2); 7 (U,V) (VARIAR)
Pt=ones (4,N) ;Pt (2, :)=X;Pt (3, :)=Y;Pt (4, :)=2;
figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa
plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:),"'.")

o° o° o\

[o)

Modificando la primera linea marcada con %... (VARIAR) se puede
representar cualquier otro paralelepipedo. También se puede utilizar la re-
presentacién mediante nube de puntos para cualquier otra parametrizacién

[

modificando las lineas marcadas con %... (VARIAR).
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Un caso curioso y facil de implementar mediante una nube de puntos
y sin la parametrizacién vista en la seccién 5.2.2 es la representacion de un
poligono plano. Se consideran m puntos al espacio, Pi,..., Py, incluidos en
un mismo plano y con al menos tres puntos no alineados. Se quiere representar
el poligono convezo plano que tiene por vértices dichos puntos. Se va a utilizar
una extension de las coordenadas baricéntricas de un tridngulo dada por

(og.2) = MPLE AP

e )\1 + te + )\m
Se ejecutan los comandos siguientes obteniendo la figura inferior para los pun-
tos P1(0,0,0), P»(1,0,0) vy P3(2,2,2), P4(1,2,2). Los puntos se entran por
filas por comodidad y luego se trasponen para que estén por columnas.

, N Ee0,1],i=1,...,m A+ -+ A 0.

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)

P=[(0 0 0; 1 0 0; 2 2 2; 1 2 21" % Puntos P1l,..,Pm (VARIAR)
m=size (P,2);N=999999; L=rand(m,N);

C=(sum (L) <le-5) .+ones (m,N) ; L=L+C* (1/m); $ 1/m si suman 0
L=L./sum(L); % Se impone que sumen 1

X=P(1l,:)*xL; % X

Y=P(2,:)*L; % Y

Z=P (3, :)xL; % Z

Pt=ones (3,N);Pt (2, :)=X;Pt (3, :)=Y;Pt (4, :)=2;
figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa
plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:),'.")

Para dibujar otros poligonos basta con modificar la primera linea mar-
cada con %... (VARIAR). El orden de los puntos no importa. El nimero de
puntos se concentra més al centro de la figura, por lo que hay que tomar un
numero de puntos bastante elevado a representar para obtener una figura bas-
tante completa. Si los puntos no estan contenidos dentro de un mismo plano
se obtienen puntos dentro del volumen que definen pero se requiere un niimero
excesivo de puntos para que la figura quede definida, por lo que no se aconseja

esta opcién.

5.3.8. Ejemplo de un cilindro con tapas

Se va a dibujar un cilindro con tapas de altura 10 y radio 2 unidades
centrado al origen y alrededor del eje OZ. Dicho cilindro es una superficie
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regular a trozos puesto que estd formado por tres superficies regulares, la
superficie lateral (en forma de tubo) que llamaremos S, y las tapas superior
e inferior que las llamaremos Sy y S3, respectivamente. Como hay simetria
respecto a un eje es conveniente utilizar coordenadas cilindricas (r, 0, z) (ver
ec. (5.2)). Para cada una de las superficies se muestra el dominio utilizado T’
y la parametrizacion (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € T (ver sec. 5.2.2 y la
ec. (5.1)).

e Para S; (lateral del cilindro de radio r =2 con —5 < z < 5):

1. Dominio: (0,2) € T = [0,27] x [-5,5] donde u =0 y v = z.

T =2cosu
2. Parametrizacién: y=2senu
Z="

e Para Ss (tapa superior, circulo con 0 <r <2y z =5):

1. Dominio: (r,0) € T = [0,2] x [0,27] donde u =r y v = 6.

T = UCOSV
2. Parametrizacién: Y = U senv
z2=25

e Para Ss3 (tapa inferior, circulo con 0 <
r<2yz=-5):

Cilindro sobre OZ de altura 10 centrado en (0,0,0)

1. Dominio: (r,0) € T = [0,2] x
[0,27] donde u =71y v =90.

T = UCoSv N
2. Parametrizacion: Y =1usenv .
z=-5

Las superficies anteriores se pueden conseguir
con los siguientes comandos, obteniendo la

imagen adjunta.

% SUPERFICIE Pt (1l,X,Y,Z) en cilindricas: CILINDRO CON TAPAS
H=10;R=2; % Datos iniciales (VARIAR)

nl=15;n2=21; $ Numero de lineas en la malla

% SUPERFICIE Pt (1l,X,Y,Z) en cilindricas S1l: lateral
au=0;bu=2+pi;av=-H/2;bv=H/2; $ Datos iniciales (VARIAR)
u=linspace (au,bu,nl);v=linspace(av,bv,n2); $ Paso 1l: vec u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); $ Paso 2: malla 2D en (u,vVv)

X=R*cos (U); $ Paso 3: X (U,V) (VARIAR)
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Y=R*sin(U); $ Paso 3: Y(U,V) (VARIAR)

7=V; $ Paso 3: Z(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
figure,axis equal,hold on% Quitar si se solapa

surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

% SUPERFICIE Pt (l1,X,Y,Z) en cilindricas S2: tapa sup.
au=0;bu=R;av=0;bv=2xpi; $ Datos iniciales (VARIAR)
u=linspace (au,bu,nl);v=linspace(av,bv,n2); % Paso 1l: vec u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); % Paso 2: malla 2D en (u,v)

X=U.xcos (V); % Paso 3: X(U,V) (VARIAR)

Y=U.*sin(V); $ Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)

7Z=H/2+0%U; % Paso 3: Z(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
$figure,axis equal,hold on% Quitar si se solapa

surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

% SUPERFICIE Pt(1,X,Y,Z) en cilindricas S3: tapa inf.
au=0;bu=R;av=0;bv=2xpi; $ Datos iniciales (VARIAR)
u=linspace (au,bu,nl);v=linspace(av,bv,n2); % Paso 1l: vec u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); $ Paso 2: malla 2D en (u,v)
X=U.xcos (V); % Paso 3: X (U,V) (VARIAR)

Y=U.*sin(V); $ Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)

7Z=—-H/2+0%U; % Paso 3: Z(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
%$figure,axis equal,hold on% Quitar si se solapa

surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

% Extras gréaficos:

title('Cilindro en 0Z de altura 10 centrado en (0,0,0)")

xlabel ('X'"),ylabel ('Y"),zlabel('Z2"),grid

5.3.9. Ejemplo de un trozo de sandia

Supongamos que tenemos una sandia esférica de 60 cm de didmetro y
cortamos una rodaja verticalmente. Como hay simetria de rotacién respecto a
un punto (el centro) es conveniente utilizar coordenadas esféricas (p, ¢, 0) (ver
ec. 5.4). Obsérvese que (ver sec. 5.1.4):

e R = 30 cm sera el radio de la sandia, lo que implica que p € [0, 30]
(modulo).

e Se toma un trozo de sandia en vertical de medio circulo, por lo que
¢ € [0, 7] (colatitud).

e Se toma un trozo suficientemente ancho de 15°, en consecuencia, 6 €
[0,7/12] (longitud).
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La superficie del trozo de sandia esta formada por tres superficies regu-
lares parametrizadas, por lo que es una superficie regular a trozos. Para cada
una de ellas se muestra el dominio 7"y la parametrizacion utilizada (ver sec.
5.2.2 y la ec. (5.3)).

e Para S; (corteza de sandia, parte de una esfera):

1. Dominio: (¢,0) € T = [0, 7] x [0,7/12], p=30,con u= ¢y v = 6.
x = 30 sen u cos v

2. Parametrizacion: y = 30 senu senv
z =30cosu

e Para Sy (un lateral del trozo de sandia, un semicirculo):

1. Dominio: (p,¢) € T =[0,30] x [0,7], 0 =0conu=pyv=a.
x =wusenvcos0 = u senv

2. Parametrizacién: y=usenv sen0 =0
Z = UCOoSV

e Para S3 (el otro lateral del trozo de san-
dia, un semicirculo):

Rodaja de sandia

1. Dominio: (p,¢) € T = [0,30] x
0,7], 0 =7/12, conu=pyv=
o.
2. Parametrizacion:
x = u senv cos(m/12)
y = u senv sen(m/12)
Z = ucosv

Las superficies anteriores se pueden conse-
guir con los siguientes comandos obteniendo

la imagen adjunta.

$ SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z) en esféricas: TROZO DE SANDIA
R=30;the0=0;thel=pi/12; $ Datos iniciales (VARIAR)
nl=15;n2=21; $ Numero de lineas en la malla

% SUPERFICIE en ESFERICAS Sl: corteza o base
au=0;bu=pi;av=the0;bv=thel; $ Datos iniciales (VARIAR)
u=linspace (au,bu,nl);v=linspace(av,bv,n2); $ Paso 1l: vec u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); % Paso 2: malla 2D en (u,v)
X=R.*sin (U) .xcos (V); $ Paso 3: X (U,V) (VARIAR)
Y=R.*sin (U) .xsin(V); % Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)

Z=R.*cos (U); $ Paso 3: Z(U,V) (VARIAR)
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Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
figure,axis equal,hold on % Quitar si se solapa
surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

$ SUPERFICIE en ESFERICAS S2: Lateral longitud the0
au=0;bu=R;av=0;bv=pi; $ Datos iniciales (VARIAR)
u=linspace (au,bu,nl);v=linspace(av,bv,n2); $ Paso 1l: vec u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); $ Paso 2: malla 2D en (u,v)
X=U.*sin (V) .xcos (the0); $ Paso 3: X (U,V) (VARIAR)
Y=U.xsin (V) .xsin(the0); $ Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)
Z2=U.*cos (V); % Paso 3: 7Z(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
$figure,hold on,axis equal$ Quitar si se solapa

surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

$ SUPERFICIE en ESFERICAS S3: Lateral longitud thel
au=0;bu=R;av=0;bv=pi; $ Datos iniciales (VARIAR)
u=linspace (au,bu,nl);v=linspace(av,bv,n2); $ Paso 1l: vec u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); % Paso 2: malla 2D en (u,v)
X=U.xsin (V) .*cos (thel); $ Paso 3: X (U,V) (VARIAR)
Y=U.*sin (V) .xsin(thel); $ Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)
Z2=U.*cos (V); $ Paso 3: 7Z(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
$figure,hold on,axis equal$ Quitar si se solapa

surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

% Extras gréaficos:

title('Rodaja de sandia')

xlabel ('X"),ylabel ('Y'"'),zlabel('Z"),grid

5.4. VECTORES TANGENTES A CURVAS Y SU-
PERFICIES

Esta seccion se anade a modo de addenda y para entender mejor el
concepto de curva y superficie regular. Una curva en R? es regular cuando
tiene un vector tangente tinico no nulo en todos sus puntos no extremos (ver
sec. 5.2.1) mientras que una superficie es regular cuando tiene dos (nicos)
vectores tangentes linealmente independientes en todos sus puntos interiores
(ver sec. 5.2.2).

5.4.1. Vectores tangentes a una curva parametrizada

Los resultados aqui presentados son similares a los obtenidos para curvas
en el plano (ver sec. 3.4). Se considera el muelle de la secciéon 5.3.2 parame-
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—

trizado por f(t), t € [0,107], y se asumen ejecutados los comandos de dicha
seccion. El vector f/(t) = (2/(t),y/(t), #'(t)) tangente a la curva, da el sen-
tido de recorrido y su magnitud indica la velocidad en que se recorre la curva
en cada punto, es decir, la razén de recorrido de la curva respecto el paradme-
tro. Si la curva f(t) indicara la trayectoria de un vehiculo en el tiempo ¢, el
vector f_7 (t) indicaria la velocidad de dicho vehiculo. A continuacion, se indica
la parametrizacién y el vector tangente calculado directamente:

e Parametrizacion: f(t) = (z(t), y(t), 2(t)) = (3cost, 3 sent, L).
e Vector tangente: f/(t) = (2/(t), 9/ (t), 2'(t)) = (=3 sent, 3cost, 15).

El comando quiver3 (x,v, z,hl,h2,h3) permite representar el vec-
tor (hi,ha, h3) en el punto (z,y,z) en tres dimensiones. Con ¢l se puede re-
presentar el vector tangente f'(t) = (#'(t),y/(t),2'(t)) a cada punto de la
curva regular parametrizada por f(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € [a,b]. El vector
tangente se puede calcular directamente, o bien, se puede obtener mediante de-
rivaciéon simboélica y después convertir las derivadas a identificador de funcién
como vamos a hacer a continuacién con los siguientes comandos obteniendo

las imagenes inferiores (ver sec. 1.3.2).

$ PARAMETRIZACION C: f(T)=[x(T);v(T);z(T)]
syms T a

C=[3xcos(T);3*sin(T);T/12]1 % curva C (VARIAR)
Cder=diff(C,T) % £'(T)=[x"(T);y"(T);z"'(T)]

% Conversidén de f£' a funcidn de (a,T)
V=matlabFunction (Cder+ax*T, 'Vars', {a,T});

% Dibujo de los vectores tangentes f'(T)
hold on,axis equal,Vv=vV(0,t); % Se impone a=0

quiver3(X,Y,Z,V(1,:),V(2,:),V(3,:))% £'(T)

En la imagen superior izquierda se muestra la figura completa y a la
derecha una seccion para observar con méas detalle las tangencias. No se han
dibujado los vectores tangentes en todos los puntos para no sobrecargar la
imagen. Se anade una variable auxiliar simbdlica a para no tener problemas
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en la conversion a funcidén cuando las derivadas son, por ejemplo, constantes.
Esta variable auxiliar se elimina a posteriori puesto que se evaliia en 0.

Para aplicarlo a cualquier otra curva regular basta ejecutar los comandos
anteriores modificando unicamente la linea marcada con %... (VARIAR).

5.4.2. Vectores tangentes a una superficie parametrizada

Se considera el cilindro de la seccién 5.3.8 y se asumen ejecutados sélo
los comandos de dicha seccién que corresponden a la superficie lateral Sp
(lateral del cilindro de radio 2 con —5 < z < 5) que es regular y que esta
parametrizada por f(u,v) = (z(u,v), y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € T. Se tiene que
los vectores %(u, v) = (%(u,v) ,%(u,v), %(u,v)) y %(u,v) = (%(u, V),
%(u,v), %(u,v}) son dos vectores tangentes linealmente independientes
(dan dos direcciones distintas no nulas) a cada punto. Si se busca un vector
perpendicular a la superficie bastaria con calcular el producto vectorial de

ambos vectores. La parametrizacién y sus derivadas vienen dadas por:

—

o f(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) = (2cosu, 2 senu, v).

° %(u,v) = (=2 senwu,2cosu,0) vector tangente en la direccion de las
circunferencias circulares (v constante).

° %(u, v) = (0,0, 1) vector tangente en la direccion de las lineas verticales
(u constante).

El comando quiver3 (x,y, z,hl,h2,h3) permite representar el vec-
tor (h1,h2,h3) en el punto (z,y,z) en tres dimensiones. Con él se pueden

representar los vectores tangentes %(u,v) y %(u,v) a cada punto de la su-

—

perficie regular parametrizada por f(u,v), (u,v) € T. Los vectores tangentes
se puede calcular directamente como se ha hecho, o bien, se pueden obtener
mediante derivacién simbolica y después convertir las derivadas a identificador
de funcién como vamos a hacer a continuacién con los siguientes comandos
obteniendo las imégenes inferiores (ver sec. 1.3.2).

% DEFINICION DE LA PARAMETRIZACION de S, Yy

% CALCULO DE SUS DERIVADAS PARCIALES en u y en v
S=[2xcos (u);2xsin(u);v] % S: parametrizacidn (VARIAR)
Tu=diff(S,u),Tv=diff (S,v) % Tu=df/du, Tv=df/dv

% CONVERSION DE df/du, df/dv A FUNCIONES DE (a,u,v)
Tu=matlabFunction (Tu+a*u+ax*v, 'Vars', {a,u,v});
Tv=matlabFunction (Tv+a*u+axv, 'Vars', {a,u,v});

Tu=Tu (0, reshape (U,1,n2%nl),reshape(V,1,n2xnl));
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Tv=Tv (0, reshape (U,1,n2+nl),reshape(V,1,n2%nl));
Tul=reshape (Tu(l, :,:),n2,nl); Tu2=reshape (Tu(2,:,:),n2,nl);
Tu3=reshape (Tu(3,:,:),n2,nl);Tvli=reshape(Iv(l,:,:),n2,nl);
Tv2=reshape (Tv(2,:,:),n2,nl); Tv3=reshape(Iv(3,:,:),n2,nl);
% DIBUJO DE LOS VECTORES TANGENTES df/du, df/dv

hold on,axis equal,grid on

quiver3(X,Y,Z,Tul, Tu2,Tu3, 'r'")
quiver3(X,Y,Z,Tvl,Tv2,Tv3, 'm")

En la imagen superior izquierda se muestra la figura completa y a la
derecha una seccion para observar con mas detalle las tangencias. Sobre la
superficie regular se ha representado una malla que corresponde a valores
constantes de u o de v. El vector derivada respecto u, Tu=%, es tangente
en las intersecciones de la malla en la direccién que marca un incremento
positivo en u, y el vector derivada respecto de v, Tv=%, es tangente en las
intersecciones de la malla en la direccién que marca un incremento positivo
en v. Las funciones Tu y Tv se evalian bien sobre vectores de puntos pero
presentan un cierto problema cuando se evaliia sobre matrices de puntos en
superficies, por lo que se utiliza el comando reshape para solucionarlo. Se
anade una variable auxiliar simbélica a para facilitar la conversion a funcién
cuando las derivadas son, por ejemplo, constantes. Esta variable auxiliar se

elimina a posteriori puesto que se evaliia en 0.

Para aplicarlo a cualquier otra curva regular basta ejecutar los comandos
anteriores modificando unicamente la linea marcada con %... (VARIAR).

5.5. EJERCICIOS

A continuacion se proponen ejercicios para verificar la comprension del
capitulo en los que se asume, por defecto, el uso de 4 cifras decimales. Las
respuestas de los ejercicios test de autoevaluaciéon se pueden consultar en la
seccion A.5.
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5.5.1. Ejercicios propuestos

P5.1

P5.3

P5.4

P5.5

Dibuja un muelle helicoidal de 10 cm de didmetro y 50 cm de altura centrado en
el eje OZ utilizando coordenadas cilindricas con una representaciéon polar sobre el
plano XY (ver ec. (5.1)). Vuelve a dibujar el mismo muelle centrado ahora sobre el
eje OY con representacion polar sobre el plano X Z. Indica qué velocidad de giro se
ha utilizado y aproximadamente cudntas vueltas se han obtenido en el muelle. Indica
también la direccién positiva del eje mediante la regla de la mano derecha en ambos
casos.

A partir de un pequefio nimero de puntos dibuja la trayectoria que puede seguir un
cohete pirotécnico antes de encender por error la cima de una falla de Gandia.
Indicacion: El punto de encendido del cohete puede estar en el suelo en (0,0,0) y la cima
del monumento de la falla en (8,12,6) en metros. Ahade unos cuantos puntos intermedios e
interpolar la trayectoria.

Dibuja sobre la tierra la primera vuelta al mundo capitaneada por Magallanes y
Elcano a partir de unos 10 puntos.

Indicaciones: Busca la trayectoria que hicieron y obtén la latitud y longitud de unos 10
puntos significativos y transférmalos a coordenadas esféricas utilizando radio constante (ver
sec. 5.1.4). Interpola la colatitud y longitud de los puntos ordenados considerados como si
fueran coordenadas cartesianas en el plano (ver sec. 3.3.9). Puede que la trayectoria marcada
para los barcos atraviese alglin trozo de tierra debido a los pocos puntos utilizados.

Dibuja las superficies que definen una cufia de un queso que tiene una forma cilindrica
de 30 cm de didmetro y 10 cm de altura.

Dibuja una “seta” que esté formada por un cilindro sin tapas situado sobre el (0,0, 0)
y una semiesfera encima de modo que el plano de la base de la semiesfera esté situado
en el limite superior del cilindro. Sean a y b los dos ltimos digitos no nulos de vuestro
DNI o pasaporte (a el penaltimo y b el dltimo). El cilindro debe tener didmetro a y
altura 2a + 2b, mientras que la semiesfera debe tener radio a + b.

Observacion: El cilindro pedido viene dado en coordenadas cilindricas (r, 0, z) por r = a,
0 € [0, 27|, z € [0, 2a + 2b], mientras que la semiesfera en coordenadas esféricas (p, ¢, 0)
verifica que p = a+b, ¢ € [0,7/2], 6 € [0, 2| trasladada verticalmente la altura del cilindro,
por tanto, hay que sumarle 2a + 2b a la coordenada z.

5.5.2. Ejercicios de autoevaluacion

T5.1

T5.2

Indica cual de las siguientes afirmaciones es cierta en el espacio.

(a) P(1,1,1) (en cartesinas) = P(v/3,7/4,7/4) (en esféricas)
(b) P(1,1,1,1) = P(v/2,7/4,1) (en cilindricas)
(¢) P(1,1,1,1) = P(+/3,45,1) (en cilindricas)

(d) Ninguna de las otras.
Sabiendo que el radio (medio) de la tierra es R = 6371Km, indica cuéles son las
coordenadas cartesianas de la localizacion (en Km) de la primera vuelta a la tierra
en el dia 440 desde su salida (coordenadas 52° 14’ 2.8”S de latitud y 69° 14’ 9.9"W
de longitud sobre la superficie terrestre). Se asume que el origen de coordenadas
esta en el centro de la tierra, que el semieje OZ positivo pasa por el polo norte y

que el semieje OX positivo pasa por el punto con latitud y longitud terrestre nulas.
Indicacion: Las coordenadas a° b’ ¢”” equivalen a a + b/60 + ¢/3600 grados.
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(a) (-4802.9, 584.3032, -4144.9)
(b) Ninguna de las otras.

(¢) (1383.3, -3648.4, -5036.4)
(d) (1383.3, 3648.4, 5036.4)

T5.3 Utilizando la notacién del texto, se asume en la variable Pt los ni - n2 puntos que
definen en el espacio una superficie parametrizada (x(u, v), y(u,v), z(u,v)), donde n;
vy n2 son el nimero de puntos utilizados en la discretizacién de los parametros u y v
respectivamente. Seifiala la opcion verdadera.

(a) Las dimensiones de Pt son ng X n1 X 4.
(b) Las dimensiones de Pt son 3 X n1 X na.
(¢) Las dimensiones de Pt son ni X na X 3.
(d) Las dimensiones de Pt son 4 X ni X na.

T5.4 La figura dada por la parametrizacion x(u,v) = ucosv, y(u,v) = u senv, z(u,v) =0
con uy v entre 0 y 27 es:

(a

Ninguna de las otras.

)
(b) Un circulo plano.
(c) Una antena parabolica.
(d) Una espiral alrededor del eje OZ.

T5.5 Se considera la superficie dada por 1.2z% —1.2y* = z alrededor del origen. Indica cual
de las siguientes es cierta (al menos un trozo de ella de forma aproximada).

(a) Tiene forma de una silla de montar.

(b) Tiene forma de cono (o piramide) circular.
(¢) Ninguna de las otras.
(d) Tiene forma de paraboloide.

T5.6 Indica cual de las siguientes afirmaciones es cierta.

(a) Si una superficie es regular tiene un nico vector tangente en todos sus puntos.

(b) Ninguna de las otras.
(¢) Un cubo (un paralelepipedo) es una superficie regular.
(d) Si una superficie es regular tiene dos vectores tangentes en todos sus puntos

marcando una misma direccion.

T5.7 Indica qué conjunto de comandos de los siguientes puede ser utilizado para dibujar
el lateral de un cono invertido (una piramide circular invertida) centrado sobre el eje
OZ con base de radio 2 en z = 2 y vértice en el origen. Obsérvese que el cono que se
considera en este ejercicio se puede obtener mediante el giro alrededor del eje OZ de
una recta que pasa por el origen, por lo que es una superficie de revolucion.

(a) u=linspace(0,2,nl); v=linspace(0,2*pi,n2);
[U,V]=meshgrid(u,v); X=V.xcos(U); Y=V.*sin(U); Z=V;

(b) u=linspace(0,2+pi,nl); v=linspace(0,2,n2);
[U,V]=meshgrid(u,v); X=U.xcos(V); Y=U.xsin(V); Z=V;
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(¢) u=linspace(0,2,nl); v=linspace(0,2*pi,n2);
[U,V]=meshgrid(u,v); X=U.xcos(V); Y=U.*sin(V); Z=U;

(d) u=linspace(0,2%pi,nl); v=linspace (0,2,n2);
[U,V]=meshgrid(u,v); X=V.*cos(U); Y=V.*xsin(U); Z=U;

T5.8 Indica qué conjunto de comandos de los siguientes puede ser utilizado para dibujar
el lateral de una piramide circular invertida (un cono) centrado sobre el eje OZ con
base de radio v/2 en z=+/2 y vértice en el origen.

(a) u=linspace(0,2,nl); v=linspace(0,2*pi,n2);
[U,V]=meshgrid(u,v); X=V.*sin(pi/4) .*cos(U);
Y=V.xsin (pi/4) .+*sin (U); Z=V.=*cos(pi/4);

(b) u=linspace(0,2*pi,nl); v=linspace(0,2,n2);
[U,V]=meshgrid(u,v); X=U.*sin (V) .*cos (pi/4);
Y=U.*sin (V) .*sin(pi/4); Z=U.xcos(V);

(¢) u=linspace(0,2,nl); v=linspace(0,2*pi,n2);
[U,V]=meshgrid(u,v); X=V.*sin (U).=*cos (pi/4);
Y=V.*sin(U) .*sin(pi/4); Z=V.xcos (U);

(d) u=linspace(0,2,nl); v=linspace(0,2+pi,n2);
[U,V]=meshgrid(u,v); X=U.*sin(pi/4) .*cos(V);
Y=U.*xsin(pi/4) .*sin(V); Z=U.xcos(pi/4);

T5.9 Indica cual de las siguientes parametrizaciones representa a
una peonza doble. Obsérvese que es una superficie de revolu-
cion alrededor del eje OZ.

(a) Ninguna de las otras.

z=|u—1*cosv

(b) y=|u—1senv, (u,v)€ [~1,1]x [0,2n].
z=u
z=|1—u?|cosv

(c) y=|1—u?lsenv, (u,v)€0,2n]x[~1,1].
z=u
z = (ju| = 1)*cosv

(@ { y=(ul—1)senv, (u0)€[~1,1] x [0,2n].
z=u

Indica cuél de las siguientes superficies parametrizadas re-
presenta un rollito de anis (una rosquilla circular dulce con
agujero al centro). Su superficie (regular) se llama toro en
matematicas.

T5.10

(a) Ninguna de las otras.
x = (34 cosu) cosv

(b) y= (3+cosu)senv, (u,v)€ [—m, 7] x [—7, 7]
z = senu
x = (54 4cosu)cosv

(c) y=(5+cosu) senv , (u,v) € [0,27] x [0, 27].
z=0.8senu
x = (2+ 2cosu)cosv

(d) Yy = senu . (u,v) €0,7] x [0,27].
z=(242cosu) senv



Capitulo 6

Transformaciones geométricas
en el espacio

En este capitulo se introducen las transformaciones geométricas en el
espacio y se aplican sobre las figuras vistas en el capitulo anterior. Aunque
con el método propuesto se puede aplicar cualquier transformacién, nos vamos
a centrar con las transformaciones semejantes que son base de todas ellas.
En primer lugar se presentan las transformaciones geométricas en el espacio
y luego se muestran ejemplos de cémo ejecutar cada una de ellas tanto en
curvas como en superficies. También se considera el producto o composicién
de transformaciones.

Se incluyen los comandos que permiten dicho tratamiento geométrico.
FEstos comandos son de interpretacién directa pero también se pueden aplicar
por bloques como si se tratara de funciones predefinidas. Ello facilita el se-
guimiento del texto con los procedimientos habituales de copia/pega. Al final
se incluyen algunos ejercicios propuestos y de autoevaluacién. En la seccién
A.6 se encuentran las soluciones y los posibles comandos a utilizar para la
resolucién de los ejercicios test incluidos en la autoevaluacién de este capitulo.

6.1. TRANSFORMACIONES EN R?

6.1.1. Transformaciones del espacio

Muchos de los conceptos definidos en R? se generalizan de manera obvia
al espacio R? (ver sec. 4.1). Se denomina transformacién (geométrica) del
espacio a toda aplicacion F : R? — R3 biyectiva. Si F(P) = P’ se dice que P’
es el transformado u homélogo de P mediante F'. Segtn sea la transforma-
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ci6on F, también se dice que P’ es el trasladado, simétrico, homotético,. .. de
P. Algunos textos simplemente indican que P’ es la imagen de P por F.

Si C es un subconjunto, o figura, de R? entonces C’ = F(C) es la
figura o conjunto transformado.

Si F'y G son transformaciones del plano, también lo es la composiciéon
de las transformaciones GG o F', que también se denomina producto de las
transformaciones G y F' y se define sobre el punto P como (G o F)(P) =
G (F(P)). En general Go F # F o G. A veces G o F simplemente se denota
como G - F.

Dos figuras son semejantes si tienen la misma forma aunque sus orien-
taciones y tamarfios sean distintos, es decir, si los segmentos o lados homélogos
son proporcionales y los dngulos permanecen iguales. Como se ird viendo a lo
largo del capitulo, las semejanzas transforman una figura en otra semejante a
ella.

Un punto se llama invariante por una transformacién si su homélogo
es €l mismo. Un conjunto de puntos C' se llama invariante si F(C) = C. Se
define la transformaciéon identidad como aquella en que todos los puntos
son invariantes.

6.1.2. Isometrias y semejanzas

Se denomina isometria o movimiento de R? a toda transformacion
que conserva las distancias entre puntos. Como consecuencia de ello, las iso-
metrias conservan los angulos que definen los segmentos. La isometria se de-
nomina directa si conserva la orientaciéon de los angulos y, en caso contrario,
se denomina inversa. El producto de isometrias es otra isometria.

Aligual que en R2, el producto de una isometria por una homotecia (ver
sec. 6.2.3 para mas detalle), o viceversa, se denomina semejanza y, ademas,
el producto de semejanzas es otra semejanza.

Obsérvese que todas las semejanzas son invertibles al ser biyectivas y
que una transformaciéon por su inversa da la transformacion identidad.

6.1.3. Transformacién afin

Aligual que se ha visto en R? (ver sec. 4.1.3), una transformacién afin
a1 a2 a3
F : R3 = R3 es una aplicacion lineal de matriz A = a1 Q22 G23
as,1 az2 asg3

no singular (con determinante no nulo), seguida de la suma de un vector
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hy
h= ho |. Dado un punto P(z,y, z) cualquiera del espacio (ver sec. 5.1.1)
hs3
su transformado, imagen u homoélogo P'(2',y’, 2’) por F viene dado por
.%l ail ai2 CL173 x h1 i .
Yy |=| a1 a2 a3 y |+| he |=A| v |+h (6.1)
-4 asy asz asgs 2 hs3 z

A la matriz A se le llama matriz de la aplicacién lineal asociada a la
transformacion afin F' y a h vector de traslacion . Una transformacion
afin en el espacio tiene doce grados de libertad que corresponden a los nueve
coeficientes de la matriz y a los tres del vector de traslacion.

Se prefiere utilizar la formulacién que permiten las coordenadas homo-
géneas (ver sec. 5.1.2) de modo que el punto ]5(1, x,y, z) se transforma en su
homoélogo ]5’(1,13’,3/, z'). Con esta notacion, la transformacion afin h de la
ecuacion (6.1) se puede escribir como

1 1 0 0 0 1 1
ZL’: _ hy ail ai2 aigs x _ 12( Z (62)
Yy ha a1 as2 a3 Yy Yy
Z/ h3 asi as2 ass zZ z

1 0 0 0

hi a1 a2 a3
ho a21 a2 as3
hs az1 az2 as3

donde a la matriz A = se le llama matriz de la

: o ~ 1 0
transformacion afin y se puede escribir en blogues como A = < P )

Obsérvese que las ecuaciones (6.1) y (6.2) son equivalentes.

La transformacion identidad queda definida mediante la matriz identi-
dad I como matriz asociada a la aplicacion lineal y traslacion nula (A =1y
h=0enlaec. (6.1)).

A continuacion se van a considerar las semejanzas en el espacio (en el
caso del plano real, ya se han visto en la seccion 4.2).

6.1.4. Producto de transformaciones afines

El producto (o composicién) de transformaciones afines (ver
sec. 6.1.1) es otra transformacion afin.

Lo que se ha visto para el plano real en la seccién 4.1.4 es valido también
en el espacio real y es de aplicacién en este capitulo.
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6.1.5. Caracterizacion de una transformacion afin

Para determinar una aplicaciéon lineal en el espacio de matriz A se ne-
cesita la imagen de tres vectores linealmente independientes (que forman una
base) y para determinar el vector de traslacion h se necesita la imagen de un
punto. En consecuencia, se tiene el siguiente resultado.

Una transformacién afin en el espacio queda determinada al fijar la
imagen de cuatro puntos sin que haya tres alineados. Ello se debe a que al
fijar la imagen por h de los puntos P, @), R y S no alineados tres a tres
(P' = h(P), @ = h(Q), R = h(R), S’ = h(9)), se fija la imagen de una
base de R3 por la aplicacion lineal asociada con matrlz A (7' = Aq, 7' = A7,

7=, o

Asdondeq—]@ r—ﬁ s—ﬁ q"’—P’Q’ 7' =P'R § =PY5).
El vector traslacién se determina como h = OP’ A- O? En la figura inferior
se incluye un esquema representativo.

b4
R
s
P .
— 0
q y
x o

Fijar la imagen de cuatro puntos del espacio no alineados tres a tres es
equivalente a imponer 12 ecuaciones (4 puntos por 3 coordenadas por punto)
lineales independientes por lo que se tiene un sistema compatible y deter-
minado con solucién dnica para los 12 parametros de la matriz A. A priori,
la transformacién afin asi determinada no tiene porqué ser una semejanza,
depende de los valores de las imégenes de los puntos considerados.

6.2. SEMEJANZAS EN EL ESPACIO REAL

Primero se veran las traslaciones, las simetrias puntuales y las homote-
cias que son una extension directa de las transformaciones planas vistas en la
seccién 4.2. Seguidamente se verdn las simetrias planas, los giros respecto a
un eje y las simetrias axiales.
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6.2.1. Traslaciones

Sea 1 un vector (fijo, no nulo) de R3. Al igual que en el plano (ver sec.
4.2.1), se denomina traslacion T} de R? a la isometrfa (directa) que verifica
T;(P) = P' = P+ h (i.e., h = ﬁ es el vector con origen en el punto Py
finalizacion en P’ ver seccion 5.1.1) para cualquier P € R3.

En la imagen adjunta se muestra la trasla-
cion de la figura (triangulo) de vértices P(1,2,0),
Q(1,1,0) y R(3,1,0) situado en el plano XY por
el vector h = (2,0,2) obteniendo el tridngulo de-
finido por los vértices P/, Q' y R'.

Sea h = (h1, hg, h3). La imagen ﬁ’(l,x’,y’,z’) de un punto ]3(1,30,@/, 2)
por T con matriz Aj es

1 1 0 0 0 1
Z | [ 1 00 T . ~ 5
v 1= e 010 E e, PP=A; P
2 hs 0 0 1 z

Obsérvese que la matriz A de la aplicacién lineal asociada a la trans-
formacion afin es la matriz identidad y el vector de traslacion es h (ver ec.
(6.2)).

Al realizar una traslaciéon no nula (i.e. h # 0) ningtin punto se mantiene
invariante. Es facil comprobar que la transformacion inversa a T} es T' ., es

decir, es otra traslacion de matriz A_;.

6.2.2. Simetrias respecto un punto

Una simetria respecto a un punto C, al igual que
en el plano real (ver sec. 4.2.2), se denomina simetria
puntual y se denota S¢. Se caracteriza pogme la ima-
gen P’ de un punto P de R? verifica que CP' = —C?,
es decir, el punto P’ equidistante a C situado sobre la
recta que pasa por Py C. Si C es el origen se suele
denominar, simplemente, simetria central.

Sea Ao la matriz de una simetria central. Si P'(z’,/, ') es el homélogo

de P(z,y,z) respecto una simetria central se verifica que O?’ = —OPF' en
consecuencia, la matriz de la aplicacién lineal asociada es la identidad cam-
biada de signo. Como el origen es invariante, el vector de traslacién es nulo.
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Por tanto, se tiene que

1 1 0 0 0 1
Z | (o -1 0 o "2 PP
s 1=1o o -1 o | ie, P=Ap-P
z 0O 0 0 -1 z

Si se quiere hacer una simetria puntual respecto a un punto cualquiera
C, basta con trasladar el punto C' al origen, realizar una simetria central y
hacer la traslacion inversa. Por tanto, la matriz de transformacion de una
simetria puntual respecto de un punto cualquiera C, A, es (ver sec. 6.1.4)

donde h = C@ = —O?.

El tnico punto que se mantiene invariante al aplicar una simetria pun-
tual es el centro C. Es facil comprobar que la inversa de una simetria puntual
de matriz Ac es ella misma puesto que AC AC = A AO A- -A_h -AO 'AE =

A Ao-T-Ag-Ap=A ;- T-A.=T.

6.2.3. Homotecias

Al igual que en el plano real (ver sec. 4.2.4), se denomina homotecia
de centro el punto C y razén k > 0 a la transformacion Hey, de R3 que se

caracteriza porque CP’ =k- ﬁ para cada P € R3. Las homotecias no son
isometrias (salvo cuando k = 1).

Las figuras homotéticas son semejantes y los segmentos homologos (ho-
motéticos) mantienen la razon de proporcionalidad k respecto los originales.
Por tal razon, para k > 1 las figuras homotéticas son mds grandes que las
originales, y para k < 1 son més pequenas.

Si se aplica una homotecia de razén k = 2 con ,
centro al origen, Hp 2, al cuadrado unidad de vérti- ®| | ‘ ’
ces P(%,0,0), Q(%,O, 1), R(0, %, 1), S(0, %,0)
se obtiene el cuadrilatero dado por los puntos . .| & 1
P'(+/2,0,0), Q'(v/2,0,2), R'(0,v2,2), S’(0,v/2,0) B3 /
que vuelve a ser otro cuadrado como se observa en e~
la figura adjunta puesto que es una semejanza. NoO-
tese que los lados del cuadrado homotético miden 2 voot0t o x
unidades, es decir, k veces la longitud inicial.

S

El homologo P'(2',y',2") de un punto P(z,y,z) por una homotecia de
razoén k > 0 centrada al origen O, Hp y, viene dado por multiplicar por k las
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—
coordenadas de P, es decir, OP' = k‘-O‘P>, por lo que la matriz de la aplicaciéon
lineal asociada es la matriz identidad multiplicada por k (ver ec. (6.1)). Como
el origen es invariante, el vector de traslaciéon es nulo. En consecuencia, la
ecaucién matricial de la homotecia es

1 1 0 0 O 1
x 0 £k 0 O x . =, = =~
y, = 00 k 0 y , 1.e., P = AO,k - P.
2 0 0 0 k z

Si se quiere realizar respecto otro punto C' distinto al origen primero hay
que situar C al origen mediante una traslacién, realizar la homotecia pedida
respecto el origen, y deshacer la traslacion previa (ver sec. 6.1.4),

Aok = A_g- Ack - Ay,

donde h = (% = —O?.

El tinico punto invariante por una homotecia es el centro C, excepto
cuando k£ = 1 puesto que entonces todos se mantienen invariantes. Se com-
prueba fécilmente que la transformacion inversa a He . es Hc 1 /p, puesto que
Ack - Acae =1

Si cada coordenada se multiplica por un factor positivo distinto se tiene
un cambio de escala, ahora bien, esta transformacién ya no es una semejanza
v no se va a considerar aqui.

6.2.4. Giros sobre un eje y simetria axial

Sea e una recta de R3 y a € [0, 27[. Se llama giro de eje e y amplitud o
a la isometria (directa) del espacio, denotada Ge o, que a cada punto P € R?
le hace corresponder el punto P’ de manera que:

e se mantiene la distancia al eje: d(P,e) = d(F’,e).
e ¢l eje e estd contenido en el plano mediatriz (tnico) del segmento PP’.
e « es el angulo que forman los planos dados por P con e, y P’ con e.
. —
Por tanto, « es el dngulo que también forman ﬁ y AP’, donde A es el punto
de corte del eje e con el plano ortogonal al eje que pasa por Py P’. El signo

de « o el sentido de giro viene dado por la direccién positiva del eje e teniendo
presente la regla de la mano derecha (ver sec. 5.1.3).
Si 0 < a < 360° entonces los tinicos puntos invariantes son los del eje e.

Si o = 0 todos los puntos se mantienen invariantes. En el caso en que o = 180°
se le denomina simetria axial respecto el eje e.
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Sea e la recta que pasa por A(1,1,0)

y tiene como vector director @ = (0,0, 1). b4
En la imagen adjunta se muestra la trans-
formacion del segmento PQ con P(0,0,0),
Q(1,0,0), por el giro de eje e y ampli-
tud 180° en otro segmento P’Q’ siendo
P'(2,2,0) y Q'(1,2,0). Obsérvese que P'Q’
es el simétrico de PQ respecto el eje e.

/0'(1,2,0)
P'(2,2,0)

Denotaremos /L,a la matriz del giro G . Sea P(z,y, z) un punto del
espacio y P'(z/,y/, 2") su homologo por Ge . Cuando e es el eje OX, utilizando
propiedades trigonométricas, se obtiene que la transformacién viene dada por

1 0 0 0
01 0 0

0 0 cosa —sena
0 0 sena cosa

,ie., P'= Aox.a - P.

IS IS T

1
2!
Y
o

De la misma forma, cuando e es el eje OY el giro viene dado por,

1 1 0 0 0 1
x’ 0 cosa 0 —seno T . ~ ~
s 1= o 0 1 0 y | ie, P'= Aoy, - P.
2! 0 sena 0 cosa z

Finalmente, cuando e es el eje OZ la transformacién viene dada por,

1 1 0 0 0 1
! 0 cosa —sena O T . ~, ~ ~
v | | 0 sena cosa 0 y |’ e, P'= Aoz P.
Z 0 0 0o 1 2

Se comprueba facilmente que la inversa de G o es G¢ —o. En consecuen-
cia, la inversa de una simetria axial es ella misma puesto que Ger = Ge _r.
Cuando e coincide con un eje cartesiano, la matriz asociada al giro de angulo
—a coincide con la matriz traspuesta del giro de angulo a.

Recuérdese que, por convencién, los dngulos de rotacién positivos pro-
ducen rotaciones en sentido antihorario (en contra de las manecillas del reloj)
sobre el eje de rotacién si se observa el giro desde la parte positiva del eje
(ver la regla de la mano derecha de la seccion 5.1.3). La direcciéon positiva
del eje la marca el sentido de su vector director. Para los ejes coordenados
se suelen utilizar los vectores directores habituales: i =(1,0,0), 7 = (0,1,0),
k= (0,0,1).
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Si se quiere realizar un giro de angulo « respecto otro eje e distinto a
los ejes cartesianos se procede como se indica en los pasos siguientes que luego
se concreta en la ecuacion (6.3):

(i) Primero se traslada el eje e para que pase por el origen.

(ii) Luego se realizan dos giros para que el eje trasladado coincida con el eje
0Z.

(iii) Seguidamente se realiza el giro pedido sobre el eje OZ con Apzq.-
(iv) Se deshacen los giros de (ii) en orden inverso.

(v) Se deshace la traslacion de (i).

Dado P un punto cualquiera del eje de giro e y h = m = —O?, se
consideran las matrices de traslaciéon flﬁ yA j; bara trasladar el eje al origen
y para devolverlo a su posicion inicial respectivamente. Sea 7 = (ny, ng, n3) el
vector director del eje de rotacion elegido de médulo unidad. 77 también indica
el sentido positivo del eje, por tanto, si se utilizara el vector —i equivaldria
a rotar en sentido contrario. A partir de la figura inferior izquierda se tiene
que 7 = (n1,n2,n3) = (cosd,cos3,cosvy) donde 6, 5,v son los angulos del
vector director 77 con los ejes cartesianos. Se definen ¢, 8 como los angulos de
proyeccion del vector director con los planos coordenados como se ve en las
figuras inferiores centro y derecha. Girando un dngulo ¢ sobre el eje OX y
un angulo € sobre el eje OY se consigue poner el eje de giro e ya trasladado
al origen sobre el eje OZ. Estos giros se consiguen con las matrices Ao X0 Y
Aoyg, y con Aoy 0y Ao x,—¢ se deshacen. Ademads, para realizar los giros
anteriores no hace falta obtener los dngulos, pues es suficiente con sus valores
cosenos y senos que verifican sen¢ = 12

— n3 —
cos¢p = senf =
Ve 0 = e

ni, cosf = \/n3 + n% como se puede deducir de las figuras inferiores y las
relaciones trigonométricas de un tridngulo rectangulo. De ese modo se tiene

que

10 0 0
oo 0 0
OXe =1 0 0 ng/v/n3+ng —no//ni+nd |’
0 0 ng/y/n3+n3 n3/y/nj+nj
1 0 0 0
~ 0 /n3+n3 0 —n
Aove=1¢ "% 7 0
0 n1 0 \/n2+n3
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h!
”J ’ ’
R n, n=(n,m,n,)

Zin2
yn3+n3

Si\/n3 + n% = 0 significa que el eje de giro es paralelo al eje OX por lo que no
se requiere aplicar ningtn giro sobre el eje OX (se puede tomar Apx ¢ como
la identidad).

En resumen, dado un eje de giro e determinado por un punto P y un
vector director unitario 77 = (n1,n2,n3), la matriz que realiza la transforma-
cion de girar un angulo « en sentido antihorario (segin la regla de la mano
derecha en la direccion positiva de 7, ver seccién 5.1.3) es (ver sec. 6.1.4)

Ao =A ;- Aox—¢-Aoy-o- Aoza - Aove - Aox.e - A;. (6.3)

Un eje de giro es una recta e que también se puede determinar por dos
puntos distintos Q(q1,¢q2,q3) y R(r1,r2,73) de ésta. En este caso se puede

tomar P = Q y i = (ny,n9,n3) = HRl HR (q1—71,92—72,q3—73)

V(@) Ha2—r2) +Haz—ra)”
Se insiste en que el signo de rotacion positivo en el dngulo viene dado por
la regla de la mano derecha con el pulgar apuntando en el sentido del vector
director 7 (ver sec. 5.1.3). Ello implica que se debe ir con atencion a la hora
de nombrar los puntos puesto que, como QR = —@, puede ser que no se
obtenga la orientacién de giro adecuada sino la contraria.

6.2.5. Simetrias respecto un plano

Dado un plano 7 se llama simetria ortogonal, o simplemente simetria
plana respecto a 7 a la isometria (inversa), denotada Sy, que a cada punto P
de R? le hace corresponder el punto P’ de manera que 7 es el plano mediatriz
del segmento PP’. A su matriz la denotaremos A.

Sea 7 el plano horizontal dado por 417
z = 2. En la imagen adjunta se muestra el B 1?’(2 5,4)
simétrico respecto a 7 del punto P(2,5,0) YA
que viene dado por P’(2,5,4). Obsérvese ot /.
que el plano 7 corta perpendicularmente J Y
al segmento PP’ por su punto medio. x/  P25)0)

Sea ﬁ’(l,x’,y’, 2') la imagen de un punto A]?(l,Nx,y, z) por una simetria
respecto el plano 7, entonces se tiene que P’ = A, - P. Cuando se realiza una
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simetria respecto algin plano coordenado simplemente hay que cambiar el
signo a la coordenada restante. Mas concretamente, una simetria axial respecto
el plano XY (plano z = 0) viene dada por

1 1 0 0 O 1
| o100 0 e T
y, = 00 1 0 y ,1.e.,P —AXY P,
2 0 00 —1 z

una simetria axial respecto el plano Y Z (plano x = 0) viene dada por

1 1 0 00 1

x 0 -1 00 x ~ = ~
= ...P/:A P

yl 0 0 1 0 y 71e7 YZ )

2 0 0 01 z

y una simetria axial respecto el plano XZ (plano y = 0) viene dada por

0

0
-1

0

,ie., P'=Axyz - P.

o O O
O O = O
_ o O O
IS A

1
2
Y
o

Si se desea realizar la simetria respecto un plano cualquiera 7 = ax +
by + ¢z + d = 0 basta con situarlo sobre el plano XY, realizar una simetria
con Axy y retornarlo a su posicién inicial. Para ello se realizan los siguientes
pasos obteniéndose la ecuacion (6.4):

(i) Se traslada 7 para que pase por el origen.

(ii) Se realizan dos giros para ponerlo horizontal, es decir, para que el vector
. . . . L — 1
director unitario del plano (y perpendicular a éste) 77 = W(a, b, c)
sea paralelo al eje OZ. Ello se consigue mediante los giros determinados
por las matrices Apx,s ¥y Aoy,s de la seccion 6.2.4 con los valores actuales
de 7.

(iii) Se realiza una simetria respecto el plano XY
(iv) Se deshacen los giros de (ii) en orden inverso.

(v) Se deshace la traslacion de (i).

En consecuencia (ver sec. 6.1.4),

Ay = g_g Aox.—¢-Aoy—o-Axy - Aoye - Aox.s - gp (6.4)
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donde, si P es un punto cualquiera del plano 7, h= ]@ = —077.

Los puntos del plano 7 son los tnicos invariantes. Es facil comprobar
que la inversa de una simetria plana es ella misma.

Una simetria central (ver sec. 6.2.2) se puede obtener como producto de
las tres simetrias dadas por los planos coordenados (el orden no importa al
conmutar las matrices por ser todas diagonales), obteniendo su matriz como
la matriz producto: Ap = Axz - Ayz - Axy.

6.2.6. Productos habituales de semejanzas en R?

Al igual que en R?, las ecuaciones que definen las semejanzas suelen
ser mas sencillas cuando se aplican al origen O, sobre el eje OZ o sobre el
plano XY y para obtener las ecuaciones fuera de estos casos se suelen utilizar
productos de transformaciones ya conocidas en vez de calcular directamente
dichas ecuaciones como se ha visto en las secciones anteriores.

Sea e un eje, m un plano, C' un punto y h= C@ = —O? el vector que
tiene origen en C'y final en O. Sea o un dngulo y £ > 0 una razén cualesquiera
fijados. A continuacion se muestran algunos casos de producto (composicion)
de semejanzas utilizados habitualmente para realizar semejanzas con centro
distinto al origen, eje distinto a la recta OZ o plano distinto al plano XY.
Recuérdese que cuando se tiene un producto de transformaciones éstas se van
multiplicando de derecha a izquierda.

1. S¢ =T ;-So-T}, es decir, para realizar una simetrfa puntual con centro
un punto cualquiera C', primero se traslada dicho punto al origen, luego
se realiza la simetria central, y finalmente se deshace la traslacién inicial
(ver sec. 6.2.2).

2. Hoy = T—E “Ho - TE’ es decir, para realizar una homotecia con centro
un punto cualquiera C', primero se traslada dicho punto al origen, luego
se realiza la homotecia respecto al origen, y finalmente se deshace la
traslacion inicial (ver sec. 6.2.3).

3. G&a = T_H‘GOX,f(b'GOY,fG'GOZ,a‘GOY,G'GOX,qﬁ'T;'L' donde C es un punto
cualquiera del eje e, ¢ es el d&ngulo que va de la proyeccién del eje sobre el
plano Y Z al eje OZ, 0 es el angulo que va de la proyeccién del eje sobre
el plano XZ al eje OZ (ver sec. 6.2.4). Es decir, para realizar un giro
alrededor de un eje cualquiera, primero se sitia dicho eje sobre el eje OZ,
luego se realiza el giro respecto al eje OZ y finalmente se deshacen las
transformaciones iniciales. Para situar el eje e sobre el eje OZ primero
se traslada para que pase por el origen y luego se realizan dos giros uno
sobre el eje OX y otro sobre el eje OY para ponerlo vertical.
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4. Sﬂ = T—H . GOX7—¢ . G0y7_9 . SXY . G()y,g . GOX,(;S : TH donde C es un
punto cualquiera del plano de simetria 7, ¢ es el angulo que va de la
proyeccion del vector director del plano m sobre el plano Y Z al eje OZ,
0 es el angulo que va de la proyeccion del vector director del plano
sobre el plano X Z al eje OZ (ver sec. 6.2.5). Es decir, para realizar una
simetria respecto a un plano cualquiera, primero se sitiia dicho plano
sobre el plano XY, luego se realiza la simetria sobre el plano XY, y
finalmente se deshacen las transformaciones iniciales. Recuérdese que el
vector director de un plano es perpendicular a dicho plano. Para situar
el plano 7 sobre el plano XY primero se traslada para que pase por el
origen y luego se realizan dos giros uno sobre el eje OX y otro sobre el eje
QY para poner vertical el vector director del plano y, en consecuencia,
situar el plano de forma horizontal.

6.3. EJEMPLOS DE SEMEJANZAS EN EL ESPA-
CIO REAL

En esta seccion se van a ver ejemplos de las transformaciones vistas en
la seccién 6.2 y de algunos productos. Recuérdese que para las figuras curvas
en R? de N puntos se utiliza una matriz en donde cada columna representa a
un punto el espacio en coordenadas homogéneas (ver sec. 5.2.1),

1 1 1 .- 1

I B (6.5)
Yy Y2 Ys -+ YN
Z1 %2 23 - ZN

Por ese motivo se pueden calcular las imagenes por una transformacion afin de
matriz A de todos los puntos que definen la curva con un tnico comando, P’ =
A - P, que escribimos como sigue (adaptar los nombres segun corresponda).

Ppt=At«Pt; $ P-prima-tilde = A-tilde x P-tilde

Para las figuras dadas por curvas el comando de representacion grafica
utilizando coordenadas homogéneas es (ver sec. 5.2.1)

plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Pt=([1;%x;v;2])

Como se ha visto en las seccién 5.2.2, para representar una superficie se
requiere de una matriz (una malla) de vectores de puntos

P(i,j) = Y] ci=1,....n9, j=1,...,n1, (6.6)
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por lo que se tiene un array Pt con tres dimensiones. En este caso no se
pueden calcular todas las imagenes a la vez y se necesita de dos bucles',

Pli,j)=A-P(i,§), i=1,...,n0, j=1,...,n1,

que calculamos de la siguiente forma:

Ppt=Pt; for j=1l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, J, :)=At*reshape (Pt (i, j,:),4,1); % Ppt=At«Pt
end;end; % fin bucles malla

El comando utilizado para la representacion grafica de superficies es (ver
sec. 5.2.2)

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4))

aunque también hay otros comandos posibles como, por ejemplo, contour,
surfc, mesh, meshc, y pcolor.

Para no tener que repetir los comandos para curvas y para superficies,
se va a incluir un condicional para diferenciarlos:
if ndims (Pt)< 3, comandos para curvas
else, comandos para superficies
end;
Si la variable Pt tiene tres dimensiones (ver ec. (6.6)), entonces se esta con-
siderando una superficie. Si es menor que tres (ver ec. (6.5)) entonces se esta
considerando una curva. Por tanto, para aplicar la transformaciéon dada por
la matriz At se van a ejecutar los comandos siguientes:

if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«Pt; % Ppt=At+«Pt en CURVA 3D

else, Ppt=Pt;for j=1l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, j,:),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

De forma similar, para la representacion grafica se diferenciara segin la
variable Pt tenga tres dimensiones (una superficie, ver ec. (6.6)) o menos (una
curva, ver ec. (6.5)). Se representaran los puntos iniciales (Pt) y los puntos
transformados (Ppt). Para ello se utilizaran los comandos siguientes:

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) s Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))% Superficie
surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie

!Se podria omitir un bucle calculando la imagen de toda una fila o columna de puntos
de la malla a la vez, pero no simplifica el proceso de forma significativa.
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En caso de querer dibujar encima de un grafico anterior se debe comentar
o elimnar la linea que empieza con figure, - - -. En caso de querer calcular
s6lo la imagen de un punto basta con tratar el punto como si fuera una curva.

Aunque més adelante, en la seccién 6.3.7, se indica como proceder para
el producto de transformaciones genéricas, se ha optado por presentarlo de
forma compacta en los productos habituales vistos en la seccidon 6.2.6. De este
modo, para realizar una semejanza concreta basta con definir sus elementos

o

esenciales en la linea marcada con %... (VARIAR) y tener predefinida la
figura (o puntos) a transformar en Pt.

6.3.1. Ejemplo de traslaciéon

Se va a trasladar una figura situada sobre el origen O(0,0,0) a la po-
sicion Q(3,—3,0), por tanto, el vector de traslacion es h = @ =Q-0=
(3,—3,0) (ver sec. 6.2.1). Se considera primero la figura curva de la seccién
5.3.2 que se asume definida en Pt. Seguidamente se efectiian las 6rdenes si-
guientes obteniendo la imagen inferior izquierda en donde se observa a la
izquierda la curva inicial situada sobre O y a la derecha la curva trasladada
situada sobre Q.

SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

SE COLOCA en Ppt la TRASLACION

h=[3;-3;0]; % Vector traslacidén (VARIAR)
Ah=eye (4) ;Ah(2:4,1)=h% MATRIZ DE TRASLACION

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=Ah;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«Pt; % Ppt=AtxPt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, 3, :),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; % Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title('Traslacidén')

o oo
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Traslacién Traslacion

Seguidamente se transforma la figura dada por el paraboloide de la sec-
cion 5.3.4 que se asume definida en Pt. Se ejecutan los comandos anteriores
obteniendo la imagen superior derecha en donde se observa a la izquierda la
superficie inicial situada sobre O y a la derecha la superficie trasladada situada
sobre Q).

Para realizar cualquier otra traslacién basta ejecutar los comandos an-

Q

teriores modificando tnicamente la linea marcada con %... (VARIAR).

6.3.2. Ejemplo de simetria respecto un punto

Se calcula primero la simetria respecto el punto C(1,0,0) (ver sec.
6.2.2) de la figura curva de la seccion 5.3.2 que se asume definida en Pt. Con
los comandos siguientes se obtiene la imagen inferior izquierda en donde se
observa el muelle inicial méas elevado, el muelle simétrico mas bajo y el centro
de simetria marcado con un asterisco.

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

% SE COLOCA en Ppt el SIMETRICO POR UN PUNTO

C=[1;0;0]; % Centro de simetria (VARIAR)

Ac=eye (4);Ac(2:4,1)=-C;Acl=eye(4);Acl(2:4,1)=C;
Ao=diag([1l,-1,-1,-1]1); % Matriz de simetria central
Asc=Acl*Ao*Ac % MATRIZ DE SIMETRIA PUNTUAL

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —--
At=Asc;if ndims (Pt)< 3, Ppt=AtxPt; $ Ppt=At«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt; for j=1l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, j,:),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) s Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))% Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie —-—
title('Simetria respecto un punto');
plot3(C(1l),C(2),C(3), 'r+x") % Se dibuja el centro C
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Simetria respecto un punto Simetria respecto un punto
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0.2

0.1

Seguidamente se transforma el paraboloide de la seccion 5.3.4 que se asu-
me definido en Pt. Se ejecutan los comandos anteriores obteniendo la imagen
superior derecha en donde se observa la superficie inicial arriba a la izquier-
da, la simétrica abajo a la derecha y el centro de simetria marcado con un
asterisco.

Para realizar cualquier otra simetrfa puntual basta ejecutar los coman-

[o)

dos anteriores modificando tinicamente la linea marcada con %. .. (VARIAR).

6.3.3. Ejemplo de homotecia

Se va a realizar un zoom al 150 %, es decir, una homotecia de razén
k = 1.5, respecto al punto C(1,1,1) (ver sec. 6.2.3) de la figura curva de la
seccion 5.3.2 que se asume definida en Pt. Con los comandos siguientes se
obtiene la imagen inferior izquierda en donde se observa el muelle inicial més
pequeinio, el homotético que es el més grande y el punto sobre el que se realiza
la homotecia marcado con un asterisco.

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE
% SE COLOCA en Ppt los HOMOTETICOS

r=1.5;C=[1;1;1]; % Razén y centro (VARIAR)

Ac=eye (4);Ac(2:4,1)=-C;Acl=eye(4);Acl(2:4,1)=C;
RAor=diag([l,r,r,r]); % Matriz homotetica de razdn r
AhCr=Acl*Aor+Ac % MATRIZ DE HOMOTECIA

$ A continuacién: CALCULO REPRESENTACION grafica —-
At=AhCr;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«Pt; % Ppt=At+«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, J,:),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie —-—
title ('Homotecia (zoom) ') ;

plot3(C(1l),C(2),C(3),"'xr"); % Se dibuja el centro C
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Homotecia (zoom) Homotecia (zoom)

Seguidamente se transforma el paraboloide de la seccion 5.3.4 que se asu-
me definido en Pt. Se ejecutan los comandos anteriores obteniendo la imagen
superior derecha en donde se observa la superficie inicial (la superior), la su-
perficie homotética (la inferior) y el centro sobre el que se realiza la homotecia
marcado con un asterisco.

Para realizar cualquier otra homotecia basta ejecutar los comandos an-

[o)

teriores modificando tnicamente la linea marcada con %... (VARIAR).

6.3.4. Ejemplo de giro y simetria respecto un eje

Se va a realizar un giro de 180° o simetria axial respecto a la recta
dada por z =y = z—1 (ver sec. 6.2.4) a la figura curva de la seccion 5.3.2 que
se asume definida en Pt. La recta se determina mediante dos puntos distintos
de ésta. En este caso se toman, por ejemplo, Q(0,0,1) y R(1,1,2) que verifican
las ecuaciones de la recta. Se toma como vector director unitario N de la recta
el vector @ normalizado, en consecuencia, el sentido positivo de la recta es
el que va de R a Q. Ello define el sentido positivo de giro mediante la regla
de la mano derecha poniendo el pulgar en R en direcciéon a @ (ver sec. 5.1.3).
Con los comandos siguientes se obtiene la imagen inferior izquierda en donde
se observa en vertical el muelle inicial e inclinado el muelle girado. También
se representa el segmento RQ que es un trozo del eje de giro y la posicién de
(@ con un asterisco que indica el sentido positivo de la recta.

SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

SE COLOCA en Ppt el GIRO

a=pi;0=[0;0;11;R=[1;1;2],; % Angulo,Q,R (VARIAR)
N=(Q-R) /norm (Q-R) ;n2n3=sqgrt (N(2) "2+N(3)"2); % de R a Q
Ag=eye (4);Aq(2:4,1)=-Q;Agl=eye(4) ;Aql (2:4,1)=0Q;
Aoy=eye (4);RAoy (2,2)=n2n3;Aoy (4,4)=Roy (2,2);
Aoyl=Aoy;Aoy(2,4)=-N(1);RAoy (4,2)=-Roy (2,4);
Aoyl (4,2)=RAoy (2,4); Aoyl (2,4)=Rhoy(4,2);

1f (n2n3<1le-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; $ Aox=1I

o
o
o
o
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Aox=eye (4) ;Aox (3,3)=N(3) /n2n3;RAox (4,4)=Rox(3,3);
Aoxl=RAox;RA0x(3,4)=-N(2)/n2n3;Aox (4,3)=—RAox(3,4);
Aox1(4,3)=RAox(3,4);Aox1(3,4)=RAox(4,3);

Aoz=eye (4);RA0z (2,2)=cos (a);Ao0z(3,3)=Roz(2,2);

Aoz (2,3)=—-sin(a);Aoz (3,2)=—-RAocz (2,3);
Aea=Agl*AoxlxAoyl*xAozxAoy*Aox*xAqs MATRIZ DE GIRO

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica --
At=Aea;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«Pt; % Ppt=At+«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :) =At*reshape (Pt (i, j,:),4,1); % Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt (2, :),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie —-—
title('Giro de &ngulo a respecto el eje r');

xy=[Q,R] ";plot3(xy(:,1),xy(:,2),xy(:,3),'c");
plot3(Q(1),0Q(2),Q(3),"*r");

Girode angulo arespecto el eje r Giro de angulo a respecto el eje r

LA b L o o v ow s

Seguidamente se transforma el paraboloide de la seccién 5.3.4 que se
asume definido en Pt. Se ejecutan los comandos anteriores obteniendo la ima-
gen superior derecha en donde se observa abajo la superficie inicial y arriba
la girada respecto el segmento de recta también representado. También se
muestra la posicién de () con un asterisco que indica el sentido positivo de la
recta.

Para realizar cualquier otro giro basta ejecutar los comandos anteriores
modificando tGnicamente la linea marcada con %... (VARIAR).

6.3.5. Ejemplo de simetria respecto un plano

Definiremos un plano = en R? mediante un punto P y un vector per-
pendicular a éste V. Si m se define mediante una restriccion lineal del tipo
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ax + by + cz 4+ d = 0 donde a, b, ¢, d son coeficientes reales se puede elegir
N = (a,b,¢) (no nulo) y P un punto (z,y, z) cualquiera que verifique la res-
triccion. Alternativamente, si el plano se determina por tres puntos A, B, C
no alineados se puede tomar P = A, v N = E x AC. Si A, By C son los
vectores que definen los puntos A, B y C, entonces N=cross (B—-A, C-A).

En este ejemplo se busca la simetria de la figura curva de la seccién
5.3.2 respecto el plano m = z +y + 2z — 1 = 0 (ver sec. 6.2.5) que se asume
definida en Pt. En este caso se puede tomar P(1,0,0) que verifica la ecuacion
y N = (1,1,1). Se ejecutan los comandos siguientes y se obtiene la imagen
inferior izquierda en donde se observa el muelle original en vertical, el muelle
simétrico inclinado y un trozo del plano de simetria.

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

% SE COLOCA en Ppt el SIMETRICO POR UN PLANO
P=[1;0;0];N=[1;1;1];% P, N (VARIAR)
N=N/norm(N) ; n2n3=sqgrt (N (2) "2+N(3) *2) ;

Ap=eye (4);Ap(2:4,1)=-P;Apl=eye(4);Apl(2:4,1)=P;

Aoy=eye (4) ;Aoy (2,2)=n2n3;Aoy (4,4)=Roy (2,2) ;Aoyl=RAoy;

Aoy (2,4)=-N(1);RAoy(4,2)=-Roy(2,4);Royl(4,2)=Roy(2,4);

Aoyl (2,4)=RAoy(4,2); Axy=diag([1,1,1,-11);

if (n2n3<1le-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; $ Aox=I

Aox=eye (4) ;RAox (3,3)=N(3)/n2n3;Aox (4,4)=Rox (3, 3);
Aox1l=RAox;RA0x(3,4)=-N(2) /n2n3;RAox (4,3)=—RAox(3,4);

Aox1 (4,3)=Rox(3,4);Aox1(3,4)=Rox(4,3);
Aspi=Apl*AoxlxAoyl+AxyxAoy*Aox*Ap % MATRIZ DE SIMETRIA

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=Aspi;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«Pt; $ Ppt=At+«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, J, :)=At*reshape (Pt (i, j,:),4,1); $ Ppt=At+«Pt SUPERFICIE
end;end; end; % Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:))% Curva 3D
plot3(Ppt (2, :),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title('Simetria respecto un plano');

%$Se dibuja un trozo del plano (a partir de 4 puntos)
fi113([(1;0;-1,0],[0;1;1;01,([0;0;1;1],'c") % (VARIAR)
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Simetria respecto un plano

Simetria respecto un plano

Seguidamente se transforma el paraboloide de la seccion 5.3.4 que se
asume definido en Pt. Se ejecutan los comandos anteriores obteniendo la ima-
gen superior derecha en donde se observa abajo en horizontal la superficie
inicial, arriba a la derecha la simétrica y un trozo del plano de simetria.

Para realizar cualquier otra simetria plana basta ejecutar los comandos
anteriores modificando inicamente la linea marcada con %... (VARIAR).

6.3.6. Ejemplo de cizallamiento o sesgado

En un cizallamiento o sesgado la imagen se deforma de modo distinto
en diferentes zonas y permite simular distintas perspectivas. Esta transforma-
cién no es una semejanza y se incluye como ejemplo de tales transformaciones
afines. Sea e un eje ordenado, un cizallamiento o sesgado en la direccién
de e desplaza cada punto una longitud proporcional a sus distancias a e y se
denotara C, con matriz Ac . El cambio en el eje ordenado es una combinacién
lineal de las coordenadas iniciales transformando un cubo en un paralelepipe-
do. Si e no es un ¢je ordenado, se sitta sobre el eje OZ, se hace el cizallamiento

y se deshacen las transformaciones iniciales al igual que en un giro (ver sec.
6.2.4).

Un cizallamiento en la direcciéon de los ejes ordenados OX, OY y OZ
queda determinado por las siguientes matrices con a y b no nulos a la vez:

1 000 1 000 1 00 0
~ 01 a b | ~ 010 0| ~ 01 0 0
Acox=| ¢ o 1 ¢ |"Aeor=| g 4 1 b [A07=| o o 1 0

00 0 1 00 0 1 0 a b 1

Los tnicos puntos invariantes son los del eje (puesto que estdn a dis-
tancia nula del mismo). La transformacién inversa es otro cizallamiento con
los coeficientes no nulos fuera de la diagonal cambiados de signo en la misma
posiciéon de la matriz.
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Se considera la figura curva de la seccién 5.3.2 definida en Pt y se calcula
su cizallamiento con constantes de proporcionalidad a = b = 1 respecto al eje
e =x =vy,z = 0. Vamos a utilizar dos puntos distintos @) y R para definir
la recta, por ejemplo, Q(—1,—1,0) y R(1,1,0) que verifican su ecuaciéon. Al
igual que en un giro (ver sec. 6.3.4), el orden en que se definen los puntos
indica el sentido positivo del eje y, en consecuencia, el sentido del sesgado.

Con los siguientes comandos se obtiene la figura inferior izquierda en
donde se observa que la figura se deforma (no se mantienen &ngulos ni pro-
porciones entre los lados) y, en consecuencia, no es una semejanza. En vertical
se encuentra el muelle inicial y con inclinacién el muelle sesgado. Se observa
un cizallamiento positivo en la direccién de @, y un cizallamiento negativo
en sentido contrario. También se representa un trozo del eje de cizallamiento
(el segmento QR) y la posicion de @ con un asterisco que indica el sentido
positivo de la recta.

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE
% SE COLOCA en Ppt el CIZALLAMIENTO
a=1;b=1;0=[-1;-1;0];R=[1;1;01;% a,b,0,R (VARIAR)

N=(Q—-R) /norm (Q-R) ; n2n3=sqrt (N(2) "24+N(3)"2); $ de R a 0
Ag=eye (4);Aq(2:4,1)=-Q;Agl=eye(4) ;Agl (2:4,1)=0Q;

Aoy=eye (4) ;Roy (2,2)=n2n3;Aoy (4,4)=Roy (2,2);
Aoyl=Aoy;RAoy(2,4)=-N(1);Aoy (4,2)=-RAoy(2,4);

Aoyl (4,2)=Roy (2,4); RAoyl(2,4)=RAoy(4,2);

1if (n2n3<1e-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; $ Aox=I

Aox=eye (4) ;Aox (3,3)=N(3) /n2n3;Rox (4,4)=Rox(3,3);
Aoxl=Aox;RAox(3,4)=-N(2)/n2n3;RA0x (4,3)=—2Aox(3,4);

Aox1 (4,3)=Rox(3,4);Aox1(3,4)=Rox(4,3);

Aoz=eye (4) ;RA0z (2,2)=cos (a);RAo0z(3,3)=Roz(2,2);

ACoz=eye (4);ACoz (4,2)=a;ACoz (4,3)=b; $ Matriz ACoz
ACe=Agl*AoxlxAoyl+ACoz*xAoy*A0ox*Aq%s MATRIZ DE CIZALLA.

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica --
At=ACe;if ndims (Pt)< 3, Ppt=AtxPt; $ Ppt=At«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, j,:),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) s Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))% Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title('Cizallamiento respecto el eje x=y, z=0");

xy=[Q,R] ";plot3(xy(:,1),xy(:,2),xy(:,3),'r");
plot3(Q(1),Q(2),Q0(3),"*r");

~ Q. ~ ~ ~
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Cizallamiento respecto el eje x=y, z=0 Cizallamiento respecto el eje x=y, z=0.

Seguidamente se transforma la figura de la antena parabdlica de la sec-
cién 5.3.4 que se asume definida en Pt. Se ejecutan los comandos anteriores
obteniendo la imagen superior derecha en donde se observa un cizallamiento
positivo en la direccién de @) y uno negativo en sentido contrario. También se
representa un segmento del eje de cizallamiento. En ambas figuras anteriores
se puede observar una deformacién mayor de la imagen segin los puntos se
alejan del eje.

Para realizar cualquier otro cizallamiento basta ejecutar los comandos
anteriores modificando tnicamente la linea marcada con %... (VARIAR).

6.3.7. Procedimiento para el producto de semejanzas

Vamos ahora a componer varias semejanzas a la figura inicial. Para
ello bastara con seguir los siguientes pasos:

1. Tener definida la figura (curva o superficie) en Pt.

2. Copiar y pegar los comandos de cada transformacion siguiendo el orden
pedido cambiando tnicamente las lineas indicadas con %... (VARIAR)
de modo que se adapte a la transformacién requerida.

3. Intercalar entre las lineas de comandos de cada transformacién el co-
mando Pt=Ppt; para iniciar la siguiente transformacion con la imagen
transformada por la anterior.

4. Comentar los comandos figure que se quiera para representar grafica-
mente sobre una misma figura o una a cada paso.
6.3.8. Ejemplo de producto de transformaciones afines

Se busca el transformado del paraboloide de la seccién 5.3.4 aplicando
primero el giro que sitia el eje OZ (la recta © = y = 0) en la bisectriz del
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primer octante (la recta © = y = z) con apertura hacia valores positivos de
los ejes cartesianos y, a continuacién, desplazandolo una unidad positiva en la
direccién de cada eje coordenado. Como se deduce a continuacion, equivale a
aplicar un giro de angulo 54.7356° sobre la recta que pasa por @ = (0,0,0) y
R = (1,—1,0) y seguidamente una traslacion de vector h= (1,1,1).

El eje e del giro pedido debe ser perpendicular a las rectas © = y = z (bisectriz
del primer octante) y a x = y = 0 (eje OZ) de vectores directores 1 = (1,1,1) y ¥ =
(0,0, 1) respectivamente. El angulo a de giro debe ser el que hay entre los vectores directores
anteriores, es decir, a = 17/1\172 En consecuencia, a = arccos (%) = 54.7356°. Un
vector director del eje esta determinado por el producto vectorial de los vectores directores
de las rectas, N =0 xt = (1,—1,0). Obsérvese que el origen O(0, 0, 0) es la interseccion de
ambas rectas y, por tanto, es un punto invariante que forma parte del eje e. Se toman como
puntosdelarectaQ = Oy R=Q+N = (1,—1,0). El signo del 4ngulo de giro depende de la
orientacion del vector director de la recta teniendo en cuenta la regla de la mano derecha (ver
sec. 5.1.3) apuntando el pulgar hacia @ desde R (ver sec. 6.3.4). Como se quiere que la antena
parabolica tenga como eje la recta z = y = z con la parte céncava hacia el sentido positivo
de los ejes coordenados, se gira un angulo de +«. La segunda transformacién consiste en
una traslacién de vector i = (1,1,1). Se pueden utilizar los siguientes comandos para los
calculos anteriores: N=cross ([1;1;1],[0;0;1]);0=[0;0;0];R=0+N;
a=acos (dot ([1;1;1],[0;0;1])/(norm([1;1;1])*norm([0;0;1])));

A continuacion, se encuentran los comandos que realizan ambas trans-
formaciones segun las indicaciones de la seccién 6.3.7. Primero se asumen
ejecutados los comandos de la seccién 5.3.2 que definen la curva en la variable
Pt. A continuacién se anaden los comandos de la seccién 6.3.4 modificando
solamente la linea marcada con ... (VARIAR) con los datos del giro a rea-
lizar. Antes de aplicar la siguiente transformacion se redefine la variable Pt
con la salida de la transformacién anterior. Finalmente se aplica la traslacién
copiando los comandos de la secciéon 6.3.1 modificando Gnicamente la linea
marcada con %... (VARIAR).

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE
% SE COLOCA en Ppt el GIRO

a=a; 0=[0,0,0]; R=[1,-1,0]; % Angulo,Q,R (VARIAR)
N=(Q-R) /norm (Q-R) ;n2n3=sqgrt (N(2) "2+N(3)"2); $ de R a Q
Ag=eye (4) jAq(2:4,1)=-Q;Aqgl=eye (4);Aql (2:4,1)=0;
Aoy=eye (4) ;Aoy (2,2)=n2n3;Aoy (4,4)=RAoy(2,2);
Aoyl=Aoy;Aoy (2,4)=-N(1);RAoy (4,2)=-Roy (2,4);
Aoyl (4,2)=Roy(2,4); Aoyl (2,4)=Roy (4, 2),
f(n2n3<1e—12)n2n3=1'N(3)—l'N( y=0;end; $ Aox=1I
Aox=eye (4) ;Rox(3,3)=N(3)/n2n3;RAox (4, 4)=Rox (3, 3);
onl=on;on(3,4)=—N( /n2n3,on(4,3)=—on(3,4),
Aox1(4,3)=RAox(3,4);Rhox1(3,4)=Rox(4,3);

Aoz=eye (4) ;RA0z (2,2)=cos (a);RAoz(3,3)=Roz(2,2);
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Aoz (2,3)=-sin(a);Ao0z (3,2)=-RA0cz(2,3);
Aea=Agl*AoxlxAoyl*xAozxAoy*AoxxAqs MATRIZ DE GIRO

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=RAea;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«Pt; % Ppt=AtxPt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, 3, :),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa

if ndims(Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:))% Curva 3D
plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title('Giro de &ngulo a respecto el eje r');

xy=[Q,R] ";plot3(xy (:,1),xy(:,2),xy(:,3),"'c");
plot3(Q(1),Q(2),Q(3),"*r");

°

Pt=Ppt; % Redefinicidén de Pt

SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

SE COLOCA en Ppt la TRASLACION

h=[1,1,1]; % Vector traslacidén (VARIAR)
Ah=eye (4) ;Ah(2:4,1)=h% MATRIZ DE TRASLACION

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —--
At=Ah;if ndims (Pt)< 3, Ppt=AtxPt; $ Ppt=At«Pt CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=At*reshape (Pt (i, j,:),4,1); % Ppt=At+«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

$figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt (2, :),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end%s Superficie —-—
title('Traslacidén')

O o° o

o

Para poder comprobar visualmente que se ha girado el eje del muelle
(eje OZ) alarecta x +y + z = 1 se dibuja un trozo de ésta y se cambia el
titulo por uno més adecuado.

title('Traslacidén sobre un giro anterior')
plot3([0;2],[0;21,[0;2],'r"),view(66,13),axis equal
xlabel ('X'"),ylabel ('Y'"),zlabel('Z")

Al ejecutar los comandos anteriores se obtiene la figura inferior izquierda
en donde se aprecia el muelle inicial en vertical a la izquierda, el muelle girado
al centro junto con un trozo del eje de giro (segmento inferior izquierdo), la
figura final arriba a la derecha y el eje sobre el que se traslada la figura que
es el eje del muelle final.
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Traslacion sobre un giro anterior Traslacion sobre un giro anterior

Seguidamente se transforma la figura curva de la seccion 5.3.4 que se asu-
me definida en Pt. Se ejecutan los comandos anteriores obteniendo la imagen
superior derecha en donde se puede apreciar la superficie inicial (paraboloi-
de) horizontal abajo a la izquierda, la que estd girada abajo a la izquierda
inclinada, el eje de giro a la izquierda, la figura final arriba a la derecha y
el eje sobre el que se traslada la figura que es el eje del paraboloide final. Al
igual que antes, para poder comprobar visualmente que se ha girado el eje del
paraboloide (eje OZ) a la recta x + y + z = 1 se dibuja un trozo de ésta y se
cambia el titulo por uno més adecuado.

6.3.9. Ejemplo de determinacién de una transformacién afin
a partir de cuatro puntos

Como ya se ha visto en la secciéon 6.1.5, conociendo la imagen de cuatro
puntos distintos (sin que haya tres alineados) por una transformacion afin h
en R3, la transformacién queda definida de forma univoca. Vamos a fijar la
imagen de cuatro puntos no alineados tres a tres de la transformacién producto
h de la seccién 6.3.8 para obtener la figura transformada final en un s6lo paso.

Se tiene que P(0,0,0), Q(v/3,0,0), R(0,4/3,0), S(0,0,v/3) son cuatro
puntos no alineados tres a tres, y que P’ = h(P) = (1,1,1), Q" = h(Q) =
(3828392 0), R = h(R) = (22,1351 0), $' = h(S) = (2,2,2). Mediante estos
valores se construye un sistema lineal con solucién dnica que determina la
matriz de la transformacion, es decir, se busca

1 0 0 0 A-P=P
~ hi a1 a2 a3 A-Q=qQ
A= tal ~ < X

ha a21 az a3 aque A-R=R

hs a3 asx ass A-S=9

La matriz A se consigue ejecutando los comandos siguientes. Los cuatro
puntos considerados y sus imdgenes se entran por filas por comodidad y se-
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guidamente se trasponen. Recuérdese que los tres puntos ... permiten partir
un comando en diversas lineas.

% Determinacidén directa de la matriz At (A-tilde)
$ DEFINICION de los 4 PUNTOS INICIALES en Q:
=[0 0 0; sgrt(3) 0 0; O sgrt(3) 0; 0 O sgrt(3)]'% (VARIAR)
% DEFINICION de los 4 PUNTOS FINALES en Qp (Q-prima):
Qp=[1 1 1; 1351/571 362/571 0; 362/571 1351/571 0;...
2 2 21'"% (VARIAR)
Qt=ones (4,4) ;0pt=Qt;Qt (2:4, :)=0Q;0pt (2:4, :)=Qp; % Qt, Opt.
% CALCULO DE LA MATRIZ At (A-tilde):
syms all al2 al3 a2l a22 a23 a3l a32 a33 hl h2 h3;
At=[1 0 0 0; hl all al2 al3; h2 a2l a22 a23; h3 a3l a32 a33];
[all,al2,al3,a2l,a22,a23,a31,a32,a33,hl,h2,h3]=...
solve (AtxQt==Qpt,all,al2,al3,a2l,a22,a23,a31,a32,a33, ...
hl,h2,h3);
At=eval (At)

O

obteniendo como resultado

At
.0000 0 0 0

.0000 0.7887 -0.2113 0.5774
.0000 -0.2113 0.7887 0.5774
.0000 -0.5774 -0.5774 0.5774

R = =

Se asume en Pt primero la figura de la seccién 5.3.2 y después la de
la seccién 5.3.4. A continuacién, se les aplica la transformaciéon dada por la
matriz At calculada y se realiza la representacion gréafica con los comandos
siguientes indicados al comienzo de la seccién 6.3.

SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

SE COLOCA en Ppt la FIGURA TRANSFORMADA

A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-
At=At;if ndims (Pt)< 3, Ppt=AtxPt; $ Ppt=At«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, J,:),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt (2, :),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie —-—
title('Transformacidén geométrica por 4 puntos');

o° o o

Al igual que antes, para poder comprobar visualmente que se ha girado
el eje del paraboloide a la recta x + y + 2z = 1 se dibuja un trozo de ésta con
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los comandos siguientes obteniendo los mismos resultados que en la seccién
6.3.8 exceptuando que la transformacién intermedia no se representa.

plot3([0;2],[0;21,10;2],"'r"),view(66,13),axis equal
xlabel ("X"),ylabel ('Y"),zlabel('2")

Transformacion geométrica por 4 puntos

Transformacion geométrica por 4 puntos

Ahora pasamos a comprobar que la matriz del producto de transforma-
ciones es el producto de matrices de cada transformacion en el orden adecuado,
de izquierda a derecha,

AhxAea

obteniendo como resultado

ans =
1.0000 0 0 0
1.0000 0.7887 -0.2113 0.5774
1.0000 -0.2113 0.7887 0.5774
1.0000 -0.5774 -0.5774 0.5774

que, como se observa, coincide con At, es decir, At=Ah«*Aea.

También se dispone del comando fitgeotrans para ajustar una trans-
formacion geométrica a partir de puntos y de imwarp para aplicar una trans-
formacién geométrica a una imagen digital. Consultar la ayuda para mas in-
formacion. También se tiene el comando affine3d para definir una transfor-
macién geométrica a partir de la matriz de una transformaciéon afin.

6.4. TRANSFORMACIONES PERSPECTIVAS

Las trasformaciones perspectivas son una generalizacién de las afines y se
incluyen por sus importantes aplicaciones en el mundo actual. Sea B una ima-
gen digital con posiciones (z,y) para cada uno de sus pixels. En las transfor-
maciones perspectivas se representa en el punto (z,y) el valor B(2'/Z, y'/Z).
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Siz'/z 0y'/2' no son valores enteros se puede considerar el entero més cercano
en B (con redondeo) o se puede interpolar su valor. Si no se quiere recortar la
imagen se debe considerar un borde blanco alrededor de ésta suficientemente
ancho.

La transformacion perspectiva de un pixel P(z,y) se escribe como
sigue

z/ hi aiq aip 1
/

y | =\ h2 a1 ag2 T
/

z a  aszl as2 Yy

en donde se utilizan coordenadas homogéneas para el pixel P(x,y) (ver seccion
3.1.2) y en donde se asume que o = 1 (valor tomado habitualmente). Se
interpreta como la proyeccién sobre el plano z = 1 de R? de un plano (la
imagen de entrada) colocado en una posicién cualquiera del espacio como se
muestra en la imagen siguiente.

proyeccion

En una transformacién perspectiva cualquier cuadrilatero se convier-
te en otro cuadrilatero manteniendo la convezidad, es decir, la parte interior
transformada es la parte interior del cuadrildtero transformado e igual ocurre
con la parte exterior. Las transformaciones perspectivas incluyen a las afines
puesto que si az; = azo = 0 una perspectiva se convierte en una afin. Al igual
que en una transformaciéon afin, sélo se consideran matrices regulares y, por
tanto, también son transformaciones inversibles. La transformaciones perspec-
tivas se generalizan a las transformaciones proyectivas considerando méas
opciones para los coeficientes de la matriz de la transformacion.

Un ejemplo particular importante en donde se calcula la inversa de una
perspectiva (Inverse Perspective Mapping) es el caso de la conduccion auto-
matica de vehiculos, puesto que una imagen capturada puede ser puesta en
vertical y después se calculan distancias y angulos entre vehiculos como se
muestra en la imagen inferior.
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6.5.

6. Transformaciones geométricas en el espacio

EJERCICIOS

A continuacion se proponen ejercicios para verificar la comprension del

capitulo en los que se asume, por defecto, el uso de 4 cifras decimales. Las
respuestas de los ejercicios test de autoevaluaciéon se pueden consultar en la
seccion A.6.

6.5.1. Ejercicios propuestos

P6.1

P6.2

P6.3

P6.4

P6.5

Realiza las siguientes transformaciones al paraboloide de la seccion 5.3.4:

(a) Un giro de 90° del respecto el eje OX (respetando su sentido positivo).

(b) Primero una simetria respecto el plano y + z = 0 y seguidamente otra simetria
respecto el plano X 7.

Observa el comportamiento de las figuras transformadas anteriores e indica si coin-
ciden los resultados finales de los apartados (a) y (b).

Considera el cubo unidad del espacio real dado por [0, 1]3. Ponlo en vertical sobre
un vértice y hazlo rodar sobre el mismo.
Indicaciones: Sigue los siguientes pasos. 1°: Define las aristas del cubo con P=[0 0 0;1 0
0;101;00 1;0 0 0;1 0 0;1 1 0;010;000;010;011;001;01 1;11
1;1 0 1;1 1 1;1 1 0]',n2=size(P,2);Pt=ones(4,n2);Pt(2:4,:)=P; 2° Reali-
za primero un giro de 45° sobre el eje OY y luego otro de 45° sobre el eje OX. 3°: Gira el
cubo sobre el eje OZ a incrementos de dngulo pequenios sobre una misma ventana gréfica.
Ademas, con el comando frame2im se pueden ir guardando en memoria las imagenes que
se van obteniendo y luego crear un GIF animado con el comando imwrite.

Calcula la matriz que transforma los puntos (0,0, 0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) en los
puntos (0,—2,—2), (0,2,4), (3,0,3), (1,0,—1), respectivamente, e indica si es una
semejanza.

Indicacidon: Calcula la transformacién de una figura conocida mediante la matriz obtenida co-
mo, por ejemplo, la de una esfera unidad o del tetraedro definido por los puntos considerados,
y observa si la figura transformada es semejante a la inicial.

Gira 90° la “seta” del ejercicio P5.5 alrededor del eje x = —y = 2z y traslada su base
al punto (—1,1,—1). Considera el sentido positivo como el que tiende hacia la parte
positiva del eje OZ. Indica los pasos utilizados y las graficas intermedias.

Realiza una simetria de la “seta” del ejercicio P5.5 respecto el plano z = 1 y a
continuacién una simetria respecto el punto (a,a,1) donde a es el valor utilizado en
el citado ejercicio.
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6.5.2. Ejercicios de autoevaluacién

T6.1

T6.2

T6.3

T6.4

T6.5

Sean P y Q dos puntos distintos del espacio y sean P’ y Q' sus homologos por una
traslacion T3 no nula, respectivamente. Indica la respuesta correcta.

(a) La distancia entre los puntos P’ y Q' es estrictamente mayor que la distancia
entre los puntos Py Q.

(b) El trasladado por T} del punto medio del segmento PQ es el punto medio del
segmento P’Q)’.

(¢) Ninguna de las otras.

(d) El punto medio del segmento PQ es un punto fijo de T}.

Sea F' la superficie lateral de una piramide circular sin base (o cono truncado) dada
por z°+y? = (2—1)%,0 < z < 1, centrada sobre el eje OZ, con vértice P(0,0,1) y base
la circunferencia unidad en el plano XY. Indica cual de las siguientes afirmaciones
es FALSA.:

(a) F es invariante al realizar un giro de 40° respecto el eje OZ.

(b) F es invariante al realizar primero una simetria respecto el plano XY y segui-
damente una simetria central.

(c) Al realizar una simetria respecto el plano z = 0.5 el vértice P se sittia en el
(0,0,0).

(d) Al realizar una homotecia de razén 1/2 respecto el punto P se convierte en
otra piramide circular de vértice (0,0,0.5) y base el circulo de radio 0.5 sobre
el plano XY

Al realizar un giro de 120° en sentido antihorario sobre la recta x = y = 1 — 2
considerando el sentido positivo del eje en cuando z > 0, el punto (1,—1,—1) se
transforma en el punto:

(a) (-1,-2,2).

(b) (—0.3333,0.6667, —1.3333).
(¢) (—2.3333,—0.3333,1.6667).

(d) (-2,1,0).

Al realizar una simetria respecto el plano x — 2y = z, el segmento que une los puntos
(0,1,0) y (—2,1,0) se convierte en el segmento que une los puntos:

(a) (0.6667,—0.3333,—0.6667) y (—0.6667, —1.6667, —1.3333).
(b) (0.6667, —0.3333,0.6667) y (—0.6667, —1.6667, 1.3333).

(¢) (0.6667,—0.3333,—0.6667) y (2,1,0).

(d) (0.6667,—0.3333,0.6667) y (2,1,0).

Si primero se realiza un zoom al 125 % respecto al punto (2,5,2) y luego un giro de
90° en sentido horario respecto la recta z —y = x — z = 2 (con sentido positivo hacia
y < 0) sobre el resultado anterior, el segmento que une los puntos (0,0,4) y (—2,4,4)
se convierte en el segmento que une los puntos:

(a) (5.5698,—3.7915,0.9717) y (3.5163, —4.4015,6.1351).
(b) (—1.0698,4.2915, —0.4717) y (2.6503,6.5682, —3.9685).
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(c) (3.1950,0.1846,4.3704) y (2.7843,0.0626, 5.4031).
(d) (5.0000,1.7500, —4.0000) y (9.1667, —1.5833, —2.3333).

T6.6 Indica cual es la matriz A que realiza directamente las siguientes transformaciones.
Primero ejecuta una traslacion que sitta el punto (1,2,3) en (0,2,2), luego un giro
de 90° en sentido antihorario respecto al eje 2x + y — 2 = z — 2 = 0 (con sentido
positivo hacia y > 0) y, finalmente, una simetria respecto al punto (2,1, 5).

1 0 0 0
- 4 —02 04  0.8944
@ A=| o o4 0.8 0.4472
8 —0.8944 —0.4472 0
1 0 0 0
- 0.7167  —0.2 04  0.8944
(b) A=1"_01416 04 —0.8  0.4472
9.7880  —0.8944 —0.4472 0
1 0 0 0
© i 60833 -02 04 0804
= | 25416 04 —08 —0.4472

6.2111 0.8944 0.4472 0
(d) Ninguna de las otras.

T6.7 Se considera el paralelogramo plano del que se conocen los tres vértices siguientes:
Vi(l,-1,-2), Va(3,—1,1) y V3(5,5,2). Si primero se realiza una traslaciéon de modo
que el vértice desconocido V; se traslada a (2,3,4) y luego se realiza una simetria
respecto el plano perpendicular a la diagonal del primer octante (recta r = y = z)
que pasa por el origen, se obtiene otro paralelogramo con tres de los vértices iguales
a los siguientes:

(a) (2,-1,5), (-3.3333,-4.3333,-0.3333), (-2,-1,0).

(b) (0-3,3), (-5.3333,-6.3333,-2.3333), (-4,-3,-2).

(¢) (-4,-3,-2), (-9.3333,-6.3333,-7.3333), (-8,-3,-7).

(d) Ninguna de las otras.
T6.8 La transformacion F que verifica que F(0,0,0) = (2,—1,0), F(1,0,0) = (3,-2,0),

F(1,1,0) = (3,2,1) y F(1,0,1) = (3,1, 2) transforma el punto (6,4,2) en:

(a
(b
(c
(d

) (8, 15, 8).

) (8, 13, 10).

) Ninguna de las otras.
) (8,7, 6).

T6.9 La matriz de un giro de 90° en sentido antihorario de eje x = y—1 = z—1 (asumiendo
el sentido positivo en el que crecen las coordenadas z, y, z) es:

1 0 0 0
(a) —0.6667 0.3333 —0.2440 0.9107
0.9107 0.9107 0.3333  —0.2440
—0.2440 —0.2440 0.9107 0.3333

(b) Ninguna de las otras.



6.5. EJERCICIOS 177

1 0 0 0
(©) —0.6667  0.3333 0.9107  —0.2440
—0.2440 —0.2440 0.3333 0.9107
0.9107 0.9107 —0.2440 0.3333

1 0 0 0
(d) —0.9654  0.0346 0.9988  —0.0335
—0.0335 —0.0335 0.0346 0.9988
0.9988 0.9988  —0.0335  0.0346

T6.10 Sea U el cubo unidad dado por [0, 1]3. Se aplica una transformaciéon F' de centro
C (desconocido) a U obteniendo F(U) segin la figura adjunta. Indica cual de las
siguientes afirmaciones es cierta.

Cubo U=[0,‘1]3 y su transformado f(U)

f(U)

(a) F puede ser una simetria y C' un vértice de U.
(b

(c
(d

F puede ser una homotecia y C tiene coordenadas negativas.

F puede ser una homotecia y C' esta dentro de U.

)
)
)
)

F puede ser una simetria y C esta dentro de U.






Apéndice A

Soluciones de los ejercicios de
autoevaluacion

A.1. SOLUCIONES AL CAPITULO 1

A.1.1. Soluciones

A continuacién se indican las soluciones del test de autoevaluacion de
la seccion 1.7.2:

¢, 2-a, 3-d, 4-a, 5-d, 6-b, 7-d, 8d, 9-c, 10-d.

A.1.2. Pasos en la resolucién y posibles comandos a utilizar

Primero se deben solucionar los ejercicios, luego comprobar vuestras
respuestas y, al final, podéis comparar lo que habéis hecho con lo que se pro-
pone en esta seccion. Obviamente, ni los comandos ni el proceso aqui utilizado
tienen porqué coincidir con los que se hayan usado.

Respuesta al ejercicio T1.1

Hay que ir con cuidado con la prioridad de operaciones (ver sec. 1.1.2):
x=2, (142 (x+1)"2)/ (exp(2)+3xx"2)
Obteniendo ans = 0.9799. La respuesta correcta es la (c).

Respuesta al ejercicio T1.2

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 1.2.1).

179



180 A. Soluciones de los ejercicios de autoevaluacion

(i) El comando linspace en (a) empieza en 0 y termina en 107 tomando 11 puntos
equiespaciados. Por tanto, 10 intervalos iguales entre los 11 puntos equiespaciados.
La respuesta (a) es la correcta.

(ii) El ultimo punto considerado en (b) es 30, no 10m = 31.4159.. ., por lo que es falsa.

(iii) Enlarespuesta (c) se toman 10 puntos y, en consecuencia, 9 intervalos equiespaciados,
no 10. Es falsa.

También se pueden ejecutar los comandos de las respuestas propuestas

Respuesta_a = linspace(0,10%pi,11)
Respuesta_b = 0:3:10%pi
Respuesta_c = linspace(0,10xpi, 10)

obteniendo que

Respuesta_a = Columns 1 through 8
0 3.1416 6.2832 9.4248 12.5664 15.7080 18.8496 21.9911
Columns 9 through 11
25.1327 28.2743 31.4159
Respuesta_b = 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
Respuesta_c = Columns 1 through 8
0 3.4907 6.9813 10.4720 13.9626 17.4533 20.9440 24.4346
Columns 9 through 10
27.9253 31.4159

Es facil verificar que se cumplen las afirmaciones (i), (ii) y (ili) anteriores, por lo que la
correcta es la (a).

Respuesta al ejercicio T1.3

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 1.2.1 y 1.2.3).

(i) rand(20,1) crea un vector columna (una matriz 20 x 1) con 20 componentes entre
0 y 1 de forma aleatoria.

(ii) 9xrand(20,1)+1 hace lo mismo pero con valores entre 1 y 10. Por lo que (b) y (c)
son falsos.

(ili) (9*rand(20,1)+1) <5 crea un vector de 20 componentes con ceros y unos, un cero
cuando no se verifica la ecuacion (si el valor de la componente es mayor o igual a 5)
y un 1 cuando si se verifica (cuando la componente es menor estricta que 5).

(iv) sum((9xrand(20,1)+1)<5) suma todos los unos del apartado anterior (iii) obte-
niendo el nimero de componentes con valor estrictamente inferior a 5.

Por tanto, la correcta es la (d).

Respuesta al ejercicio T1.4

Nl(al) Nl(az) Nl(alo)
Se tiene que A = : donde Nj(a;) es la nota de la

N4(CL1) N4(CL2) e N4(CL10)
prueba i del alumno j, i=1,...,4, j=1,...,10. La calificacién de la asignatura del alumno j,
N(ay), es el promedio geométrico de las pruebas: N(a;)= ¢/Ni(a;)-Na(a;)-N3(a;) Na(ay).
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Se busca el promedio aritmético de las calificaciones de los alumnos, es decir, (N(a1) +
cee 4 N(alo)) /10.

En consecuencia, se busca el promedio aritmético del promedio geométrico de las
columnas de A que se obtiene con uno de los siguientes comandos (ver sec. 1.2.3 y 1.2.5), en
donde primero se calcula el promedio geométrico por columnas (variando el primer indice)
y luego el aritmético sobre el vector de 10 componentes obtenido. Recuérdese siempre de
poner paréntesis a los exponentes para evitar problemas.

sum( (prod(A)) .~ (1/4))/10 % Opcidén 1
sum ( (prod (A)) .”0.25)/10 % Opcidén 2. EL 0 en 0.25 es eliminable

La correcta es la (a).

Aunque no hace falta se va a realizar una verificacion de este ejercicio en un caso
particular. Supongamos que el alumno 1 ha sacado todos unos, el alumno 2 todo doses y
asi sucesivamente hasta el alumno 10. Se aplican los comandos propuestos en las distintas
respuestas a dicha matriz:

A=[1:10; 1:10; 1:10; 1:10

]
Respuesta_a = sum((prod(A)).”.25)/10
Respuesta_c = (prod(sum(A)/10)).7(1/4)
Respuesta_d = sum((prod(A))."1/4)./10
obteniendo que
A=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Respuesta_a = 5.5000
Respuesta_c = 4.4166

Respuesta_d = 633.3250

Es obvio que la respuesta (d) es falsa porque da un valor superior a 10. La media geométrica
por columnas de esta matriz es la nota de cualquier posiciéon de la columna puesto que todas
son iguales. La media aritmética de los nimeros enteros de uno a diez es el punto medio del
intervalo [1,10] que es 5.5 como da el apartado (a). En consecuencia se tiene que la respuesta
(a) es correcta en este caso. Con este razonamiento no se puede descartar la respuesta (b),
pero se podria probar si (a) continua siendo cierta para otras matrices A.

Respuesta al ejercicio T1.5

Los angulos van variando de 5 en 5 grados. Para calcular sus cosenos se han de pasar
a radianes y, finalmente, elevarlos al cuadrado componente a componente y sumar. Ello se
consigue con el siguiente comando (ver sec. 1.2.5, 1.2.3 y 1.3.1) obteniendo (d).
sum( (cos ((0:5:120) xpi/180)) ."2)

Respuesta al ejercicio T1.6

Es una funcién un poco costosa de derivar, por tanto, mejor hacerlo simboélicamente
con los siguientes comandos (ver sec. 1.3.2). Ojo con la prioridad de operaciones (ver sec.
1.1.2). Se obtiene que derivada = -0.0579, por lo que la respuesta correcta con es la

(b).
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syms x, f=(log(x"2+1)+2)/(sqrt (x+1)+3)
fder2=diff (f,x,2)
x=2, derivada=eval (fder2)

Respuesta al ejercicio T1.7

Obsérvese que se pide qué respuesta es FALSA. Vamos a responder teniendo presente
los siguientes razonamientos aunque algunos de ellos pueden ser redundantes.

(i) 2=[1,-3;2,1] es la matriz del sistema y b=[1;0] el vector (columna) término
independiente. Como det(A) # 0 (calcularlo con det (A) ), la opcién (a) es correcta,
no falsa. También se puede ejecutar el comando dado en la respuesta y observar que
se obtiene la solucién [0.1429;-0.2857] (ver sec. 1.4.1).

(ii) Con fsolve se resuelve el sistema f(z,y) = (?Ei’zD = (. Como f1 ya incluye
2(z,

la componente no nula del término independiente y las expresiones son iguales, la
opcion (b) es correcta, no falsa (ver sec. 1.4.3). También se puede ejecutar el comando
incluido en la respuesta y observar que se obtiene la solucién [0.1429;-0.2857].

(iii) En (c) se incluyen exactamente las dos ecuaciones del sistema considerado. En vez
de poner una ecuacion detras de otra separada por comas, aqui se han puesto las dos
ecuaciones a la vez al escribir una igualdad de vectores de dos componentes (ver sec.
1.4.3). Por tanto (c) es verdadero, no falso. También se puede ejecutar el comando
dado en la respuesta y observar que se obtiene la solucion xz = 1/7, y = —2/7, es
decir, [0.1429;-0.2857].

Por tanto, la respuesta FALSA que se pide es la (d).

Respuesta al ejercicio T1.8

Como es un sistema no lineal, no se puede resolver con matrices, si con el solve

o el £fsolve (ver sec. 1.4.3). Se aplica el comando siguiente y se obtiene que la respuesta
correcta es la (d).
syms x y, [x,y]l=solve (2+«y-xxy==1,y-y/x==2,%,V)
eval (x),eval (y)
ans =

-0.2808

1.7808
ans =

0.4384

4.5616

En un sistema lineal o bien no hay solucion, o es tnica, o hay infinitas soluciones. En
un sistema no lineal, a todas las opciones anteriores hay que afadir otra, que haya un nimero
finito de soluciones. En el caso considerado se han encontrado dos soluciones x=-0.2808,
y=0.4384, y también x=1.7808, y=4.5616. A priori podrian existir méas soluciones que
el comando solve no ha encontrado. En este caso no es asi dado que podemos compro-
barlo analiticamente. Obsérvese que las divisiones realizadas no dan problemas puesto que

los factores son no nulos y que se ha racionalizado en la tdltima expresion utilizando que

1 a—b _ a—b 1 a+b __ a+b
a+ba—b = a2—b2 y que a—ba+b = a2-b2"

{Qy—a:yzl @{y(Q—x):l (ec.1) @{y(Q—x)

1
y—yjz=2 y(1—1/2) =2 (ec.2) v@—o) — 1 (ec.1)/(ec.2)

y(1-1/z)
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Respuesta al ejercicio T1.9

Empezamos representando h dado que como tiene valores distintos en las respuestas
(a), (b) y (c) discriminaremos 2 opciones con un unico dibujo. Con los comandos siguientes
(ver sec. 1.5.2) se obtiene que la parametrizacion dada por  se corresponde con (iii) (ver
figura inferior izquierda), por lo que las respuestas (a) y (b) son falsas. Obsérvese que se
ha ejecutado el comando axis equal para observar correctamente el resultado (trozos de
circulos) utilizando la misma escala en ambos ejes.
fplot (@ (t)cos (t)+t/ (2+pi), @ (t)sin(t), [-6+pi 6+pi])
grid,axis equal,title('h")

Debido a que la respuesta (d) dice “Ninguna de las otras”, se deben verificar las
graficas de las parametrizaciones dadas por fy g del apartado (c). Ello se consigue con los
siguientes comandos (ver sec. 1.5.2) obteniendo las figuras inferiores central y derecha, por
lo que (c¢) es la verdadera.
figure, fplot (@ (t)t-sin(t),Q@(t)l-cos(t), [-6xpi 6%pil])
grid,axis equal,title('f")
figure, fplot (@ (t)t-3xsin(t),Q@(t)1-3xcos(t), [-6xpi 6%pi])
grid,axis equal,title('g")

El

Respuesta al ejercicio T1.10

Podriamos empezar como en el ejercicio anterior, pero como hay un apartado que
dice “Ninguna de las otras” se deben verificar todas las graficas. Como en el ejercicio se
dibujan entre —3 y 3 tanto x como y, haremos lo mismo ahora. También se observa que
los ejes no estan a la misma escala, por lo que no se utilizara el comando axis equal. Se
dibujan con los siguientes comandos (ver sec. 1.6.2):
f=Q(x,y)x."2.xy."2, g=@(x,y)sqgrt(x."2+y."2)
figure, fsurf (£, [- 3 3 -3 3]),title("f(x,v)")
figure, fsurf(g, [-3 3 -3 3]),title(’ ( ) ")
figure, fsurf (h, [- 3 3 =3 3]),title (" ) ")

, h=0(x,y)x."2-y."2

Viendo las graficas se observa inmedlatamente que (d) es la opcion correcta.

fxy) alxy) hixy)
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A.2. SOLUCIONES AL CAPITULO 2

A.2.1. Soluciones

A continuacién se indican las soluciones del test de autoevaluacién de
la seccion 2.4.2:

1-c, 2-b, 3-b, 4-a, 5-c, 6-a, 7-d, 8-a, 9-c, 10-a.

A.2.2. Pasos en la resolucién y posibles comandos a utilizar

Primero se deben solucionar los ejercicios, luego comprobar vuestras
respuestas y, al final, podéis comparar lo que habéis hecho con lo que se pro-
pone en esta seccion. Obviamente, ni los comandos ni el proceso aqui utilizado
tienen porqué coincidir con los que se hayan usado.

Respuesta al ejercicio T2.1

Teniendo en cuenta la imagen inferior (ver sec. 1.2.1 y 2.1.2), se observa que la res-
puesta correcta es la (c). Recuérdese que con una coma o espacio se separan las componentes
dentro de una fila y que con un punto y coma se cambia a la fila siguiente.

() (b) () (d)
A'[e o|[e o|B A[e e o|[e o|B A[e e e|[e ¢|B Ble e|fe o o A
o ofle o Cle o oo o Cle o oo o o offe o o
S B A 1 A O VAt I e
e eio

Si se tuvieran todos los tamanos de las matrices se podrian definir y ver si dan el
tamafo especificado o error en las dimensiones. A modo de ejemplo, vamos a suponer que
I y O tienen las dimensiones de la opciéon (c). Se ejecutan los comandos siguientes y se
observa que si se verifica la respuesta (c).

A=ones (2, 3) ,B=ones (3,2),C=ones (3,3),I=eye(2),0=zeros(5,1)
X=[[A;C],[B;I];0'], FilasyColumnas=size (X)

Se obtiene que

X =

[ e S SR =
[
e e
oOr OR R

0
FilasyColumnas

I o~k P PP
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Respuesta al ejercicio T2.2

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 2.1.2).

(i) Ay B tienen tamahos distintos y no se pueden sumar. La respuesta (a) no es posible.

(ii) Los tamaifios en el primer producto de (b) son (2 x 3) - (3 x 3) - (3 x 2) que son
factibles obteniendo una matriz 2 x 2. Los tamailos en las siguientes operaciones son
(3x2)-(2x3)+ (3 x3) que también se pueden realizar. (b) es correcta.

iii) Los tamaifios en el primer producto de la opcion (¢) no coinciden dado que son
iii) Los tamaif 1 pri ducto de 1 i6 inciden dad,
(3 x2)-(3x2), por lo que no se puede realizar. La suma tampoco se puede realizar
dado que 2A no es cuadrada y la matriz I si lo es.

(iv) El primer producto de la respuesta (d) si es posible dado que las dimensiones son
(2% 3)-(3x%3). La suma en la siguiente operacion no es factible porque las dimensiones
no coinciden dado que el producto a la izquierda de la suma es (2x3)-(3x2) =2x2
v la matriz de la derecha de la suma es 3 x 3.

Respuesta al ejercicio T2.3

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 1.2.3 y 2.1.2).

(i) La respuesta (a) es cierta si existe la inversa de A. Como no se sabe si ello es cierto
(hay veces que no lo es) se tiene que (a) es falsa.

(i) A%2-(A+C) = A3+ A%C = A- A’ 4+ A?%.C dado que una matriz conmuta con cualquier
potencia suya. La opcién (b) es cierta.

(i) A-(B4+C)=A-B+A-C # A-B+C-A dado que A y C no tienen porqué conmutar.
La respuesta (c) es falsa.

(iv) La opcion (d) es falsa por la misma razon que la (a).

Respuesta al ejercicio T2.4

Se procede a despejar la X y se ejecutan los comandos siguientes obteniendo que
la solucién es la (a) (ver sec. 1.2.3 y 2.1.4). A priori se ha asumido la existencia de la
matriz inversa y luego se ha verificado que si existe dado que el determinante es distinto
de cero. En caso de serlo se hubiera obtenido el aviso “Warning: Matrix is singular

to working precision” dado que, por defecto, estan activados (warning ('on')).

XA-2X=-B=X(A-2)=-B=X=-B(A-2I)""

A=[1 2; -1 3], B=[0 1; -1 -1]
X=-Bx (A-2*eye (2)) "~ (-1)

Se obtiene que
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Respuesta al ejercicio T2.5

De forma similar a la respuesta al ejercicio T2.4 se procede a despejar la X. Se
ejecutan los comandos siguientes obteniendo que la solucién es la (c) (ver sec. 1.2.3 y 2.1.4).

X-A'X=-B=s(I-AYHYX=-B=>X=(1I-4""(-BY)
A=[1 2; -1 3], B=[0 1; -1 -1]
X=(eye(2)-A" (1)) " (-1) = (-B"2)

Se obtiene que

X = 3.0000 2.0000
-0.5000 0.5000

Respuesta al ejercicio T2.6

De forma similar a la respuesta al ejercicio T2.4 se procede a despejar la X. Se
ejecutan los comandos siguientes obteniendo que la solucién es la (a) (ver sec. 1.2.3 y 2.1.4).

2XA+ XB=-AB= X(2A+ B)=—-AB = X = (—AB)(2A+ B)™!

A=[1 2; -1 3], B=[0 1; -1 -1]
X=(-Ax*B) * (2+xA+B) "~ (-1)

Se obtiene que

X = 0.5200 -0.3200
1.0800 -0.2800

Respuesta al ejercicio T2.7

Se define el sistema matricialmente como AZ = b con los comandos siguientes y se
calculan los rangos (ver sec. 1.2.1 y 1.2.3),

A=[2,2,2; 1,2,3; -1,0,-1], b=[-1; 0; 2]
rank (A), rank ([A,b]), size(A,2) % ciguales?

obteniendo como resultado en los rangos que

ans = 3
ans = 3
ans = 3
Como 3=rank (A) =rank ([A,b])=size (A, 2)= ntmero de incognitas, se tiene

que es un sistema compatible determinado con solucién tnica (ver sec. 2.2.1). Por tanto, las
opciones (a) y (c) son falsas.

La solucién se puede conseguir, por ejemplo, con el comando x=1insolve (A,Db)
(ver sec. 2.2.2), por ejemplo, obteniendo x=[-1.5000; 1.5000; -0.5000]. Por tanto,
la respuesta (b) también es falsa. La correcta es la (d).
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Respuesta al ejercicio T2.8

Se define el sistema matricialmente como AZ = b con los comandos siguientes y se
calculan los rangos (ver sec. 1.2.1 y 1.2.3),
A=[2,-2; -1,2; -1,1], b=[-1; 0; 2]
rank (A), rank([A,b]), size(A,2) % ¢iguales?

obteniendo como resultado en los rangos que

ans = 2
ans = 3
ans = 2

Como rank (A) =2 < 3=rank ([A, b]), se tiene que es un sistema incompatible (ver
sec. 2.2.1). No tiene solucion. Se puede buscar una buena aproximacion utilizando minimos
cuadrados puesto que como ambas matrices anteriores tienen rango maximo, el sistema
es sobredeterminado (ver sec. 2.2.4). Por tanto, (a) es cierta, y (b) y (c) son falsas. En
consecuencia, (d) también es falsa.

Respuesta al ejercicio T2.9

Se define el sistema matricialmente como AZ = b con los comandos siguientes y se
calculan los rangos (ver sec. 1.2.1 y 1.2.3),
A=[2,2,2; 1,2,3; 1,0,-1]1, b=[-1; 0; -1]
rank (A), rank([A,b]), size(A,2) % ¢iguales?

obteniendo como resultado en los rangos que

ans = 2
ans = 2
ans = 3
Como rank (A)=rank ([A,b])=2 < 3=size (A, 2) = ntmero de incognitas, se tie-

ne que es un sistema compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones (ver sec. 2.2.1).
Por tanto, las respuestas (a) y (b) son falsas puesto que cuando se dice “La solucién es ...”
significa que hay solucién y que es tdnica.

Como & = (z,y,z) = (—1,0.5,0) verifica todas las ecuaciones es una posible solucion
de las infinitas que hay. Por tanto, (c) es cierta.
También se puede buscar la solucion general con los comandos (ver sec. 2.2.3)

syms X y z
[x,yv]=s0lve (2xx+2xy+24z==-1, x+2*xy+3x2==0, x—-z==-1, X,Vy)

obteniendo que z = z — 1, y = 1/2 — 2z, z € R. Se observa que para z = 0 se obtiene la
solucion de la respuesta (c):

x =z — 1
y = 1/2 — 2xz

Recuérdese que el comando anterior presupone que x e y se pueden poner en funciéon
de z que actia como parametro, hecho que no siempre ocurre. Si no se obtuviera solucion
se debe probar a utilizar a x 0 a y como parametro (ver sec. 2.2.3). Ello se conseguiria con
uno de los comandos siguientes,
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syms x y z,[y,z]l=solve (2xx+2xy+2xz==-1,x+2*xy+3xz==0,x-z==-1,vy, z)
syms X y z,[x,z]=solve (2*x+2xy+2xz==-1,x+2+xy+3x2==0, x-z==-1,Xx, z)

obteniendo las soluciones equivalentes

- 2%x - 3/2
x + 1

Yy
z

para el primer comando, y el siguiente resultado para el segundo:

= -y/2 - 3/4
=1/4 - y/2

N X
I

Respuesta al ejercicio T2.10

Se ejecutan los comandos siguientes (ver sec. 2.2.5) y se obtiene a = 0.2935 por lo que
la opcién correcta es la (a). Se afiade la representacion grafica para una mejor comprension
del problema (la recta se ajusta a los puntos dados). Se obtiene que RECM = 0.3542 lo
que significa que los puntos estéan alejados en vertical de la recta una media aproximada de
0.35 unidades.

f=11,1,2,2,3,6,17,41,81,132,213,304]

X=[1:2:23]1", Y=log(f")

A=[X."1,X.70]; b=Y¥Y; N=length(X);

rank (A), rank([A,b]), n=size(A,2) % :sobredeterminado?
sol=A\b % SOLUCION por minimos cuadrados

p=poly2sym(sol) % p(x) de ajuste

xmin=min (X)-0.3; xmax=max(X)+0.3; % intervalo de dibujo
plot (X,Y,'r«"), hold on, grid on, fplot (p, [xmin,xmax], 'b")
x=X; RECM=sqgrt (sum( (Y-eval (p)) ."2) /N)

A.3. SOLUCIONES AL CAPITULO 3

A.3.1. Soluciones

A continuacién se indican las soluciones del test de autoevaluacién de
la seccion 3.5.2:

1-d, 2-c, 3-b, 4-d, 5-b, 6-a, 7-a, 8-d, 9-a, 10-b.
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A.3.2. Pasos en la resolucién y posibles comandos a utilizar

Primero se deben solucionar los ejercicios, luego comprobar vuestras
respuestas y, al final, podéis comparar lo que habéis hecho con lo que se pro-
pone en esta seccion. Obviamente, ni los comandos ni el proceso aqui utilizado
tienen porqué coincidir con los que se hayan usado.

Respuesta al ejercicio T3.1

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 3.1.2 y 3.1.3).
(i) Se verifica que 1405 = (1,0) € R? distinto de (0,1) por lo que (a) es falsa.
(ii) Utilizando la formula de Euler, v/2-e™7 = /2 (cosm+j sen7) = v/2-(=1+0-5) =
(—v/2,0) € R? que es distinto a (v/2,v/2), por lo que (b) es falsa.
(iii) Utilizando la formula de Euler, 4 - ™47 = 4. (cos T + j sen T) = 4- (Y2 + ¥2 . j)
(2v/2,2v/2) € R? que es distinto a (v/2,v/2), por lo que (c) es falsa.

(iv) Por eliminacién de las anteriores, la correcta es la respuesta (d).

(v) El punto (2,7/6) en polares se corresponde en cartesianas a (2cos §,2sen%) =
(2%2,21) = (v/3,1), por lo que (d) es cierta.

También se pueden representar graficamente los dos puntos de cada respuesta y ver
cuando coinciden. Se pueden utilizar los comandos siguientes obteniendo que el dnico caso
en que coinciden es el dado por la respuesta (d).

figure,grid, hold on,title('Respuesta (a) ¢Puntos iguales?');
plot (1+0%3j, 'ob"),plot (0,1, '*r")

figure,grid,hold on,title('Respuesta (b) (Puntos iguales?');
plot (sgrt (2),sqgrt (2), 'ob"),plot (sqrt (2) xexp (pi*j), '*r")
figure,grid, hold on,title('Respuesta (c) ¢(Puntos iguales?');
plot (sgrt (2),sqgrt(2), 'ob'),plot (d*exp (pi/4*7J), "'*r")
figure,grid, hold on,title('Respuesta (d) ¢Puntos iguales?');
plot (sqrt (3),1, 'ob"),plot (2xexp(pi/6%j), '*r') $forma exp.

Respuesta (a) ¢ Puntos iguales? " Respuesta b) ¢Puntos iguales? s Respuesta () ¢Puntos lguales? Respuesta (d) ;Puntos Iguales?

Respuesta al ejercicio T3.2

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 3.1.3 y 3.2.1).

(i) La respuesta (a) es la semicircunferencia unidad con ordenada positiva de 2 +¢* = 1
(parte superior). Como se asumen todos los valores reales que verifican la ecuacion,
también se incluyen los limites con ordenada nula.
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La opcién (b) coincide con la (a) dado que es la semicircunferencia unidad superior
incluyendo ordenadas nulas.

La respuesta (d) coincide con la (b) puesto que los puntos (cost, sent) de (d) ve-
rifican la ecuacion de (b) z® + 3*> = 1 y, ademas, el argumento de (cost, sent) es
t =atan2(sin(t),cos(t)) que toma valores en [0,7] en este caso, por lo que
es la semicircunferencia superior unidad incluyendo los extremos con ordenada nula
(parat =0y t=m).

Por lo tanto, (c) es la curva diferente y es la opcién a marcar.

Los puntos (cost, sent) de (c) también verifican la ecuacion z? + y> = 1 de (b). Al
igual que en (iii), el argumento del punto (cost, sent) es t que va de —m a 0 en sentido
antihorario, por lo que es la semicircunferencia inferior unidad, distinta al resto.

También se pueden representar graficamente las curvas consideradas y ver si coinci-

den. Se pueden utilizar los comandos siguientes obteniendo que la curva distinta es la de la

opcion (c) (ver sec. 1.5.5, 3.2.3 y 3.3.6).

figure,syms x y t

subplot(1,4,1),fplot (sqrt (1-x~2),[-1,1])

title('(a)'),axis equal,grid on

subplot (1,4,2), fimplicit (x"2+y"2==1)

title('(b)'"),axis equal,grid on,axis([-1,1,0,1]
subplot (1,4, 3), fplot (cos(t),sin(t), [-pi,0])

title('(c)'"),axis equal,grid on

subplot (1,4,4), fplot (cos(t),sin(t), [0,pi])

title('(d)'"),axis equal,grid on

(a) (b)

(c) (d)

Respuesta al ejercicio T3.3

Lo mas rapido para contestar a este ejercicio es representar las curvas graficamente
con los siguientes comandos (ver sec. 3.2.1 y 3.3.8) obteniendo que la tinica FALSA es la

respuesta (b).
figure, t=linspace (0, 2*pi, 333);

A 4.5 0 0.5 G A .5 0 0.5 1

subplot(1,4,1),polarplot (t,2+cos (3% (t+pi/6))),title(' (a)")
subplot (1,4,2),polarplot (t,4*cos (6% (t+pi/3))),title(' (b)")
subplot (1,4, 3),polarplot (t,3*xcos (7* (t+pi/3))),title(' (c)")
subplot (1,4,4),polarplot (t,8*cos (5+t+pi/2)),title(' (d)")

120 3 60 120 8 60

240 300 240 300
270 210
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Respuesta al ejercicio T3.4

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos

de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 3.2.4, 3.3.7 y 3.3.8).

(i)

(iv)

En la respuesta (a) el argumento de (6¢cost, 6t sen(2t)) no es ni ¢ ni 2t y no se
puede poner de la forma (batcos(at), bat sen(at)), por lo que no es una espiral de
Arquimedes y, en consecuencia, (a) es falsa.

En la opcion (b) la base de la potencia en ¢ es distinta en cada componente, y no
se puede poner de la forma (a - b cost, a - b* sent), por lo que no es una espiral
logaritmica y, en consecuencia, (b) es falsa.

La ecuacién de una espiral logaritmica en coordenadas polares tiene la expresion
p = a - b por lo que en coordenadas polares es (a - b*,t). El exponente en la b debe
ser el argumento. No puede ser el argumento al cuadrado, por lo que no es espiral
logaritmica y, en consecuencia, (c) es falsa.

La respuesta (d) se puede poner de la forma (b-a-t-cos(a-t),b-a-t- sen(a-t)) en
coordenadas cartesianas con a =2y b = 3 (ver ec. (3.3)), por lo que si es una espiral
de Arquimedes y, en consecuencia, (d) es cierta.

También se pueden representar graficamente y obtener la respuesta correcta (d) a

partir de observar las representaciones graficas obtenidas con los comandos siguientes.

t=linspace (0, 6xpi, 555);
figure,plot (6*t.xcos(t),6*t.xsin(2xt))

axis equal,title('(a)"'),grid
figure,plot (1.2.”t.*xcos(t),1.3.7t.*sin(t))
axis equal,title('(b)"),grid

figure,polarplot (t,2x1.2.7°(t."2)),title(' (c)")
figure,polarplot (2+t, 6xt),title(' (d) ")

(@) ® 20

Respuesta al ejercicio T3.5

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos

de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 3.2.1).

(i)

La respuesta (a) es falsa puesto que no tiene porqué tener vector tangente en los
extremos.

(ii) Un cuadrado es una curva regular a trozos puesto que esta formado por 4 rectas y

tiene 4 esquinas. No es una curva regular. (c) es falsa.

(iii) El vector tangente a una curva regular tiene un dngulo nulo con la curva en ese punto,

no es perpendicular (que equivale a tener un angulo de +£90° con la curva). (d) es
falsa.

(iv) Por tanto, la correcta es la (b).
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Respuesta al ejercicio T3.6

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 3.2.2, 3.2.3 y 3.3.2).

(i) (a) es cierta, puesto que aunque sea una curva regular como una elipse, si s6lo se
representan 5 puntos van a aparecer 4 esquinas (el primer y dltimo coinciden en la
parametrizacion propuesta en este texto).

(ii) Algunas veces la variable utilizada en la parametrizacion es el argumento del punto
y en otras no lo es, como ocurre en una recta parametrizada. (b) es falsa.

(ili) Como se dibujan puntos unidos por segmentos para representar curvas suaves, se
deben utilizar suficientes puntos para que una curva regular se vea suave. Debe ser
un ndmero suficientemente grande pero no excesivo para que no ocupe demasiada
memoria y se haga mas lento el proceso. No hay ningin nimero mdgico para ello,
por lo que (c) es falsa.

(iv) (d) es falsa porque (a) es cierta.

En consecuencia, la respuesta correcta es la (a).

Respuesta al ejercicio T3.7

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 3.2.1).

(i) (a) es cierta (ver ec. (3.5)). La primera fila son todos unos, la segunda las abscisas
de los puntos y la tercera las ordenadas. Se asume que N es el nimero de puntos a
dibujar, por tanto, si es una figura cerrada, el punto nimero N debe coincidir con el
primero, pero no hay N + 1 puntos.

(it) Como (a) es cierta, (b) es falsa (la implicacién contraria no se verifica, es decir, que
si (b) es falsa no implica que (a) sea cierta).
(iii) (c) es falsa porque las coordenadas de una columna de Pt son (1,z,y).

(iv) (d) es falsa porque la primera fila de Pt son todos unos.

Respuesta al ejercicio T3.8

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 3.3.4).

(i) (a) es falsa porque para obtener un poligono que es una figura cerrada hay que repetir
el primer punto, por lo que Pt tiene 9 columnas.

(ii) El radio de la circunferencia se obtiene aplicando el teorema del coseno y no coincide
con el lado del poligono excepto en un hexdgono (verificarlo en la ecuacién que
relaciona Ry L), por lo que (b) es falsa.

(i) (c) es falsa porque con un desfase de los vértices respecto su centro se obtiene un giro
del poligono regular sobre su centro. No afecta a la longitud de los lados.

(iv) En un poligono regular de N lados los 27 radianes de la circunferencia se deben
subdividir en N partes iguales, %’T Este es el angulo que hay e121 el triangulo formado

por el centro y dos vértices consecutivos que, en este caso, es 5+ = % por lo que (d)
es clerta.



A.3. SOLUCIONES AL CAPITULO 3 193

Respuesta al ejercicio T3.9

Se dibujan los puntos Pt con los siguientes comandos y se obtiene la mitad inferior
de una elipse, por lo que (a) es la correcta (ver sec. 3.2.3 y 3.3.6). Obsérvese que el semieje
horizontal vale 1 (2 es el ancho total) y el semieje vertical vale 1.5 distinto del horizontal.

o

t=linspace (0,pi,222) +pi; X=2+cos(t); Y=1.5xsin(t);
Pt=ones (3,222);Pt(2:3,:)=[X;Y];
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),axis equal,grid ’

45

Se responde ahora teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes. Recuérdese que (zo + acost,yo + b sent), con t € [0, 27]
y a,b > 0, es la parametrizacién de una elipse si a # b y cuando ¢ = b es la de una
circunferencia. Obsérvese que t es el argumento del punto de la elipse respecto el centro
cuando es una circunferencia, y se asimila a él en una elipse. Mas concretamente, el eje
horizontal se intersecta con la circunferencia o elipse con t = 0 (o t = 27) y con t = T,
mientras que el eje vertical lo hace por los puntos de la elipse con t = 7/2 y con ¢t =
3w /2. En consecuencia, la mitad superior se recorre cuando ¢ € [0, 7], la mitad inferior
cuando t € [, 27|, la mitad izquierda cuando ¢ € [7/2,37/2] y la mitad derecha cuando
t € ([37/2,2x] U [0,7/2]) (o también cuando ¢t € [—7/2,7/2]).

(i) En el apartado (a) se tiene que a =1y b = 1.5 por lo que se trata de una elipse (no
de una circunferencia) y como ¢ va de (0 + 7) a (7 + ) se recorre la mitad inferior,
por lo que (a) es cierta.

(ii) Como (a) es cierta, (b) es falsa.
(i1) (c) es falso puesto que no es una circunferencia (los semiejes son distintos).
(i1) (d) es falso por el mismo motivo que (c).

Respuesta al ejercicio T3.10

Basta realizar una discretizaciéon de ¢ y ejecutar los comandos propuestos obteniendo
las figuras inferiores.

t=linspace (0, 2xpi, 333);
figure,polarplot (2 + 2.xcos(t), t),title('(a)")
figure,plot ((2+2*xcos(t)) .*xcos(t), (2+2xcos(t)) .*sin(t))
grid on,title (' (b)")
figure,polarplot (2xcos (2+ t), t),title(' (c
figure,polarplot (t, 2*cos(t+ pi)),title (' (

) ")
d) ")
(@) (e) @

10 w . ® 120 w 120 o

m ¥ (\ ) | ) |

3
2n 95 o 05 1 15 2 25 3 a5 4 20 2

Obviamente, la cardioide es la (b) aunque aparece un poco achatada. La respuesta
(b) es la correcta.
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A.4. SOLUCIONES AL CAPITULO 4

A.4.1. Soluciones

A continuacién se indican las soluciones del test de autoevaluacion de
la seccion 4.4.2:

1-a, 2-c, 3-d, 4-b, 5-b, 6-a, 7-c, 8-d, 9-a, 10-c.

A.4.2. Pasos en la resolucién y posibles comandos a utilizar

Primero se deben solucionar los ejercicios, luego comprobar vuestras
respuestas y, al final, podéis comparar lo que habéis hecho con lo que se pro-
pone en esta seccién. Obviamente, ni los comandos ni el proceso aqui utilizado
tienen porqué coincidir con los que se hayan usado.

Respuesta al ejercicio T4.1

Ejecutando los comandos siguientes (ver sec. 4.3.2) se obtiene el resultado

Ppt = 1.0000
1.2929
-5.1213

por lo que la correcta es la (a).

Pt=[1;1;-1] %Pt=[1l;x;y] PUNTO INICIAL

SE ASUME asume la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt (3,n2) los puntos GIRADOS
a=+135%pi/180;C=[2;-3]1; % Angulo y centro de giro (VARIAR)
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-C; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ah1(2:3,1)=C; $ Matriz de traslacidén inversa
AQa=eye (3); % Matriz de giro a con centro 0(0,0)
AOa(2:3,2:3)=[cos(a),-sin(a);sin(a),cos(a)];
ACa=AhlxAOa*Ah % Matriz de giro a con centro C

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-
At=ACa; Ppt=AtxPt; $ Transformacidén de la figura
figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot(Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Giro respecto un punto'),plot(C(l),C(2), 'r*")

s o
)

Ppt % VISUALIZACION DEL RESULTADO

o° o

o0

Respuesta al ejercicio T4.2

Se requieren dos puntos distintos del eje de simetria que se pueden obtener dando
dos valores distintos a z. Por ejemplo, con x = 1 y z = 3 se obtienen los puntos Q(1,0) y
R(3,1). Sean P1(0,0) y P»(—2,1)y P = f(P1) y P = f(P.) sus transformados por la sime-
tria indicada. Las semejanzas transforman segmentos en segmentos, por lo que calculando
las imégenes de los extremos del segmento inicial se obtienen los extremos del segmento
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transformado. En este caso el segmento P; P se transforma en el segmento P Pj. Se ejecu-
tan los comandos siguientes (ver sec. 4.3.4) y se obtiene que P y P; son las dos columnas
de Ppt dadas por

Ppt = 1.0000 1.0000
0.4000 O
-0.8000 -3.0000

En consecuencia, la correcta es la (c).

% Definicidén de P(x,y) por filas y trasponer

P=[0 0; -2 1]'" % (VARIAR)

Definicién de Pt (l,x,y). Pt=P-tilde

nl,n2]=size (P);Pt=ones(nl+l,n2);Pt(2:nl+1,:)=P;

SE ASUME asume la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt (3,n2) los SIMETRICOS POR UN EJE
0=[1;01;R=[3;1]; $ Puntos del eje (VARIAR)
QR=R-Q;a=-atan2 (QR(2),0QR(1)); % Angulo de giro inicial
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-Q; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=0Q; $ Matriz de traslacidén inversa
AOa=eye(3); $ Matriz de giro inicial

o

o o° o

AOa(2:3,2:3)=[cos(a),-sin(a);sin(a),cos(a)l;
AOal=eye(3); % Matriz de giro inversa
AOal(2:3,2:3)=[cos(a),sin(a);—-sin(a),cos(a)l;

AOX=diag([1l,1,-11); % Matriz de simetria respecto OX
Ae= AhlxAOal*AOX*AOaxAh% Matriz de simetria recta PQ
% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-
At=Ae; Ppt=At«*Pt; $ Transformacidén de la figura
figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Simetria respecto una recta')

plot ([Q(1);R(1)],[Q(2);R(2)],'r') % Eje de simetria

o o

Ppt % VISUALIZACION DEL RESULTADO

Respuesta al ejercicio T4.3

Un zoom al 80 % es una homotecia de razon 0.80. Sean P, (0,0) y P2(—2,1). Se definen

P = h(P1) y P; = h(P2) sus transformados por la homotecia indicada, y P{’ = g(P{) y

5 = g(P3) los transformados por el giro pedido. Primero se escriben los comandos de la

homotecia (ver sec. 4.3.5) y luego los del giro (ver sec. 4.3.2) segtin se indica en la seccion
4.3.7. Se ejecutan los comandos siguientes obteniendo que

Ppt = 1.0000 1.0000
-0.8385 -2.5355
-0.0101 -0.5757

por lo que la correcta es la (d).

% Definicidén de P (x,y) por filas y trasponer
P=[0 0; -2 1]1' % (VARIAR)

Definicién de Pt (l,x,y). Pt=P-tilde
nl,n2]=size (P);Pt=ones(nl+l,n2);Pt(2:nl+1l, :)=P;
SE ASUME asume la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt(3,n2) los HOMOTETICOS
0.8;C=[2;5]; % Razdén y centro homotecia (VARIAR)

o

o oo oo

~
Il
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Ah=eye (3);Ah (2:3,
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)

AOk=diag([l,k,k]); $ Matriz de Homotecia O,k

ACk= Ahl*AQOk*Ah % Matriz de Homotecia C,k

% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION gréafica —-
At=ACk; Ppt=At*Pt; $ Transformacidén de la figura
figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title ('Homotecia (zoom) respecto un punto')

plot (C(1l),C(2),'r*") % Centro C

o o
5%

o

1)=-C; $ Matriz de traslacidén inicial
=C; % Matriz de traslacidén inversa

Pt=Ppt; %Redefinicidén de Pt

o

SE ASUME asume la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt(3,n2) los puntos GIRADOS
a=+45xpi/180;C=[1;-11; % Angulo y centro de giro (VARIAR)
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-C; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=C; $ Matriz de traslacidén inversa
AOa=eye(3); $ Matriz de giro a con centro 0(0,0)
AOa(2:3,2:3)=[cos(a),-sin(a);sin(a),cos(a)]l;
ACa=AhlxAOaxAh % Matriz de giro a con centro C

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION gréafica —--
At=ACa; Ppt=AtxPt; $ Transformacidén de la figura
figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot(Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Giro respecto un punto'),plot(C(1l),C(2),'rx")

o o

Ppt % VISUALIZACION DEL RESULTADO

o oo o

o

Respuesta al ejercicio T4.4

Se insta al lector a definir el tridngulo 7" con los comandos

% Definicidén de P(x,y) por filas y trasponer

P=[0 0; 5 0; 6 3; 0 0]'" % (VARIAR)

% Definicidén de Pt (l,x,y). Pt=P-tilde

[n1,n2]=size (P);Pt=ones (nl+l,n2);Pt(2:nl+1,:)=P;
figure,hold on,axis equal,grid % Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:),'b")

y a realizar distintas homotecias de razoén inferior a uno y superior a uno de centro un
punto dentro de 7" o un punto exterior a 7' y a estudiar la posicién del tridngulo homotético
respecto al inicial. Se insta también a hacerlo respecto una simetria puntual cambiando la
posicion del centro de simetria (dentro de T, a su izquierda, a su derecha,...).

Vamos a hacerlo ahora teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 4.2.2 y 4.2.4).

(i) Es obvio que los tridngulos transformados cambian su tamaflo respecto al original.
Como simetria puntual es una isometria, no se cambia el tamafio de una figura, por
lo que (c) y (d) son falsas.

(ii) Es obvio que el transformado por G se ha encogido y estéa situado dentro de T', por
lo que G es una homotecia de razon inferior a 1 con centro dentro de T'. Si el centro
estuviera fuera de T el tridngulo encogido no se hubiera mantenido dentro de 7. En
consecuencia, la respuesta correcta es la (b).
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(iii) Es obvio que el tridngulo transformado por F es mas grande que el original y que
estd desplazado hacia la izquierda en todos sus lados (cuanto méas a la izquierda el
desplazamiento es mas grande), por tanto, el centro tiene que estar a la derecha de
T y exterior a éste. En consecuencia, la respuesta correcta es la (b).

Respuesta al ejercicio T4.5

Al igual que en el ejercicio anterior, se insta al lector a definir un posible triangulo
T y a realizar distintos giros, simetrias puntuales y axiales y, seguidamente, estudiar la
posicién del tridngulo transformado respecto al inicial.

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 4.2.2 y 4.2.3).

(i) El tridngulo inicial y su homélogo por F' y por G tienen los mismos dngulos en los
vértices homologos, por lo que se trata de una semejanza. Mas atn, como los lados
tienen las mismas longitudes se trata de una isometria.

(ii) La orientacién en los angulos en F varia (por ejemplo, en P va de PQ a PR en
sentido antihorario, mientras que en P’ va de P’Q’ a P’R’ en sentido horario), por
lo que se trata de una isometria inversa. Como un giro y una simetria puntual (giro
de 180°) son isometrias directas, (a) y (d) son falsas.

(iii) G no puede ser una simetria puntual puesto que el tridngulo inicial y el transformado
tendrian que ser opuestos respecto a un punto y son iguales un poco mas bajo y
girado el transformado. Por tanto es (b).

(iv) Se observa que el transformado por G es el girado respecto el inicial un pequeiio
angulo en sentido horario respecto un centro dado por la intersecciéon de las rectas
que pasan por los segmentos PQ y P’Q’. Por lo tanto sélo puede ser (b).

Respuesta al ejercicio T4.6

Para la primera transformacion se requieren dos puntos distintos del eje de simetria.
Tomando x =1 y x = 2, por ejemplo, a partir de la ecuacién del eje se obtienen los puntos
Q(1,1) y R(2,0). De forma similar al ejercicio T4.3, primero se escriben los comandos de
la simetria axial (ver sec. 4.2.3), luego los del giro (ver sec. 4.3.2) y finalmente los de la
simetria puntual (ver sec. 4.3.3) segtn se indica en la seccion 4.3.7. En este caso lo que
se busca no es el transformado de algin punto, sino la matriz producto que realiza las
tres transformaciones a la vez (ver sec. 4.1.4 y 4.3.8). Recuérdese que es imprescindible
utilizar el orden correcto en el producto. Mas concretamente, segtin se van componiendo las
transformaciones las matrices se van multiplicando por la izquierda. En este caso, utilizando
las notaciones de las secciones referenciadas, la matriz producto es ACxACa*Ae dado que la
primera transformacion (la simetria axial) tiene como matriz Ae, la segunda (el giro) ACa
v la tercera (la simetria puntual) AC. Se ejecutan los comandos siguientes obteniendo que

A_producto =
1.0000 0 0
16.0000 1.0000 0.0000
8.0000 0.0000 -1.0000

por lo que que la correcta es la (a).

Pt=[1;0;0] % por ejemplo, el punto 0(0,0)

o\
o\
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SE ASUME asume la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt (3,n2) los SIMETRICOS POR UN EJE
Q0=[1;11;R=[2;0]; $ Puntos del eje (VARIAR)
OR=R-Q;a=-atan2 (QR(2),0QR(1)); % Angulo de giro inicial
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-Q; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=0Q; $ Matriz de traslacidén inversa
AQa=eye (3); % Matriz de giro inicial

oo e

AOa(2:3,2:3)=[cos(a),-sin(a);sin(a),cos(a)]l;
AQal=eye(3); $ Matriz de giro inversa
AOal(2:3,2:3)=[cos(a),sin(a);-sin(a),cos(a)]l;

AOX=diag([1l,1,-11); % Matriz de simetria respecto OX
Ae= AhlxAQal*AOX*AOa*Ah$% Matriz de simetria recta PQ
$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica --
At=Ae; Ppt=At«Pt; $ Transformacidén de la figura
figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot(Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Simetria respecto una recta')

plot ([Q(1);R(1)]1,[Q(2);R(2)],'r") $ Eje de simetria

PR
el

o

% Redefinicidén de Pt

g
i
o)
o]
&

o

SE ASUME asume la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt(3,n2) los puntos GIRADOS
a=-pi/2;C=[2;21; % Angulo y centro de giro (VARIAR)
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-C; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=C; $ Matriz de traslacidén inversa
AOa=eye (3); $ Matriz de giro a con centro 0(0,0)
AOa(2:3,2:3)=[cos(a),—-sin(a);sin(a),cos(a)l;
ACa=AhlxAOaxAh % Matriz de giro a con centro C

% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION gréafica —-—
At=ACa; Ppt=At+Pt; $ Transformacidén de la figura
figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Giro respecto un punto'),plot(C(1l),C(2), "'rx")

PR
el

o oo oo

o

% Redefinicidén de Pt

g
i
o
heo]
&

o

SE ASUME asume la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt (3,n2) los SIMETRICOS POR UN PUNTO
C=[9;5]; % Centro de simetria (VARIAR)

Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-C; & Matriz de traslacidn inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=C; $ Matriz de traslacidén inversa
AO=diag([1l,-1,-11); % Matriz de simetria central

AC= AhlxAOxAh % Matriz de simetria puntual centro C

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica --
At=AC; Ppt=At«*Pt; $ Transformacidén de la figura
figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot(Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Simetria respecto un punto')

plot (C(1),C(2),'r*x") % Centro C

PR
el

o oo oo

A_producto=ACxACaxAe % ojo con el orden!
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Respuesta al ejercicio T4.7

2] > sA 37
A partir de la imagen adjunta se tiene que el vértice desconocido E 4
es Vi4(3,5). También se puede obtener de otras formas como, ! N
por ejemplo, Vi = Vi + VoV4 = (=1,5) + ((3,—1) — (—1,-1)) = ! :
(3,5). A continuacién se debe realizar una traslacion de vector L2 :
h=ViS=5—-Vi=(23)—(3,5) = (—1,—2) y, seguidamente E 14
una simetria respecto la recta y = —x en donde pertenecen los 0, i
puntos Q(1,—1) y R(—1,1) puesto que verifican su ecuacion. Vzi- L2 j ”

De forma similar a los ejercicios T4.3 y T4.6, primero se escriben los comandos de
la traslacion (ver sec. 4.3.1) y seguidamente los de la simetria axial (ver sec. 4.2.3) segin se
indica en la seccién 4.3.7. En este caso se buscan los vértices transformados del rectangulo
inicial por el producto de las dos transformaciones indicadas. Se ejecutan los comandos si-
guientes obteniendo que

Ppt = 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
-3.0000 3.0000 3.0000 -3.0000 -3.0000
2.0000 2.0000 -2.0000 -2.0000 2.0000

por lo que que la correcta es la (c).

% Definicidén de P(x,y) por filas y trasponer
[-1,5; -1,-1; 3,-1; 3,5; -1,5]1'" % (VARIAR)
Definicién de Pt (l,x,y). Pt=P-tilde
1,n2]=size(P);Pt=ones(nl+l,n2);Pt(2:nl+1, :)=P;

g
Il

o

n

o

o o

SE ASUME la figura en Pt (3,n2)

¥ SE COLOCA en Ppt(3,n2) los TRASLADADOS

h=[-1;-2]; % Vector traslacidén (VARIAR)

Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=h% Matriz de traslacidn

% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-
At=Ah; Ppt=At«Pt; $ Transformacidén de la figura
figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Traslacion')

Pt=Ppt; % Redefinicidén de Pt

SE ASUME asume la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt (3,n2) los SIMETRICOS POR UN EJE
0=[1;-11;R=[-1;11; $ Puntos del eje (VARIAR)
QR=R-Q;a=-atan2 (QR(2) ,QR(1)); % Angulo de giro inicial
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-Q; ¥ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=Q; $ Matriz de traslacidén inversa
AOa=eye(3); % Matriz de giro inicial
AOa(2:3,2:3)=[cos(a),—-sin(a);sin(a),cos(a)]l;
AOal=eye(3); $ Matriz de giro inversa
AOal(2:3,2:3)=[cos(a),sin(a);-sin(a),cos(a)]l;
AOX=diag([1l,1,-1]1); % Matriz de simetria respecto OX
Ae= AhlxAOal*AOX*AOa*Ah % Matriz de simetria recta PQ
% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=Ae; Ppt=At*Pt; $ Transformacidén de la figura
figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——

o

o\°

e e
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title('Simetria respecto una recta')
plot ([Q(1);R(1)],[Q(2);R(2)],'r") % Eje de simetria

%9

el

Ppt %Visualizacidén del resultado

Respuesta al ejercicio T4.8

Siguiendo las indicaciones de la seccion 4.3.9 se ejecutan los comandos siguientes y
se calcula la matriz de la transformacion At que se aplica al punto (1,6,4) en coordenadas
homogeéneas (ver ec. (4.2)) obteniendo que

At = [ 1, O, 0]
[ 2, 1, -5/2]
-1, -1, 7/2]
Ppt =1
-2
-

por lo que la respuesta correcta es la (d).

% TRES puntos (no alineados) en P e imAgenes en Pp
P=[0,0;1,0;1,11"% (VARIAR)
Pp=[2,-1;3,-2;0.5,1.5]" % (VARIAR)

[nl,n2]=size (P);Pt=ones (nl+1l,n2);Pt(2:nl+1,:)=P; $ Pt
Ppt=Pt;Ppt (2:nl1+1, :)=Pp; $ Ppt

% CALCULO de At (A-tilde):

syms a b c de f; At=[1 0 0; e a b; £ c di;
[a,b,c,d, e, f]=solve (AtxPt==Ppt, a,b,c,d,e, f);
At=eval (At)

[y
s %

Pt=[1;6;4] %Punto (6,4)
Ppt=At+Pt; $ P-prima-tilde = A-tilde » P-tilde

< T

Ppt %Visualizacién del resultado

Respuesta al ejercicio T4.9

La inversa de Gc,o es Go,—a (ver sec. 4.2.2). Como o = +90° = +x/2 radianes,

se esta buscando la matriz ga_ﬁ/Q con C(2,0) que coincide con Zalw/Q. Se ejecutan los

comandos siguientes (ver sec. 4.3.2) y se obtiene

ACa = 1.0000 0 0
2.0000 0.0000 1.0000
2.0000 -1.0000 0.0000

por lo que la respuesta correcta es la (a).

Pt=[1 1;0 1;0 0] % por ejemplo, el (0,0) y el (1,0)
SE ASUME asume la figura en Pt (3,n2)

% SE COLOCA en Ppt(3,n2) los puntos GIRADOS
a=-pi/2;C=[2;01; % Angulo y centro de giro (VARIAR)
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-C; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=C; $ Matriz de traslacidén inversa
AQa=eye (3); % Matriz de giro a con centro 0(0,0)
AOa(2:3,2:3)=[cos(a),-sin(a);sin(a),cos(a)]l;

o

o
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ACa=AhlxAQaxAh % Matriz de giro a con centro C

% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica --
At=ACa; Ppt=At«Pt; $ Transformacidén de la figura
figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) 5 ——
title('Giro respecto un punto'),plot(C(1l),C(2), "'rx")

Respuesta al ejercicio T4.10
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Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos

de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 4.1.2 y 4.2.3).

(i) Una simetria es una semejanza y las semejanzas no cambian la forma de las figuras,
por lo que una circunferencia se transforma en otra circunferencia, no en una elipse
con semiejes distintos. En consecuencia, (a) y (b) son falsas.

(ii) Una simetria es una isometria por lo que mantiene las distancias. En consecuencia
el radio de la circunferencia transformada también tiene que ser 1, por lo que la
respuesta correcta es (c).

(iii) Con un simple dibujo de la recta y = 1 — x se observa que el simétrico del centro de
la circunferencia (0,0) es (1,1) por lo que la correcta es (c) (obsérvese que la recta es
una diagonal del cuadrado [0, 1] X [0, 1] mientras que el segmento que une el (0,0) y el (1,1)

es la otra diagonal).

Simetria respecto una recta

Vamos a hacerlo ahora aplicando la transformacion. Para ello .
se eligen dos puntos distintos de la recta que define el eje de .
simetria (y = 1 — z), por ejemplo, para z = 1 y para © = 0 se ..
tienen los puntos Q(1,0) y R(0,1). Con los comandos inferiores *
(ver sec. 4.3.4) se obtiene el resultado de la figura adjunta. En .,
consecuencia, la respuesta correcta es la (c). .

% Definicidén de X(t) y de Y(t) FIGURA
t=linspace (0, 2xpi, 333); $ Parametro (VARIAR)
X=1.*cos (t); X(t) (VARIAR)

Y=1.%sin(t); Y (t) (VARIAR)

% Definicidén de Pt (1l,x,y) (P-tilde)

o
S
o
5

n2=length(t) ;Pt=ones (3,n2);Pt(2:3,:)=[X;Y];
figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa
plot (Pt (2,:),Pt(3,:))

o
e

SE ASUME asume la figura en Pt (3,n2)

SE COLOCA en Ppt(3,n2) los SIMETRICOS POR UN EJE
Q=[1;0]1;R=[0;1]; $ Puntos del eje (VARIAR)
QR=R-Q;a=-atan2 (QR(2) ,Q0R(1)); % Angulo de giro inicial
Ah=eye (3);Ah(2:3,1)=-Q; $ Matriz de traslacidén inicial
Ahl=Ah;Ahl1(2:3,1)=Q; $ Matriz de traslacidn inversa
AOa=eye (3); $ Matriz de giro inicial

o° o° o

AOa(2:3,2:3)=[cos(a),—-sin(a);sin(a),cos(a)]l;
AOal=eye (3); $ Matriz de giro inversa
AOal(2:3,2:3)=[cos(a),sin(a);-sin(a),cos(a)]l;

AOX=diag([1l,1,-1]1); $ Matriz de simetria respecto OX
Ae= AhlxAOal*AOXxAOa*xAh % Matriz de simetria recta PQ
% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=Ae; Ppt=At*Pt; $ Transformacidén de la figura
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figure,hold onj;axis equal;grid; $ Quitar si se solapa

plot (Pt (2,:),Pt(3,:)),plot (Ppt(2,:),Ppt(3,:)) % ——
title('Simetria respecto una recta')
plot ([Q(1);R(1)],[Q(2);R(2)],'r") % Eje de simetria

A.5. SOLUCIONES AL CAPITULO 5

A.5.1. Soluciones

A continuacién se indican las soluciones del test de autoevaluacion de
la seccion 6.5.2:

1-b, 2¢, 3-a, 4-b, 5-a, 6-b, T-c, 8d, 9-d, 10-b.

A.5.2. Pasos en la resolucién y posibles comandos a utilizar

Primero se deben solucionar los ejercicios, luego comprobar vuestras
respuestas y, al final, podéis comparar lo que habéis hecho con lo que se pro-
pone en esta seccién. Obviamente, ni los comandos ni el proceso aqui utilizado
tienen porqué coincidir con los que se hayan usado.

Respuesta al ejercicio T5.1

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 5.1.3 y 5.1.4).

i) Como en esféricas ¢,0) = V3, 4,m/4) se tiene que
(i) P, b, ; q

_ _ V2Vv2

T = p sen¢cos b —\/§7272 =

_ _ V2v2

y = p sen ¢ sen —\/§7272 =

zZ=pcos¢ :ﬁg =

ol efs el

por lo que (a) es falsa.

(i) Como en cilindricas (r,0,2) = (v/3,7/4,1) se tiene que

x =rcosf :ﬂg =1
_ _ V2o
y =1 senf —\/57 =1

z=2z =1

por lo que (b) es cierta (en coordenadas homogéneas que es la tnica interpretacion
posible con 4 coordenadas).

(iii) Ya no hacen falta més célculos para responder, pero vamos a verificar la siguiente
opcion. Como en cilindricas (r,0,z) = (v/3,45,1) se tiene que (obsérvese que 45 se
supone que estd en grados, no en radianes, por lo que dara valores extrafios en el
seno y el coseno al no tener las unidades adecuadas):
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z=rcosf =+/2cos(45°) =0.7429
y=rsenf =+/2sen(45°) = 1.2034
z=2z =1

por lo que (c) es falsa.

Respuesta al ejercicio T5.2

Se tiene latitud —(52 4+ 14/60 + 2.8/3600) = —52.2341° (negativa por estar en el
hemisferio sur, ver sec. 5.1.4), por lo que la colatitud es ¢ = 90 — (—52.2341) = 142.2341°,
mientras que la longitud es § = —(69 + 14/60 + 9.9/3600) = —69.2361° (negativa por ser
longitud oeste, ver sec. 5.1.4). Por otro lado p = R = 6371 Km. Se pasan los 4ngulos a
radianes y se aplican las ecuaciones (5.3) con los siguientes comandos

rho=6371, phi=142.2341+pi/180, theta=-69.2361%pi/180
x=rhoxsin (phi) xcos (theta)

y=rhoxsin (phi) *sin (theta)

z=rho*cos (phi)

obteniendo que las coordenadas cartesianas (z,y, z) de dicho punto (en Km) son

x = 1.3833e+03
y = —-3.6484e+03
z = -5.0364e+03

por lo que (c) es la respuesta correcta.

Respuesta al ejercicio T5.3

Como dice el texto en la secciéon 5.2.2 se obtiene una matriz de n2 X ni puntos de 4
componentes en coordenadas homogéneas. En total, las dimesiones de Pt son na X ni X 4.
En consecuencia, la respuesta correcta es la (a).

Se puede comprobar obteniendo las dimensiones de Pt en cualquier superficie, por
ejemplo, la de la seccion 5.3.4. Para ello se ejecutan los comandos que definen la superficie
en dicha seccién y se ejecuta después size (Pt).

% SUPERFICIE Pt (1l,X,Y,Z) en cilindricas: PARABOLOIDE
radio=1;au=0;bu=radio;av=0;bv=2%pi; $ Datos (VARIAR)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace (au,bu,nl);v=linspace (av,bv,n2); $ Paso 1l: vecs u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); $ Paso 2: malla 2D en (u,Vv)

X=U.*cos (V); % Paso 3: X(U,V) (VARIAR)

Y=U.*sin(V); $ Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)

Zz=U.”2/4; % Paso 3: Z(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2Z;
figure,axis equal,hold on,grid$% Quitar si se solapa
surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

o o
]

dimensionesPt=size (Pt)

Cuyo resultado es

dimensionesPt = 25 23 4

es decir, n2 X n1 X 4 puesto que n; = 23 el nimero de puntos utilizado en la discretizacion
del primer parametro u, y no = 25 en el segundo parametro v.
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Respuesta al ejercicio T5.4

Primero realizamos dos observaciones. La primera es que hay dos parametros in-
dependientes verificando que 0 < wu,v < 27. Las coordenadas x e y tienen expresiones
distintas (independientes) en funcion de estos parametros por lo que serd una superficie (ver
sec. 5.2.2). En consecuencia, la respuesta (d) es falsa. La segunda es que las coordenadas
(z,y,2) de la parametrizacion dada verifican la ecuacion z = 0, en consecuencia, la figura
estard incluida dentro del plano z = 0 por lo que la opcién (c) es falsa (obsérvese que z = 0
es un plano por ser una ecuacion del tipo axz + by + cz = d con a,b,c,d € Ry a,b,c no
todos nulos).

Ahora lo resolvemos estudiando la parametrizaciéon. Las expresiones de z, y, z son
las que vienen dadas por las coordenadas cilindricas (ver sec. 5.1.3) fijando z = 0 (ver ec.
(5.1)). En consecuencia, el parametro u es el radio o distancia al eje OZ y el parametro v
es el argumento en polares. Como 0 < u < 27 los puntos (z,y, z) estaran situados desde el
eje OZ (distancia 0) hasta una distancia 27 al eje. Como 0 < v < 27 los puntos daran una
vuelta completa al eje OZ. En consecuencia, se obtendra un circulo de radio 27 = 6.2832
alrededor del eje OZ en el plano XY (plano z = 0). Por tanto, la correcta es la (b).

Finalmente lo vamos a resolver mediante el entorno de célculo. Se ejecutan los co-

mandos siguientes y se observa que la figura obtenida es un circulo plano por lo que la
respuesta correcta es la (b).
Estos comandos son los mismos que los de la seccién 5.3.4 en
donde se ha modificado la parametrizacion y los limites de los
parametros en las lineas marcadascon % ... (VARIAR) por
los que se dan en el ejercicio. Como dice en la seccion citada,
aunque se tenga que z = 0 en todos los puntos, no se puede
poner Z=0 puesto que da error al no tener las dimensiones
adecuadas, se debe poner Z=0+U, por ejemplo.

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z2) en cilindricas

au=0;bu=2+pi;av=0;bv=2%pi; $ Datos (VARIAR)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla

u=linspace (au,bu,nl);v=linspace(av,bv,n2); $ Paso 1l: vecs u,v
(

[U,V]=meshgrid(u,v); $ Paso 2: malla 2D en (u,v)
X=U.*xcos (V); $ Paso 3: X(U,V) (VARIAR)

Y=U.*sin(V); % Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)

Z=0«U; $ Paso 3: Z(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt (:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=Z;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa

surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

Respuesta al ejercicio T5.5

La superficie esta dada de forma explicita z = f(z,y), por lo
que se puede escribir como (u, v, f(u,v)) y se puede representar
por (se toman valores alrededor del origen):

r=1u
y=v (u,v) € [-1,1] x [-1,1].
z = 1.2u% — 1.20°
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Se ejecutan los comandos siguientes utilizando la nueva parametrizacion (solo se han
modificado las lineas marcadas con % ... (VARIAR) de la sec. 5.3.4) y se obtiene que la
respuesta correcta es la (a).

$ SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)
au=-1;bu=1l;av=-1;bv=1; $ Datos (VARIAR)
nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace (au,bu,nl);v=linspace (av,bv,n2); $ Paso 1l: vecs u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); $ Paso 2: malla 2D en (u,v)

X=U; % Paso 3: X (U,V) (VARIAR)

Y=V; % Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)

Z=1.2%xU.72-1.2%V."2; $ Paso 3: Z(U,V) (VARIAR)
Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=Z;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))

Respuesta al ejercicio T5.6

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 5.2.2).

(i) La respuesta (a) es falsa porque una superficie regular tiene 2 vectores tangentes
(linealmente independientes) en cada punto de su interior.

(ii) Un cubo tiene 6 caras regulares y aristas y vértices entre ellas, por lo que es una
superficie regular a trozos. En consecuencia, (c) es falsa. No es regular puesto que, por
ejemplo, en las aristas tiene 4 vectores tangentes, 2 tangentes a una cara y 2 tangentes a la
otra, pero solo uno tangente a ambas caras que tiene la direccion de la arista.

(iii) La opcion (d) es falsa puesto que una superficie regular tiene dos vectores tangentes
a cada punto de su interior marcando direcciones distintas (son linealmente indepen-
dientes).

En consecuencia, la correcta es la (b).

Respuesta al ejercicio T5.7

Una piramide circular es simétrica respecto su eje central por lo que es una superficie
de revolucion (ver sec. 5.3.4). Como a priori el eje puede ser cualquier recta, se suele asumir
que es el eje OZ y se suelen utilizar coordenadas cilindricas (ver sec. 5.1.3) como ocurre
en este ejercicio. Ello se observa en las coordenadas cartesianas (z,y, z) que se dan en las
respuestas dado que se tienen expresiones del tipo z = rcosf, y = r sen 6, z en funcién de
r (por ser superficie de revolucion). Se consideran las siguientes afirmaciones.

(i) En (a) u acttia de argumento y v de modulo (en X e Y), por lo que los limites en ambas
variables estan cambiados (u deberia ir hasta 27 y v hasta 2). En consecuencia, es
falsa.

(it) En (b) u acttia de médulo y v de argumento (en X e Y), por lo que los limites en
ambas variables estan cambiados (u deberia ir hasta 2 y v hasta 27). Ademas, en un
cono z es funcion (lineal) de r no del argumento como esta en (b). En consecuencia,
es falsa.
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(iii)
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En (c) u acttia de médulo y v de argumento (en X e Y), por lo que los
limites en ambas variables estan correctos (0 < u < 2,0 < v < 27).
Ademas, en un cono z es funcion lineal de r, z = r. Se observa que el
corte en el plano ZY (recta z = 0) es la recta bisectriz (z = r = /02 + y2 =
y). En consecuencia, (c) es verdadera. La superficie viene dada por un
segmento de la recta bisectriz (z = 0, z = y) girado alrededor del eje
OZ como se observa en la figura adjunta.

En (d) v actia de m6dulo y u de argumento (en X e Y), por lo que los limites en
ambas variables estan correctos (0 < v < 2, 0 < u < 27). Ahora bien, en un cono z
es funcion (lineal) de r no del argumento como esta en (d). En consecuencia, es falsa.

Vamos a resolver el problema ejecutando los comandos y obteniendo las superficies
de cada opcién. Para ello se toman los comandos de representacién grafica de una superficie

)

parametrizada (ver sec. 5.3.4) y se cambian las lineas marcadas con % . ..
las de cada respuesta. Ello se consigue con los comandos siguientes.

$ SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla

u=linspace (0,2,nl); v=linspace(0,2xpi,n2); % (a)
[U,V]=meshgrid(u,v); X=V.xcos(U); Y=V.xsin(U); Z=V; % (a)
Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title(' (a)")

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla

u=linspace (0,2*pi,nl); v=linspace(0,2,n2); % (b)
[U,V]l=meshgrid(u,v); X=U.*cos(V); Y=U.xsin(V); Z=V; % (b)
Pt=ones(n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=Z;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title(' (b)")

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla

u=linspace (0,2,nl); v=linspace(0,2*pi,n2); % (c)
[U,V]=meshgrid(u,v); X=U.*cos(V); Y=U.*sin(V); Z=U; %(c)
Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt (:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title(' (c)")

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla

u=linspace (0,2*pi,nl); v=linspace(0,2,n2); % (d)
[U,V]=meshgrid(u,v); X=V.xcos(U); Y=V.xsin(U); Z=U; % (d)
Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=Z;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title("' (d)")

(VARIAR) por

Se obtienen las 4 figuras siguientes en donde se observa que la correcta es la (c).

(d)
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Respuesta al ejercicio T5.8

Una piramide circular es simétrica respecto el eje que pasa por el medio (véase la
figura del apartado (iii) de la respuesta del ejercicio anterior). Aunque las coordenadas ci-
lindricas son idéneas para representar superficies de revoluciéon como esta (ver sec. 5.3.4),
también se pueden utilizar coordenadas esféricas en este caso dado que se tiene latitud cons-
tante sobre todos los puntos del cono. Obsérvese que en las respuestas se tienen expresiones
del tipo z = rcosf sen¢, y = r sen sen ¢, z = rcos ¢ que se corresponde con las coorde-
nadas esféricas (ver ec. (5.3)). Recuérdese que ¢ es la colatitud, es decir, el angulo que se
tiene desde el eje OZ en su sentido positivo (el polo norte) hasta el punto considerado. Se
tienen las siguientes afirmaciones.

(i) En (a) se ha puesto m/4 = arctan % a la colatitud en z que .
esta bien como se observa en la figura adjunta sobre el plano ’
Y Z. Ahora bien, en las coordenadas x e y se ha puesto este vz
valor a la longitud en vez de a la colatitud. Es incoherente ﬂf;ﬁ)
con las coordenadas esféricas. En consecuencia, es falsa. Y

(ii) En (b) se ha puesto 7/4 a la colatitud en las coordenadas = e y que es correcto,
pero en z se ha utilizado la longitud en vez de la colatitud. Es incoherente con las
coordenadas esféricas. En consecuencia, es falsa. Ademas, el limite en la longitud no
es 2.

(iii) En (c) ocurre como en (b). Ademés, los limites en los parametros no estan bien
puestos. En consecuencia, es falsa.

(iv) En (d) se ha puesto 7/4 a la colatitud en las tres coordenadas cartesianas, se ha
discretizado en [0, 27] la longitud v y el médulo es u igual en las tres coordenadas.
En consecuencia, es cierta.

Vamos a resolver el problema ahora ejecutando los comandos siguientes y obteniendo
las superficies de cada opcién. Para ello se toman los comandos de representacion grafica de
una superficie parametrizada (ver sec. 5.3.4) y se cambian las lineas marcadas con % . ..
(VARIAR) por las de cada respuesta.

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace(0,2,nl); v=linspace(0,2%pi,n2); % (
[U,V]=meshgrid(u,v); X=V.xsin(pi/4).xcos(U); % (a)
Y=V.*sin(pi/4) .*sin(U); Z=V.xcos(pi/4); % (a)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2Z;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title(" (a)")

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)
nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla

u=linspace (0,2%pi,nl); v=linspace(0,2,n2); % (b)
[U,V]=meshgrid(u,v); X=U.*xsin (V) .*cos(pi/4);; % (b)
Y=U.*sin (V) .*sin(pi/4); Z=U.xcos(V);; % (b)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=Z;
figure, axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title("(b)")

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z2)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace(0,2,nl); v=linspace(0,2%pi,n2); % (c)
[U,V]=meshgrid(u,v); X=U.*sin (V) .*xcos (pi/4); % (c)
Y=U.*sin (V) .*sin(pi/4); Z=U.xcos(V); % (c)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2Z;
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figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title("'(c)")

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z2)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace (0,2,nl); v=linspace(0,2xpi,n2); % (d)
[U,V]l=meshgrid(u,v); X=U.xsin(pi/4).xcos(V); % (d)
Y=U.*sin(pi/4) .*sin(V); Z=U.xcos(pi/4); % (d)
Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title(' (d)")

Se obtienen las 4 figuras siguientes en donde se observa que la correcta es la (d).

Respuesta al ejercicio T5.9

Obsérvese que como se tiene una superficie de revolucién se han utilizado coordenadas
cilindricas que son las que mejor se adaptan (ver sec. 5.3.4 y ec. (5.1)). Es obvio que cuando
u = =£1 se tienen los picos de la peonza doble dado que se tienen los valores maximos en z
en modulo. Ademas, en esos puntos la distancia r al eje OZ en los picos vale 0, es decir,
estan sobre dicho eje.

La superficie no es regular en los picos ni en su ecuador (plano z = 0 que la divide
por la mitad) dado que se tiene una arista (ver figura del enunciado del ejercicio) que es
debida a la funcién valor absoluto utilizada en la expresion de r. En consecuencia, la opcion
(b) es falsa dado que |u — 1| = (u — 1)? que es una funcién regular sin aristas. Se puede
verificar representando la superficie como se hace en los comandos posteriores.

La respuesta (c) es falsa dado que como v es el argumento debe dar una vuelta
completa de 0 a 27, y en cambio, en (c) va de —1 a 1.

La correcta es la (d) o, en caso contrario, la (a). Se representa la opcion (d) y a partir
de la grafica obtenida se observa que es la correcta. Las opciones (b) y (¢) también se pueden
descartar por representacion grafica, por lo que vamos a dibujar las tres opciones. Para ello
se toman los comandos de representacion grafica de una superficie parametrizada (ver sec.
5.3.4) y se cambian las lineas marcadas con % ... (VARIAR) por las de cada respuesta.

$ SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace(-1,1,nl); v=linspace(0,2+pi,n2);
[U,V]=meshgrid(u,v); X=abs(U-1)."2.*cos(V);
Y=abs (U-1) ."2.%sin(V); Z=U; % (b)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2Z;
figure, axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title("(b)")

% SUPERFICIE Pt (1l,X,Y,Z2)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace (0,2*pi,nl); v=linspace(-1,1,n2);
[U,V]=meshgrid(u,v); X=abs(1-U."2).*cos(V);

(b)
(b)

o° oe

(c)
(c)

o o
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Y=abs (1-U."2) .*sin(V); 2Z=U; % (c)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=7;
figure, axis equal,hold on,grid$% Quitar si se solapa
surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title("(c)")

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z2)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace(-1,1,nl); v=linspace(0,2%pi,n2); % (
[U,V]=meshgrid(u,v); X=(abs(U)-1).%2.%cos(V); % (d)
Y=(abs (U)-1) ."2.%xsin(V); 2Z=U; % (d)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title(" (d)")

R

Respuesta al ejercicio T5.10

La mejor opcién en este ejercicio es representar las superficies dadas con los siguientes
comandos obteniendo que la respuesta correcta es la (b). Para ello se toman los comandos
de representacion grafica de una superficie parametrizada (ver sec. 5.3.4) y se cambian las

o

lineas marcadas con % ... (VARIAR) por las de cada respuesta.

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z2)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace (-pi,pi,nl); v=linspace(-pi,pi,n2); % (b)
[U,V]=meshgrid(u,v); X=(3+cos(U)).*xcos(V); % (b)
Y=(3+cos (U)) .*sin(V); Z=sin(U); % (b)
Pt=ones(n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title(' (b)")

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace (0,2xpi,nl); v=linspace(0,2xpi,n2); % (c)
[U,V]=meshgrid(u,v); X=(5+4xcos(U)).*cos(V); % (c)
Y=(5+cos (U)) .*sin(V); Z=0.8xsin(U); % (c)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
figure,axis equal,hold on,grid$% Quitar si se solapa
surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title(" (c)")

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z2)

nl=23;n2=25; $ Numero de lineas en la malla
u=linspace (0, 2*pi,nl); v=linspace(0,2xpi,n2); % (d)
[U,V]=meshgrid(u,v); X=(2+2xcos(U)).*cos(V); % (d)
Y=sin (U); Z=(2+2xcos(U)) .*sin(V); % (d)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;
figure,axis equal,hold on,grid% Quitar si se solapa
surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)),title (' (d)")
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(b) (c) (d)

A.6. SOLUCIONES AL CAPITULO 6

A.6.1. Soluciones

A continuacién se indican las soluciones del test de autoevaluacién de
la seccion 6.5.2:

1-b, 2-d, 3-d, 4-a, 5-a, 6-a, 7-b, 8-a, 9-c, 10-b.

A.6.2. Pasos en la resolucién y posibles comandos a utilizar

Primero se deben solucionar los ejercicios, luego comprobar vuestras
respuestas y, al final, podéis comparar lo que habéis hecho con lo que se pro-
pone en esta seccion. Obviamente, ni los comandos ni el proceso aqui utilizado
tienen porqué coincidir con los que se hayan usado.

Respuesta al ejercicio T6.1

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 6.1.2 y 6.2.1).

(i) Una traslacion es una isometria y mantiene las distancias entre los puntos, por lo que
la respuesta (a) es falsa.

(ii) Si se aplica una traslaciéon a un segmento se le suma un vector a todos sus puntos, por
lo que la posicion media relativa a los extremos del segmento se mantiene. Veamoslo:
(P+Q)/2=(P+h+Q+h)/2=(P+Q)/2+h, por lo que el punto medio de
P'Q’ es el trasladado por T} del punto medio de PQ. En consecuencia, (b) es cierta.

(iii) Las traslaciones no nulas no tienen ningin punto fijo, por lo que (d) es falsa.

La correcta es la (b).

Respuesta al ejercicio T6.2

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos de
ellos pueden ser redundantes. Se debe tener presente que se esta considerando una superficie
de revolucion alrededor del eje OZ (ver sec. 5.3.4).
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(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Si una piramide circular o cono se hace rodar respecto su eje de simetria se mantiene
invariante al ser circular, por lo que la respuesta (a) es cierta y no se debe marcar
dado que se pide la falsa (ver sec. 6.2.4).

Al aplicar una simetria respecto el plano XY que esta en la base de la piramide,
ésta se invierte hacia abajo (con vértice en (0,0, —1)) manteniendo la base sobre el
mismo plano, puesto que todos los puntos del plano son puntos fijos (ver sec. 6.2.5).
Al aplicar una simetria central el circulo unidad (z*+y* = 1, z = 0) se transforma en
si mismo (se mantiene invariante) y el vértice (0,0, —1) se transforma en (0,0, 1) que
es el vértice inicial (ver sec. 6.2.2). Como ambas transformaciones son semejanzas, la
pirdmide circular (o cono truncado) se convierte en otra pirdmide circular en cada
transformacién manteniendo su tamafio puesto que son isometrias, por lo que la
imagen final transformada es igual a la inicial. En consecuencia, (b) es cierta y no se
debe marcar dado que se pide la que es falsa.

El plano z = 0.5 es horizontal perpendicular al eje de simetria de la pirdmide circular
v la corta en la mitad de su altura. En consecuencia, al realizar una simetria sobre el
plano anterior el vértice (0,0,1) se sitia en el centro de su circulo base, es decir, en
(0,0,0), por lo que (c) es cierta y no se debe marcar dado que se pide la que es falsa
(ver sec. 6.2.5).

Como (a), (b) y (c) son ciertas, la falsa es la (d) que es la que se tiene que marcar.

La respuesta (d) seria cierta si se hiciera una homotecia de razon 0.5 (zoom al 50 %)
sobre el origen, pero como se realiza sobre su vértice P(0,0,1) es falsa y es la que
se debe marcar (ver sec. 6.2.3). La homotecia de centro P mantiene a P invariante,
por lo que el vértice de la pirdmide circular P se mantiene invariante en P y no es
(0,0,0.5).

Vamos a resolverlo ahora visualizando las superficies aunque es un proceso mas largo.

Dado que la pirdmide circular tiene como eje de simetria el eje OZ y se nos da su ecuacion
z? + 9% = (z — 1)27 0 < z < 1, es facil obtener una parametrizaciéon con coordenadas
cilindricas. Obsérvese que como 0 < z < 1 se tiene que z =1 — /22 + y2 = 1 — r (se toma
la raiz negativa) que es funcién de r como ocurre con todas las superficies de revolucion
alrededor del eje OZ (ver sec. 5.3.4). Mas concretamente,

Se utilizan los comandos de representacion grafica de una su-
perficie parametrizada (ver sec. 5.3.4) y se cambian las lineas

marcadas con % ... (VARIAR) por la paramatrizacién anterior
como se indica en los siguientes comandos obteniendo la grafica
adjunta.

x = rcosf
y=rsenf ,0<r<1, 0<60<2m.
z=1—r

% SUPERFICIE Pt (1,X,Y,Z2)

au=0;bu=1;av=0;bv=2*pi; % Datos (VARIAR)

nl=23;n2=25; % Numero de lineas en la malla

u=linspace (au,bu,nl);v=linspace (av,bv,n2); $ Paso 1: vecs u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); % Paso 2: malla 2D en (u,v)

X=U.*xcos (V); % Paso 3: X(U,V) (VARIAR)

Y=U.*sin(V); % Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)

z2=1-U;

% Paso 3: Z(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;

o

figure,axis equal,hold on,grid % Quitar si se solapa
surf (Pt (:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))
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Se aplica el giro de la respuesta (a) (ver sec. 6.3.4) y se ve que tanto la imagen inicial
como la transformada se solapan, lo cual indica que es invariante y que el apartado (a) es
cierto. En la figura inferior (a) se ha representado la superficie inicial con linea continua en la
malla y la final con linea discontinua. Se han tomado Q(0,0,1) y R(0,0,0) puntos del eje OZ
(de ecuaciones x = y = 0) de modo que el vector director de la recta RQ) = Q@ — R = (0,0, 1)
apunta hacia el sentido positivo del eje OZ (su tercera componente es positiva). Ello no
afecta la opcion (a) puesto que, como es invariante para cualquier angulo de giro, también
lo es para —40°.

o

SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE
% SE COLOCA en Ppt el GIRO
a=40%pi/180;0=[0;0;11;R=[0;0;0]; % Angulo,Q,R (VARIAR)
N=(Q-R) /norm (Q-R) ; n2n3=sqrt (N(2) "2+N(3)"2); % de R a Q
Ag=eye (4) jAq(2:4,1)=-0;Aql=eye (4) ;Aql (2:4,1)=0;

Aoy=eye (4) ;jAoy (2,2)=n2n3;Aoy (4, 4)=Roy (2,2);
Aoyl=RAoy;Roy(2,4)=-N(1);Roy(4,2)=-Roy(2,4);

Aoyl (4,2)=RAoy(2,4); RAoyl(2,4)=Roy(4,2);

if (n2n3<1e-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; $ Aox=1

Aox=eye (4) ;Aox (3,3)=N(3) /n2n3;RAox (4,4)=Rox (3,3);
Aox1l=RAox;RAox (3,4)=-N(2)/n2n3;RAox(4,3)=-RAox(3,4);
Aox1(4,3)=Rox(3,4);RAox1(3,4)=RAox(4,3);

Aoz=eye (4) ;Ao0z (2,2)=cos (a);Aoz(3,3)=RAoz(2,2);

Aoz (2,3)=-sin(a);Aoz (3,2)=-RA0z(2,3);
Aea=AglxAoxlxAoyl*AozxAoy*AoxxAgs MATRIZ DE GIRO

% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION gréafica —-
At=Aea;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At*Pt; $ Ppt=At+Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1l:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, j, :),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie
surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title('Giro de angulo a respecto el eje r');
xy=[Q,R]";plot3(xy(:,1),xy(:,2),xy(:,3),'r");
plot3(Q(1),0(2),Q(3), " '*r");

(a) Girode angulo a respecto el eje r

(b)

Vamos a aplicar ahora las dos transformaciones de la respuesta (b) y veremos que
tanto la imagen inicial como la transformada se solapan, lo cual indica que es invariante
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y que el apartado (b) es cierto. Se toma el P(0,0,0) y N = (0,0,1) como punto y vector
normal del plano de simetria y O(0,0,0) como centro de simetria puntual. Se aplican los
comandos siguientes (ver sec. 6.3.2, 6.3.5 y 6.3.7) y se obtiene la figura superior (b) donde
se ha representado la superficie inicial con linea continua en la malla y la final con linea
discontinua mas gruesa. Se presenta con linea punteada en la parte inferior la superficie
intermedia resultado de la primera transformacion.

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE
% SE COLOCA en Ppt el SIMETRICO POR UN PLANO
P=[0;0;0];N=[0;0;1]1;% P, N (VARIAR)

N=N/norm (N) ; n2n3=sqrt (N (2) "2+N (3) ~2) ;

Ap=eye (4);Ap(2:4,1)=-P;Apl=eye (4);Apl (2:4,1)=P;

Aoy=eye (4) ;Aoy (2,2)=n2n3;Aoy (4, 4)=RAoy (2,2) ;Aoyl=RAoy;

Aoy (2,4)=-N(1);RAoy(4,2)=-RAoy(2,4);Royl(4,2)=Roy(2,4);

Aoyl (2,4)=Aoy (4,2); Axy=diag([1,1,1,-1]1);

if (n2n3<1e-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; $ Aox=I

Aox=eye (4) ;Aox (3,3)=N(3) /n2n3;RAox (4,4)=Rox(3,3);
Aoxl=Aox;Aox(3,4)=-N(2)/n2n3;RAox (4,3)=-Rox(3,4);
Aox1(4,3)=Rox(3,4);Rox1(3,4)=Rox(4,3);
Aspi=AplxAoxl+Aoyl+Axy+Aoy+«AOx+Ap S MATRIZ DE SIMETRIA

% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica --
At=Aspi;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«Pt; $ Ppt=AtxPt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=At+reshape (Pt (i,3,:),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))% Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——

$title('Simetria respecto un plano');

3
S

Pt=Ppt; $ Redefinicidén de Pt

o\°

SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

SE COLOCA en Ppt el SIMETRICO POR UN PUNTO

C=[0;0;0]; % Centro de simetria (VARIAR)

Ac=eye (4);Ac(2:4,1)=-C;Acl=eye(4);Acl(2:4,1)=C;
Ao=diag([l,-1,-1,-11); % Matriz de simetria central
Asc=AclxAo*Ac $ MATRIZ DE SIMETRIA PUNTUAL

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION gré&fica --
At=Asc;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At*Pt; $ Ppt=At+«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, j,:),4,1); $ Ppt=At+Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

%$figure, hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

o° e

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——

$title('Simetria respecto un punto');
plot3(C(1),C(2),C(3),'rx") % Se dibuja el centro C

Vamos a aplicar la simetria respecto el plano z = 0.5 de la respuesta (c) y veremos
que el vértice se sitiia en el origen, lo cual indica que el apartado (c) es cierto. Se dibuja el
punto O(0,0,0) con un asterisco para una mejor verificaciéon de la afirmaciéon anterior. Se
toma el P(0,0,0.5) y N = (0,0,1) como punto y vector normal del plano de simetria (ver
sec. 6.3.5). En la figura inferior (c) se ha representado la superficie inicial con linea continua
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en la malla y la final con linea discontinua. Se vuelve a definir Pt puesto que se ha cambiado
su valor con los comandos de la opcién anterior.

au=0;bu=1;av=0;bv=2xpi; % Datos (VARIAR)

nl=23;n2=25; % Numero de lineas en la malla

u=linspace (au,bu,nl);v=linspace(av,bv,n2); $ Paso 1l: vecs u,v
[U,V]=meshgrid(u,v); % Paso 2: malla 2D en (u,v)

X=U.*cos (V); % Paso 3: X(U,V) (VARIAR)

Y=U.*sin(V); % Paso 3: Y (U,V) (VARIAR)

Z=1-U; % Paso 3: Z(U,V) (VARIAR)

Pt=ones (n2,nl,4);Pt(:,:,2)=X;Pt(:,:,3)=Y;Pt(:,:,4)=2;

$ SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

% SE COLOCA en Ppt el SIMETRICO POR UN PLANO
P=[0;0;0.5]1;N=[0;0;11;% P, N (VARIAR)
N=N/norm(N) ; n2n3=sqrt (N(2) *2+N (3) *2) ;

Ap=eye (4) ;Ap(2:4,1)=-P;Apl=eye (4);Apl (2:4,1)=P;

Aoy=eye (4) ;Aoy (2,2)=n2n3; Aoy (4,4)=RAoy (2,2) ;Aoyl=RAoy;

Aoy (2,4)=-N(1);Aoy(4,2)=-Roy(2,4);Royl (4,2)=Roy(2,4);

Aoyl (2,4)=Roy (4,2); Axy=diag([1,1,1,-11);

if (n2n3<1le-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; $ Aox=1

Aox=eye (4) ;Aox (3,3)=N(3) /n2n3;RAox (4,4)=Rox (3,3);
Aox1=Aox;Aox (3,4)=-N(2) /n2n3;RAox (4,3)=-RAox(3,4);
Aox1(4,3)=Rox(3,4);RAox1(3,4)=Rox(4,3);
Aspi=Apl*Aoxl*Aoyl*Axy*A0oy*AOx*Ap > MATRIZ DE SIMETRIA

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION gréafica --
At=Aspi;if ndims (Pt)< 3, Ppt=AtxPt; $ Ppt=At+«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, Jj, :),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) s Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title('Simetria respecto un plano');

plot3(0,0,0,'+xr') % se dibuja el origen

(€)  Simetria respecto un plano
15 (d) Homotecia (zoom)

N 05+

-0.5

Vamos a aplicar la homotecia de razon 0.5 de centro P(0,0,1) de la respuesta (d)
con los comandos inferiores (ver sec. 6.3.3) y se obtiene la figura superior (d) en donde
se ha representado la superficie inicial con linea continua en la malla y la final con linea
discontinua. Se observa que parece que el cono se encoge a la mitad hacia arriba puesto que
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el centro de la homotecia es el vértice de la piramide circular. Ello indica que el apartado
(d) es falso y es el que se debe marcar. Ademas también se observa que la base de la figura
transformada no esta sobre el plano XY (plano z = 0) sino sobre el plano z = 0.5 por lo
que también es falso el apartado (d).

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE
$ SE COLOCA en Ppt los HOMOTETICOS

r=0.5;C=[0;0;1]; $ Razdén y centro (VARIAR)
Ac=eye(4);Ac(2:4,1)=-C;Acl=eye(4);Acl(2:4,1)=C;
Aor=diag([l,r,r,r]); $ Matriz homotetica de razdén r
AhCr=AclxAor+Ac % MATRIZ DE HOMOTECIA

$ A continuacién: CALCULO REPRESENTACION grafica —-—
At=AhCr;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«*Pt; % Ppt=At«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=At+reshape (Pt (i,73,:),4,1); $ Ppt=At+Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))% Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——

title ('Homotecia (zoom)');
plot3(C(1),C(2),C(3),'*r'); % Se dibuja el centro C

Respuesta al ejercicio T6.3

Se aplican los comandos siguientes (ver sec. 6.3.4) y se obtiene

Ppt = 1.0000
-2.0000
1.0000
-0.0000

es decir, que el punto imagen es (—2,1,0) que es la respuesta (d). Se toman, por ejemplo,

los puntos R(0,0,1) y Q(1,1,2) que verifican las ecuaciones de la recta y, ademas, RQ =
Q — R=(1,1,1) es un vector director de la recta que apunta hacia el sentido z > 0 como

se pide, puesto que su tercera componente es positiva. Si el vector Ré apuntara en sentido
contrario intercambiariamos los valores de los puntos P y Q.

P=[1;-1;-1]1,Pt=[1;P] % Punto P (VARIAR)

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

% SE COLOCA en Ppt el GIRO
a=120%pi/180;0Q=[1;1;21;R=[0;0;1]; % Angulo,Q,R (VARIAR)
N=(Q-R) /norm (Q-R) ; n2n3=sqgrt (N(2) *2+N(3)"2); % de R a Q
Ag=eye (4) ;Aq(2:4,1)=-0;Aql=eye (4) ;Aql (2:4,1)=0;
Aoy=eye (4) jAoy (2,2)=n2n3;Aoy (4,4)=RAoy (2,2);
Aoyl=RAoy;Aoy(2,4)=-N(1);Roy(4,2)=-RAoy(2,4);

Aoyl (4,2)=Roy (2,4); RAoyl(2,4)=Roy(4,2);

if (n2n3<1le-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; $ Aox=1I
Aox=eye (4) ;jAox (3,3)=N(3) /n2n3;RAox (4,4)=Rox (3, 3);
Aoxl=Aox;RAox(3,4)=-N(2) /n2n3;RAox (4,3)=-Rox(3,4);
Aox1(4,3)=Rox(3,4);Rox1(3,4)=RAox(4,3);

Aoz=eye (4) ;Aoz (2,2)=cos (a);Aoz(3,3)=RA0z(2,2);

Aoz (2,3)=-sin(a);RAoz (3,2)=-RA0z(2,3);
Aea=Agl*AoxlxAoylxAozxAoy*AoxxAq%s MATRIZ DE GIRO

% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=Aea;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At*Pt; $ Ppt=At+Pt en CURVA 3D
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else, Ppt=Pt;for j=1:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, j, :),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; % Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) s Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end%s Superficie —-
title('Giro de angulo a respecto el eje r');
xy=[Q,R]";plot3(xy(:,1),xy(:,2),xy(:,3),'c");
plot3(Q(1),0(2),Q(3), " '*xr");

Ppt % OBTENCION DE LOS PUNTOS TRANSFORMADOS

Respuesta al ejercicio T6.4

Las semejanzas transforman segmentos en segmentos, por lo que calculando las ima-
genes de los extremos del segmento inicial se obtienen los extremos del segmento transfor-
mado. Se aplican los comandos siguientes (ver sec. 6.3.5) y se obtiene

Ppt = 1.0000 1.0000
0.6667 -0.6667
-0.3333 -1.6667
-0.6667 -1.3333

es decir, los puntos imagen de la respuesta (a). Se toma, por ejemplo, el punto (0,0,0) que
verifica la ecuacion del plano ¢ — 2y — 2z =0y N = (1, -2, —1) como vector normal director
del plano (de los coeficientes de la ecuacion del plano).

P=[0 1 0;-2 1 0]'% Punto P (VARIAR)

n2=size (P, 2);Pt=ones(4,n2);Pt(2:4,:)=P;

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

% SE COLOCA en Ppt el SIMETRICO POR UN PLANO
P=[0;0;0];N=[1;-2;-1]1;% P, N (VARIAR)

N=N/norm (N) ; n2n3=sqrt (N (2) "2+N (3) ~2) ;

Ap=eye (4);Ap(2:4,1)=-P;Apl=eye (4);Apl (2:4,1)=P;

Aoy=eye (4) ;Aoy (2,2)=n2n3;Aoy (4,4)=RAoy (2,2) ;Aoyl=RAoy;

Aoy (2,4)=-N(1);Aoy (4,2)=-Roy (2,4);Royl (4,2)=Roy (2,4);

Aoyl (2,4)=Roy (4,2); Axy=diag([1l,1,1,-1]);

if (n2n3<1e-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; % Aox=1

Aox=eye (4) ;Rox (3,3)=N(3) /n2n3;RAox (4,4)=Rox (3,3);
Aoxl=Aox;RAox(3,4)=-N(2)/n2n3;RAox (4, 3)=-RAox(3,4);

Aox1 (4,3)=Rox(3,4);Rox1(3,4)=Rox(4,3);
Aspi=AplxAoxlxAoyl*Axy+Aoy+Aox+Ap S MATRIZ DE SIMETRIA

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION gréafica --
At=Aspi;if ndims (Pt)< 3, Ppt=AtxPt; Ppt=AtxPt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1l:nl;for i=1:n2; Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i,3j,:),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) s Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))% Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title('Simetria respecto un plano');

Ppt % OBTENCION DE LOS PUNTOS TRANSFORMADOS

o
s
o
g
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Respuesta al ejercicio T6.5

Se calcula la matriz que realiza la transformacién pedida con los comandos siguientes
(ver sec. 6.3.9) y se aplica al punto (6,4,2) (ver sec. 6.1.3) obteniendo

P_prima = 1
8
15
8

por lo que la respuesta correcta es la (a).

o

Determinacidén directa de la matriz At (A-tilde)

$ DEFINICION de los 4 PUNTOS INICIALES en Q:

=[0,0,0;1,0,0;1,1,0;1,0,1]1"'% (VARIAR)

% DEFINICION de los 4 PUNTOS FINALES en Qp (Q-prima) :

Qp=12,-1,0;3,-2,0;3,2,1;3,1,21"'% (VARIAR)

Qt=qneS(4,4) ;Opt=0t;0t (2:4, :)=0Q;0pt (2:4, :)=0Qp; 5 Ot, Opt.

% CALCULO DE LA MATRIZ At (A-tilde):

syms all al2 al3 a2l a22 a23 a3l a32 a33 hl h2 h3;

At=[1 0 0 0; hl all al2 al3; h2 a2l a22 a23; h3 a3l a32 a33];

[all,al2,al3,a2l,a22,a23,a31,a32,a33,hl,h2,h3]=...
solve (At*xQt==Qpt,all,al2,al3,a2l,a22,a23,a31l,a32,a33,...
hl,h2,h3);

At=eval (At)

P_prima=At*[1;6;4;2] % Homdélogo de (6,4,2)

Respuesta al ejercicio T6.6

Se escogen dos puntos distintos de la recta (que verifiquen sus ecuaciones), por ejem-
plo, (0,1,1) y (1,2,2). Como se asume que el sentido positivo es aquel en el que crecen las
coordenadas, se toma R(0,1,1) y Q(1,2,2) (y no al revés) para que el vector director de la
recta, RQ) = Q — R = (1,1,1) apunte en la direcciéon de crecimiento de todas las coorde-
nadas (como se pide) puesto que todos sus coeficientes son positivos. Se toma como angulo
a = +90 755 radianes, se ejecutan los comandos siguientes (ver sec. 6.3.4) y se obtiene

At =
1.0000 0 0 0
-0.6667 0.3333 -0.2440 0.9107
0.9107 0.9107 0.3333 -0.2440
-0.2440 -0.2440 0.9107 0.3333

que coincide con la respuesta (a).

P=[0 0 0;1 0 0;1 0 1;0 0 1;0 0 0]"'"% Puntos

n2=size (P, 2);Pt=ones (4,n2);Pt(2:4,:)=P;

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE
% SE COLOCA en Ppt el GIRO
a=pi/2;0=[1;2;21;R=[0;1;11; % Angulo,Q,R (VARIAR)
N=(Q-R) /norm (Q-R) ; n2n3=sqgrt (N(2) "2+N(3)"*2); $ de R a Q
Ag=eye (4) ;Aq(2:4,1)=-Q;Agl=eye (4);Aql (2:4,1)=0Q;
Aoy=eye (4) jAoy (2,2)=n2n3; Aoy (4,4)=Roy (2,2);
Aoyl=RAoy;RAoy (2,4)=-N(1);RAoy(4,2)=-RAoy (2,4);

Aoyl (4,2)=Roy(2,4); RAoyl(2,4)=Roy(4,2);

if (n2n3<1le-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; $ Aox=I
Aox=eye (4) ; Aox (3,3)=N(3) /n2n3;RAox (4,4)=Rox (3,3);
Aoxl=Aox;RAox(3,4)=-N(2)/n2n3;RAox (4,3)=-RAox(3,4);
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Aox1 (4,3)=Rox(3,4);Rox1(3,4)=Rox(4,3);

Aoz=eye (4) ;Ao0z (2,2)=cos (a);Aoz (3,3)=Roz(2,2);

Aoz (2,3)=-sin(a);RAoz(3,2)=-RAoz(2,3);
Aea=AglxAoxlxAoylxAczxAoy*xAoxxAq s MATRIZ DE GIRO

% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION gréafica —-
At=Aea;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At*Pt; $ Ppt=AtxPt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1l:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, j,:),4,1); $ Ppt=At+«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——

title('Giro de angulo a respecto el eje r');
xy=[Q,R]";plot3(xy(:,1),xy(:,2),xy(:,3),'c");
plot3(Q(1),Q(2),Q(3),"*r");

At

Respuesta al ejercicio T6.7

Vamos a responder teniendo presente los siguientes razonamientos aunque algunos
de ellos pueden ser redundantes (ver sec. 6.2.2 y 6.2.3).

(i) El tamafio de F(U) es mayor que el de U por lo que F no puede ser una simetria
dado que esta tltima mantiene los tamafos al ser una isometria. En consecuencia, la
respuesta (a) es falsa.

(ii) Al aplicar una homotecia de razoén mayor que uno las figuras aumentan de tamaiio
y se alejan del centro de la homotecia si no estan sobre él. Eso es lo que le ocurre a
F(U) si el centro esta a la izquierda del origen y debajo de éste (segun la figura del
ejercicio). En consecuencia (b) si es cierta. Veamos las otras opciones.

(iii) Al aplicar una homotecia de razén mayor que uno las figuras aumentan de tamafio
y, si contienen al centro, lo contiuan conteniendo puesto que es un punto fijo. En
consecuencia, no se desplazan todos los puntos de la figura, por lo que la respuesta
(c) no puede ser. El vértice que tienen en comiin U y f(U) no puede ser el centro de
la homotecia porque en ese caso f(U) continuaria estando a la izquierda del centro
como U (en la imagen del ejercicio).

(iv) Por lo mismo que se ha comentado en (i), la respuesta (d) es falsa.

En consecuencia, la correcta es la opcion (b).

A continuacion se incluyen los comandos que permiten obtener la figura del ejercicio
(ver ejercicio P6.2 y sec. 6.3.3).

pP=[(0 0 0;1 0 0;1 0 1;0 0 1;0 O 0;1 0 0;1 1 0;0 1 0;...
000,010,011;001;01 1;1 1 1;101;1 1 1;1 107"

n2=size (P, 2);Pt=ones (4,n2);Pt(2:4,:)=P;

r=1.5;C=[-2;-2;-2]; % Raz on y centro (VARIAR)

Ac=eye (4);Ac(2:4,1)=-C;Acl=eye(4);Acl(2:4,1)=C;

Aor=diag([l,r,r,r]); $ Matriz homotetica de razdn r

AhCr=Acl*Aor*Ac % MATRIZ DE HOMOTECIA

$ A continuacién: CALCULO REPRESENTACION grafica —-—

At=AhCr;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«*Pt; $ Ppt=At+«Pt en CURVA 3D

else, Ppt=Pt;for j=1l:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla

Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, j,:),4,1); $ Ppt=At+«Pt SUPERFICIE
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end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) s Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))% Superficie
surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superf

Respuesta al ejercicio T6.8

Las semejanzas transforman segmentos en segmentos, por lo que calculando las imé-
genes de los extremos del segmento inicial se obtienen los extremos del segmento transfor-
mado. Se aplican los comandos siguientes y se obtiene

Ppt = 1.0000 1.0000
5.5698 3.5163
-3.7915 -4.4015
0.9717 6.1351

es decir, los puntos imagen de la respuesta (a).

Para el giro se toman, por ejemplo, los puntos (2,0,0) y (4,2, 2) de la recta. Se definen
Q(2,0,0) y R(4,2,2) y no al revés, para que el vector RQ) = Q — R = (—2,—2, —2) tenga su
sentido hacia y < 0 (su segunda componente es negativa). Se aplican los comandos siguientes

para el producto de la homotecia y del giro obteniendo el resultado anterior indicado (ver
sec. 6.3.3, 6.3.4 y 6.3.7).

P=[0 0 4;-2 4 4]',% Punto P (VARIAR)

n2=size (P, 2);Pt=ones (4,n2);Pt(2:4,:)=P;

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

% SE COLOCA en Ppt los HOMOTETICOS

r=1.25;C=[2;5;2]; $ Razdén y centro (VARIAR)
Ac=eye(4);Ac(2:4,1)=-C;Acl=eye(4);Acl(2:4,1)=C;
Aor=diag([l,r,r,r]); $ Matriz homotetica de razdn r
AhCr=AclxAor+Ac % MATRIZ DE HOMOTECIA

% A continuacién: CALCULO REPRESENTACION gréafica —-
At=AhCr;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«*Pt; Ppt=At«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1:nl;for i=1:n2; Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=At+reshape (Pt (i,3,:),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))% Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title ('Homotecia (zoom)');

plot3(C(1),C(2),C(3),'*r"); % Se dibuja el centro C

o
S

Pt=Ppt; % Redefinicidén de Pt

o
s
o
5

o° oe

SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

% SE COLOCA en Ppt el GIRO
a=-90%pi/180;0Q=[2;0;01;R=[4;2;2]; % Angulo,Q,R (VARIAR)
N=(Q-R) /norm (Q-R) ; n2n3=sqrt (N(2) *2+N(3)"2); % de R a Q
Ag=eye (4) ;Aq(2:4,1)=-Q; Aql=eye (4) ;Aql (2:4,1)=Q;
Aoy=eye (4) ;Aoy (2,2)=n2n3;Aoy (4,4)=Roy(2,2);
Aoyl=RAoy;Aoy (2,4)=-N(1);RAoy(4,2)=-Roy(2,4);

Aoyl (4,2)=RAoy (2,4); Aoyl(2,4)=Roy(4,2);
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if (n2n3<1e-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; $ Aox=1

Aox=eye (4) ;Aox (3,3)=N(3) /n2n3;RAox (4,4)=RAox (3, 3);
Aoxl=Aox;RAox(3,4)=-N(2)/n2n3;RAox (4,3)=-RAox(3,4);

Aox1 (4, 3)=Rox (3,4);Rox1(3,4)=Rox(4,3);

Aoz=eye (4) ;Aoz (2,2)=cos (a);Aoz (3,3)=Roz(2,2);

Aoz (2,3)=-sin(a);RAo0z(3,2)=-RAoz (2,3);

Aea=AqglxAoxl*Aoyl* AozxAoy*Aox*Aqs MATRIZ DE GIRO

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION gréafica —--
At=Aea;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«Pt; $ Ppt=At«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1l:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, Jj, :),4,1); % Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; % Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D

plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D
else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie
surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——

title('Giro de a&ngulo a respecto el eje r');
xy=[Q,R] "jplot3(xy(:,1),xy(:,2),xy(:,3),'r");
plot3(Q(1),0(2),Q(3), " '*xc");

Ppt % OBTENCION DE LOS PUNTOS TRANSFORMADOS

Respuesta al ejercicio T6.9

Como se busca la matriz de la transformacién, da igual los puntos que se consideren,
por ejemplo, los del ejercicio anterior. El vector de la traslacién pedida viene dado por
h= (0,2,2) — (1,2,3) = (—1,0,—1). Para el giro se toman, por ejemplo, los puntos (0, 2, 2)
y (1,0,2) del eje que verifican sus ecuaciones. Se definen Q(0,2,2) y R(1,0,2) (y no al
revés) para que el vector RQ = Q — R = (—1,2,0) tenga su sentido hacia y > 0 (su segunda
componente es positiva).

Se aplican los comandos que se listan a continuacién y no se obtiene ninguna de las
matrices de las respuestas para cada una de las transformaciones. Se consiguen la matriz
de la traslacion Ah (ver sec. 6.3.1), la matriz del giro Aea (ver sec. 6.3.4) y la matriz de la
simetria Asc (ver sec. 6.3.2). En consecuencia, la matriz pedida sera el producto de ambas
ordenando el producto de derecha a izquierda (ver sec. 6.1.4), es decir, la matriz pedida es
Asc*AeaxAh con valor

MATRIZ_PRODUCTO =
1.0000 0 0 0
6.0833 -0.2000 0.4000 -0.8944
2.5416 0.4000 -0.8000 -0.4472
6.2111 0.8944 0.4472 -0.0000

que coincide con la de la respuesta (c) que es la correcta.

P=[0 0 4;-2 4 4]', % Punto P (VARIAR)

n2=size (P, 2);Pt=ones (4,n2);Pt(2:4,:)=P;

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

% SE COLOCA en Ppt la TRASLACION

h=[-1;0;-1]; % Vector traslacidén (VARIAR)

Ah=eye (4);Ah(2:4,1)=h% MATRIZ DE TRASLACION

% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-
At=Ah;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«Pt; $ Ppt=At«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, 3, :),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
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plot3 (Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title('Traslacién')

o

Pt=Ppt; $ Redefinicidén de Pt

oo oe

SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

% SE COLOCA en Ppt el GIRO
a=90%pi/180;0=[0;2;21;R=[1;0;2]; % Angulo,Q,R (VARIAR)
N=(Q-R) /norm (Q-R) ; n2n3=sqgrt (N(2) *2+N(3)"2); % de R a Q
Ag=eye (4) ;Aq(2:4,1)=-0;Aql=eye (4) ;Aql (2:4,1)=0;

Aoy=eye (4) jAoy (2,2)=n2n3;Aoy (4,4)=RAoy (2,2);
Aoyl=RAoy;Aoy(2,4)=-N(1);RAoy(4,2)=-RAoy(2,4);

Aoyl (4,2)=Aoy(2,4); RAoyl(2,4)=Roy(4,2);
if(n2n3<1le-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; $ Aox=I

Aox=eye (4) ;Aox (3,3)=N(3) /n2n3;RAox (4,4)=Rox (3,3);
Aoxl=Aox;RAox(3,4)=-N(2) /n2n3;RAox (4,3)=-Rox (3,4);
Aox1(4,3)=Rox(3,4);Rox1(3,4)=RAox(4,3);

Aoz=eye (4) ;Aoz (2,2)=cos (a);Aoz(3,3)=RAoz(2,2);

Aoz (2,3)=-sin(a);RAoz (3,2)=-RAoz(2,3);
Aea=AglxAoxlxAcoyl*AozxAoy*AoxxAgqs MATRIZ DE GIRO

% A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-—
At=Aea;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At*Pt; $ Ppt=At+Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=At*reshape (Pt (i, 3,:),4,1); % Ppt=At+Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid$% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie
surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title('Giro de &ngulo a respecto el eje r');
xy=[0Q,R]";plot3(xy(:,1),xy(:,2),xy(:,3),'r");
plot3(Q(1),0(2),Q(3), " '*r");

Pt=Ppt; $ Redefinicidén de Pt

o

SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

SE COLOCA en Ppt el SIMETRICO POR UN PUNTO

C=[2;1;5]; % Centro de simetria (VARIAR)

Ac=eye (4);Ac(2:4,1)=-C;Acl=eye(4);Acl(2:4,1)=C;
Ao=diag([l,-1,-1,-11); % Matriz de simetria central
Asc=AclxAo*Ac % MATRIZ DE SIMETRIA PUNTUAL

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica --
At=Asc;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At*Pt; $ Ppt=At«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, j,:),4,1); $ Ppt=At+Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie
surf(Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title('Simetria respecto un punto');
plot3(C(1),C(2),C(3),'rx") % Se dibuja el centro C
MATRIZ_PRODUCTO=Asc*Aea*xAh % OBTENCION DE LA MATRIZ

e e
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Respuesta al ejercicio T6.10

Este ejercicio es similar al T4.7 cuya respuesta se encuentra
en A.4.2. Como se observa en la imagen adjunta (en donde
se ha utilizado los comandos xyz=[1,-1,-2; 3,-1,1;
5,5,2; 3,5,-11", £il13(xyz(1l,:),xyz(2,:),xyz
(3,:),'g"), grid, el vertice desconocido es Vi(3,5,—1)
que se puede obtener, por ejemplo, como Vi = Vi + VoV3 =
(1,-1,-2) 4+ (5,5,2) — (3,—1,1)) = (3,5, -1).

Sea S(2,3,4) el punto dado en el enunciado. Un vector de la recta diagonal del primer
octante, de ecuaciones r = y = z, se puede obtener a partir de la diferencia de dos puntos
distintos de ella, por ejemplo, si se toman P;(1,1,1) y P»(0,0,0) puntos de la recta, se tiene
que N = P, — P, = (1,1,1) es un vector director de la recta.

Se pide realizar primero una traslacién de vector h = m =S5S—-Vi=(23,4) —
(3,5,—1) = (—1,—2,5) y, seguidamente, una simetria respecto el plano que pasa por el
origen 0(0,0,0) y tiene a N = (1,1,1) como vector director (recuérdese que el vector
director de un plano es perpendicular al mismo). Se ejecutan los comandos siguientes (ver
sec. 6.3.1, 6.3.5 y 6.3.7) y se obtiene que

Ppt = 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0 -1.3333 -5.3333 -4.0000 0

-3.0000 -6.3333 -6.3333 -3.0000 -3.0000
3.0000 2.6667 —-2.3333 -2.0000 3.0000

por lo que la opcién correcta es la (b).
1,

p=[(1,-1,-2;3 -1 1;5 5 2;3 5 -1;1,-1,-2]"', % Punto P (VARIAR)
n2=size (P, 2);Pt=ones(4,n2);Pt(2:4,:)=P;

% SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE

% SE COLOCA en Ppt la TRASLACION

h=[-1;-2;5]; % Vector traslacidén (VARIAR)

Ah=eye (4);Ah(2:4,1)=h% MATRIZ DE TRASLACION

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica —-
At=Ah;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«Pt; $ Ppt=At«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=1l:nl;for i=1:n2; $ Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=Atxreshape (Pt (i, j, :),4,1); % Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; % Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3(Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) % Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4)) % Superficie

surf (Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——
title('Traslacioén')

°

Pt=Ppt; $ Redefinicidén de Pt

o\

o

SE ASUME Pt (4,n2)=CURVA o Pt (n2,nl,4)=SUPERFICIE
SE COLOCA en Ppt el SIMETRICO POR UN PLANO
P=[0;0;0];N=[1;1;1]1; % P, N (VARIAR)
N=N/norm(N) ; n2n3=sqrt (N (2) "2+N(3) *2) ;

Ap=eye (4) ;Ap(2:4,1)=-P;Apl=eye (4) ;Apl (2:4,1)=P;
Aoy=eye (4) ;Aoy (2,2)=n2n3;Aoy (4, 4)=RAoy (2,2) ;Aoyl=Aoy;
Aoy (2,4)=-N(1);Roy(4,2)=-Roy(2,4);Aoyl(4,2)=Roy(2,4);
Aoyl (2,4)=Roy (4,2); Axy=diag([1l,1,1,-1]);
if(n2n3<1e-12)n2n3=1;N(3)=1;N(2)=0;end; $ Aox=1I
Aox=eye (4) ;Aox (3,3)=N(3) /n2n3;RAox (4,4)=Rox (3,3);

o
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Aox1l=Aox;RAox(3,4)=-N(2)/n2n3;RAox (4,3)=-RAox(3,4);
Aox1(4,3)=Rox(3,4);Rox1(3,4)=Rox(4,3);
Aspi=Apl*Aoxl*Aoyl*Axy+Aoy*Aox*Ap S MATRIZ DE SIMETRIA

$ A continuacién: CALCULO y REPRESENTACION grafica --
At=Aspi;if ndims (Pt)< 3, Ppt=At«*Pt; % Ppt=At«Pt en CURVA 3D
else, Ppt=Pt;for j=l:nl;for i=1:n2; % Inicio bucles malla
Ppt (i, j, :)=At+reshape (Pt (i,73,:),4,1); $ Ppt=At«Pt SUPERFICIE
end;end; end; $ Fin bucles malla

figure,hold on,axis equal,grid% Quitar si se solapa

if ndims (Pt)< 3, plot3(Pt(2,:),Pt(3,:),Pt(4,:)) % Curva 3D
plot3 (Ppt(2,:),Ppt(3,:),Ppt(4,:)) s Curva 3D

else, surf(Pt(:,:,2),Pt(:,:,3),Pt(:,:,4))% Superficie
surf(Ppt(:,:,2),Ppt(:,:,3),Ppt(:,:,4)), end% Superficie ——

title('Simetria respecto un plano');
Ppt % OBTENCION DE LOS PUNTOS TRANSFORMADOS
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