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RESUMEN

     En cuanto al contenido, los capítulos son: Análisis Vectorial, Mecánica 
del punto, Electostática, Electrocinética, Magnetostática, Electrodinámica, 
Introducción a la Teoría de circuitos, Ondas Electromagnéticas, Introducción 
a la Física de Semiconductores. Contiene ejemplos resueltos y enunciados de 
problemas con solución. 

     Además de las partes a las que hace referencia el título del libro se han 
incluido los capítulos relativos al Análisis Vectorial y Mecánica del punto 
necesarios para la comprensión del resto de la obra. 

     En las lecciones de Electromagnetismo se utilizan nociones elementales 
de la Teoría de Campos y se separan claramente los principios fundamentales 
de sus aplicaciones, que quedan reflejadas en los ejemplos resueltos y notas 
complementarias que se incluyen en cada lección. 

     En la parte de Teoría de circuitos se desarrollan los métodos generales 
para el análisis de circuitos en régimen permanente senoidal y se tratan 
algunos aspectos generales sobre máquinas eléctricas. 

     Finalmente, en las lecciones dedicadas a la Física de Semiconductores se 
sigue un enfoque cuantitativo de los fenómenos, discutiéndose la validez de 
los modelos a partir de resultados numéricos.





PROPOSITOS 

El objetivo fundamental que nos ha guiado a lo largo de la elaboración del 
presente texto es de que su contenido recogiera los principios, conceptos, teoremas 
y aplicaciones necesarias para la formación, en las partes de Electromagnetismo e 
Introducción a la Física de Semiconductores, de alumnos de primer curso de 
Universidad. 

El tratamiento analítico y cuantitativo de casi todos los fenómenos físicos cuya 
descripción constituye el objeto de este texto, creemos que, aparte de favorecer una 
profunda comprensión de los mismos, favorece y desarrolla la habilidad de trabajar 
con los conceptos que en ellos intervienen, lo que lo hace especialmente indicado 
para los estudiantes de carreras técnicas. 

Hemos considerado conveniente incluir, además de las partes a las que hace 
referencia el título del libro, unos capítulos dedicados al Análisis Vectorial y a la 
Mecánica del punto material. Las primeras resultan imprescindibles para iniciar al 
alumno en el manejo de la notación vectorial, necesaria para trabajar, con rigor y 
comodidad, en cualquier campo de la Física. En las lecciones de Mecánica sólo se 
han incluido aquellos conceptos y métodos imprescindibles para el desarrollo del 
resto del texto. 

En cuanto a la parte de Electromagnetismo, se ha procurado utilizar una 
notación moderna, basada en el uso de la Teoría de Campos, y separar claramente" 
los principios fundamentales de sus aplicaciones, que quedan reflejadas en -los_ 
ejemplos resueltos que se incluyen en cada capítulo. Las últimas lecciones de esta 
parte se dedican a una introducción-a la Teoría de Circuitos, tan importante en la 
mayoría de las carreras técnicas. 

En los capítulos dedicados a la Física de Semiconductores hemos intentado, en 
la medida de lo posible, utilizar análisis cuantitativos de los fenómenos, de forma 
que el lector pueda, a partir de resultados numéricos, comprender el significado y 
alcance de los modelos que se desarrollan. 

Todos los capítulos, salvo los correspondientes al Análisis Vectorial y Mecáni­
ca, van acompañados de una colección de problemas con solución. Asimismo, se 
han incluido algunas Notas Complementarias, en las que se desarrollan cuestiones 
de interés que, por su complejidad conceptual o matemática, han sido separadas de 
la trama fundamental del texto. 
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Introducción 

CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

1.1. La Ciencia Física 

La Mecánica, Termodinámica, Acústica, Optica, Electromagnetismo, Física 

Atómica, etc., son partes que tradicionalmente constituyen el cuerpo de la Física. 

Sin embargo, es un hecho que a medida que se avanza en los conceptos y 

teorías de estas partes, menos claras están los limites de separación entre ellas. 

La _ confección de modelos teóricos que se utilizan para la explicación de 

distintos fenómenos es una de las causas que se oponen a esa separación. Es sabido, 

por ejemplo, que con el modelo de onda se explican fenómenos tan distintos, en 

apariencia, como los acústicos, térmicos u ópticos. 

Por otra parte la existencia de principios de validez general también refuerza 
este hecho. Así, por ejemplo, el principio de conservación de la energía es aplicado a 

distintas partes de la Física. 

Todo ello, hace que el científico persista en la búsqueda de teorías que 

unifiquen la descripción de estas partes de modo que con el menor número posible de 
principios y reglas, se expliquen el mayor número de fenómenos. 

La primera cuestión que se plantea al iniciar el estudio de una ciencia es su 

objeto, que en el caso de la Física (dejando aparte la Biofísica o Física de los 

procesos animados), lo constituye el conjunto de los fenómenos que pertenecen a la 

naturaleza inanimada. 

La descripción de estos fenómenos requiere una serie de conceptos 
convenientemente elegidos que constituyen el sistema conceptual de la Física. 
Longitud, masa, tiempo, velocidad, carga eléctrica, etc., son conceptos que deben 

definirse unívocamente y que constituyen el sistema antes mencionado. 
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El paso siguiente es el establecimiento de unas reglas o leyes que permitan 
cuantificar estos fenómenos, para lo cual es necesario que algunos de los conceptos 
sean cuantificables mediante números y unidades. A estos conceptos se les denomina 
magnitudes y a la expresión de una regla mediante magnitudes se le denomina ley 

tísica o formulación matemática del fenómeno físico. 

La formulación de esta ley se puede hacer mediante la observación (leyes de 
Kepler) o mediante la reproducción del fenómeno en condiciones provocadas y 
controladas ( experimento físico). 

En definitiva, la Física utiliza unos modelos matemáticos teóricos sobre los 
que, a partir de unas hipótesis, postula unos principios y desarrolla unos teoremas. 
La validez de aplicación de este modelo viene dada precisamente por el menor o 
mayor grado de cumplimiento de estas hipótesis. 

Por ello, en la descripción de cualquier fenómeno físico es tan importante el 
establecimiento del modelo que se estudia como de las hipótesis de que se parte. 

Se puede, por tanto, concluir en que el objetivo de la Física es descubrir y dar 
forma matemática a las leyes que relacionan entre sí a las magnitudes que 
intervienen en los fenómenos físicos. 

1.2. Magnitudes físicas 

Mediante la 'observación de cosas o de fenómenos físicos, la mente humana 
llega a formar conceptos sobre determinados atributos de los mismos, a los que se 
denominan observables. La longitud, el color, el volumen, el peso, la belleza, etc., 
son ejemplos de estas propiedades. 

Ahora bien, la física utiliza observables que se puedan cuantificar, es decir, que 
sean susceptibles de ser medidos, y que constituyen las magnitudes físicas. 

En consecuencia, una magnitud física es un observable que se puede medir. De 
esta definición se puede inducir que el campo de la física, es decir, su objeto, es 
cambiante, en función de que los fenómenos físicos observados sean medibles o no; 
de manera que el avance en las tecnologías de instrumentación de medida, no cabe 
duda que aumentan el campo de la física incluyendo conceptos y leyes, deducidas de 
estas nuevas medidas. 
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Así, por ejemplo, a medida que la tecnología ha permitido medir los fenómenos 
ligados al átomo, su estructura, su núcleo y sus electrones la física se ha ido 
ampliando hasta contener en ella una rama nueva conocida como la física atómica y 
nuclear que trata precisamente de estos temas. 

La longitud, velocidad, fuerza, masa, peso, color, etc., son ejemplos de 
magnitudes físicas. 

La belleza, el sabor, el olor, etc., son observables que no constituyen magni­
tudes físicas ya que no se pueden medir. 

Por otra parte, algunas magnitudes físicas quedan perfectamente determinadas 
por un número real, acompañado de la unidad elegida para medirla. 

Así, la masa, energía, tiempo, etc., son ejemplos de este tipo de magnitudes a 
las que se las denomina, magnitudes escalares. Otras magnitudes físicas como la 
velocidad, fuerza, campo eléctrico, etc., no quedan definidas únicamente por un 
número real sino que requieren el conocimiento de una dirección y un sentido. Este 
tipo de magnitudes se denominan vectoriales y al elemento matemático que las 
representa, vector. 

Así, por ejemplo para determinar la magnitud 
física que representa la acción que sobre una carga 
eléctrica q' puntual y positiva, ejerce el campo 
electrostático, creado por una carga+ q', no basta 
con indicar el escalar 

kqq' 
--=F 

rz 

sino que además se necesita conocer la dirección y 
sentido de la interacción entre cargas; es decir se 
tendría que añadir, en la dirección y sentido de A 
hacia B. 

F 

Fig.1.1 
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1.3. Unidades y medidas 

Cantidad de una magnitud fisica es el estado de la misma en un determinado 
fenómeno físico. Así, la aceleración es una magnitud física y el valor de la 

0 aceleración de la gravedad en Valencia es una cantidad de esta magnitud 

La comparación de cantidades de la misma magnitud se denomina medida y se 
efectúa tomando como referencia o patrón una determinada cantidad que recibe el 
nombre de unidad, u. Así, para medir la cantidad (C) de una cierta magnitud física, 
se compara con su unidad, u, mediante la relación 

(C) = C.u (1.1) 

es decir: 

Cantidad = medida . unidad 

De manera que, a cada cantidad (C), se asocia un número, C, que representa el 
número de veces que (C) es mayor que él. Dicho número recibe el nombre de 
medida de la cantidad (C) referida a la unidad u. 

Un ejemplo que aclara la relación (1.1) podría ser el siguiente. Supongamos 
que se pretende medir la cantidad de volumen de un aula determinada, para lo cual 
se toma como unidad el m3

, es decir, un cubo de arista un metro. A co~tinuación se 
compara el volumen del aula con el volumen de la unidad y se observa que éste está 
contenido 965 veces en aquél. Esta observación permite escribir la (1.1) de la forma 

(V au1a) = 965 m3 (1.2) 

en donde 965 es la medida y el primer miembro la cantidad. 

Conviene destacar la diferencia conceptual entre cantidad y medida. En efecto, 
la cantidad de una magnitud física no depende de la unidad utilizada para medirla ( el 
volumen del aula no depende de que éste se mida en m3 o en dm3

) . La medida, en 
cambio, sí depende de la unidad. Al utilizar en (1.2) el dm3 como unidad, la medida 
hubiera resultado 965.103

; de modo que para una misma cantidad, cuanto mayor es 
la unidad que se utiliza para medirla, menor será el valor de la medida obtenida. 
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1.4. Leyes fi.sicas 

En general, en todo fenómeno fisico intervienen magnitudes físicas que son las 
que permiten cuantificarlo. 

Veamos a continuación, a modo de ejemplo, dos fenómenos físicos distintos, las 
magnitudes físicas que intervienen en ellas y las relaciones que entre ellas se 
obtienen para cada caso: 

Ejemplo 1 

Si a los bornes AB, de una pila de voltaje V, 
se conectan los extremos de un hilo fino de cobre 
de longitud L y sección S, que lleva intercalados 
un amperímetro sensible G, y un interruptor C se 
construye el circuito que se esquematiza en la 
figura (1.2) 

Al cerrar el circuito mediante el interruptor, 
el amperímetro indicará un cierto valor de la 
intensidad de corriente I. 

A B 

G 

Fig.1.2 

e 

Repitiendo esta experiencia para distintos valores de voltaje, entre bornes, y 
longitudes y secciones del hilo, se obtienen las siguientes conclusiones: 

- El valor de la intensidad es directamente proporcional al voltaje V entre bor­
nes y a la sección, S, del hilo.

- El valor de la intensidad es inversamente proporcional a la longitud del hilo L.

Estas conclusiones de pueden expresar en la relación 

l=K 
V-S

L 

donde K es la constante de proporcionalidad. 

(1.3) 

Las magnitudes físicas que intervienen en el fenómeno descrito son: Diferencia 
de potencial (V), Superficie (S), Longitud (L), e intensidad de corriente (1). 
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La (1.3) es la expresión matemática de la ley física que rige el fenómeno. 

Ahora bien, si para valores constantes de V, S y L, se cambia el material del 
circuito (se sustituye cobre por plata, por ejemplo), el valor de K es distinto. En 
consecuencia la constante K depende del material y por ello se denomina 
característica. 

Ejemplo 2 

Si dos masas esféricas m y m' se sitúan a una distancia r y se dispone de un 
sistema que permite medir la fuerza con que ambas masas se atraen, al repetir el 
experimento para distintas distancias y masas, se comprueba que: 

- La fuerza con que se atraen ambas masas es proporcional al producto de las 
masas (m . m ') e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre 
sus centros. 

Es decir, que se puede escribir 

(1.4) 

en donde las magnitudes que intervienen son: las masas (m y m '), la longitud L 
(distancia entre centros, r) y la fuerza, F. 

· La (1.4) repres.enta la ley física que cuantifica el fenómeno expuesto. 

Ahora bien, en este caso, la constante de proporcionalidad G es independiente 
de la naturaleza de las masas y de las distancias. A este tipo de constantes que no 
dependen de la naturaleza del material que interviene en el fenómeno se las denomina 
constantes universales. 

En base a estos dos ejemplos propuestos resulta sericillo inferir que: 

Las leyes físicas son expresiones matemáticas que relacionan entre sí 
cantidades de distintas magnitudes que intervienen en un fenómeno. En general, una 
ley física se expresa de la forma 
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(Y)a(A)ª (B) b ... (N)º (1.5) 

donde a quiere decir "proporcional a". 

Si en vez de cantidades, se toman medidas, entonces la proporcionalidad se 
puede expresar mediante una igualdad de la forma 

(1.6) 

donde, en general, interviene una constante cuyo valor dependerá de las unidades 
elegidas para medir las distintas cantidades; pudiendo ocurrir, además, que sea esta 
constante característica o universal, de acuerdo a como se han definido en los dos 
ejemplos propuestos. 

Finalmente, cuando el valor de la constante k en una ley física es la unidad, se 
dice que las magnitudes físicas que intervienen son coherentes. 

1.5. Sistemas de unidades 

Se ha visto anteriormente que las leyes físicas relacionan entre sí cantidades de 
distintas magnitudes físicas. No obstante, siempre será posible elegir un conjunto de 
magnitudes que no estén relacionadas entre sí por ninguna ley física, es decir que 
sean independientes. Así por ejemplo, la masa, el espacio y el tiempo no están 
relacionadas entre sí por ninguna ley física. A estas magnitudes independientes se las 
denomina magnitudes fundamentales y a las unidades que se utilizan para me­
dirlas, unidades fundamentales. 

A partir de las fundamentales, se pueden definir las demás magnitudes mediante 
leyes físicas expresadas por relaciones matemáticas. 

Pues bien, a las magnitudes así definidas se las denomina derivadas y a las 
leyes que permiten su obtención a partir de las magnitudes fundamentales, 
ecuaciones de definición. Así, por ejemplo, al adoptar como fundamentales, la 
masa, la longitud y el tiempo, que respectivamente se expresan por M, L y T, la 
velocidad es una magnitud derivada, cuya ecuación de definición es 
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_ dr 
v=-

dt 
(1.7) 

La aceleración también es una magnitud derivada por la ecuación de definición 

_ dv 
a=-

dt 
(1.8) 

y a partir de ellas, la fuerza que también es magnitud derivada, viene dada por la 
ecuación de definición 

F=m•a (1.9) 

Las unidades empleadas para medir las magnitudes derivadas se denominan 
unidades derivadas 

En ocasiones, para medir ciertas cantidades resulta más cómodo utilizar 
múltiplos o submúltiplos de la unidad, cuya denominación se consigue colocando un 
prefijo al nombre de la misma. Estos prefijos, sus símbolos y el factor por el que hay 
que multiplicar la unidad para su obtención, se recogen en la tabla (1.1). 

Es importante señalar que no existe una única combinación de magnitudes 
fundamentales, sino que se pueden tomar varios conjuntos de ellas que sean 
independientes. Así, en Mecánica, si se toman como independientes la masa, la 
longitud y el tiempo, todas las demás se pueden expresar en función de ellas. Pero 
también se pueden elegir como fundamentales, la longitud, el tiempo y la fuerza ya 
que también son independientes entre sí. 
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TABLA DE MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS DE LA UNIDAD 
Prefijo Símbolo Factor 
Tera T 1012 

Giga G 109 

Mega M 106 

Kilo K 103 

Hecto h 102 

Deca da 10 
Deci d 10-l 

Centi c 10-2 

Mili m 10-3 

Micro µ 10-ó 

Nano n 10-9 

Pico p 10-12 

Femto f 10-15 

Atto a 10-18 

TABLA 1.1 

Pues bien, elegido el conjunto de magnitudes fundamentales con sus respectivas 
unidades, y el conjunto de ecuaciones de definición que permita deducir las 
magnitudes derivadas y sus unidades, se dice que se ha definido un sistema de 
unidades_ 

El sistema de unidades adoptado oficialmente en España mediante disposición 
aparecida en el RO.E. del 10 de Noviembre de 1967, es el Sistema futemacional 
(S.I.), que toma como magnitudes y unidades fundamentales las recogidas en la 
tabla 1.2. 

SISTEMA INTERNACIONAL 
Magnitud Fundamental Unidad Fundamental 

Nombre Símbolo Nombre Símbolo 
Masa M kilogramo kg 
Longitud L metro m 
Tiempo T segundo s 

· futen. de corriente I amperio A 

TABLA 1.2 
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Las ecuaciones de definición de las magnitudes derivadas se irán introduciendo 
a medida que se vayan encesitando a lo largo del texto. 

Aunque el S.I. es el sistema de obligado cumplimiento, en la actualidad todavía 
se siguen utilizando algunos de los siguientes: 

El Cegesimal o C.G.S. que es una variante del S.I., utilizando el centímetro en 
lugar del metro y el gramo en lugar del kilogramo, obedeciendo su nombre a las 
iniciales de estas unidades. 

El sistema técnico que tiene como magnitudes fundamentales la longitud, la 
fuerza y el tiempo, siendo la masa una magnitud derivada. Las unidades de longitud 
y tiempo son las mismas que en el S.I. y la unidad de fuerza es el kilopondio o kp. 

A continuación se dan las defmiciones de las unidades fundamentales del S.I. y 
que son: 

El metro (m) es la longitud del trayecto recorrido por la luz en el vacio duran­
te el tiempo de 1/299 792 458 de segundo. 

El kilogramo (kg) es la masa del prototipo de platino iridiado, definido por la 
III Conferencia General de Pesas y Medidas en 1901 y depositado en el Pabellón de 
Bretecil de Sevres. 

El segundo (s) como la duración de 9 192 631 770 períodos de la radiación 
correspondiente a la transición entre los dos niveles hiperfinos del estado 
fundamental del átomo de Cesio 133. 

1.6. Ecuaciones de dimensiones 

Si en la ecuación de defmición de una magnitud derivada se sustituye cada 
magnitud fundamental por su símbolo, se obtiene una relación simbólica llamada 
ecuación de dimensiones de dicha magnitud derivada. Así, por ejemplo, obtenga­
mos las ecuaciones de dimensiones de las magnitudes derivadas defmidas por (1.7), 
(1.8) y (1.9). Serán respectivamente. 

(1.10) 
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(1.11) 

de lf=mal ➔ [f]=M[a]=MLT-2 (1.12) 

Lo que pone de manifiesto que la ecuac1on de dimensiones expresa la 
dependencia de una magnitud derivada respecto de las fundamentales. 

Por otra parte estas ecuaciones permiten establecer o comprobar la homo­
geneidad de las leyes físicas ya que una expresión o ley física es homogénea cuando 
ambos miembros tienen la misma ecuación de dimensiones y ésta es una condición 
que debe cumplir toda ley física. Así, por ejemplo, tratemos de determinar la 
homogeneidad de la fórmula 

(1.13) 

que da el período de un péndulo simple. 

El primer miembro representa un tiempo, lo que permite, por tanto, escribir su 
ecuación de dimensiones 

[P] =T 

En el segundo miembro se sabe que: 

2 1t es adimensional 

[1] = L 

por lo tanto 

(1.14) 

(1.15) 

25 



Electromagnetismo y semiconductores 

lo que comprueba la homogeneidad de la fórmula de partida. 

Ahora bien, esta propiedad se puede utilizar a la inversa, es decir, puesto que 
las expresiones que dan las leyes físicas deben ser homogéneas, tratemos de 
descubrir, en base a esto, la relación que liga a estas magnitudes. Así por ejemplo 
vamos a tratar de obtener de la fórmula (1.13) aplicando la homogeneidad y 
partiendo de que la ley física debe ser de la forma 

P = P (1, m, g) 

que se puede escribir como 

donde k es una constante adimensional. 

La homogeneidad de (1.16) permite escribir que 

[P]= [If [m f [gf 

siendo 

[P] =T 

[lf =I! 

valores que sustituidos en ( 1.17) dan 

de donde se puede obtener las tres ecuaciones siguientes: 

- Para L ~ O = x + z 
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-ParaM ➔ O=y 

- Para T ➔ 1 = - 2z 

que dan para las incógnitas los valores 

1 
X=+-

2 

1 
z = - -

2 
y=O 

luego la ley física que se buscaba es 

(1.19) 

donde falta por determinar el valor de k. 

Finalmente, hay que señalar que las constantes universales o características que 
intervienen en determinadas leyes físicas pueden tener dimensiones. Así, por ejem­
plo, en la expresión (1.4), la ecuación de dimensiones G es 

(1.20) 

lo que pone de manifiesto sus dimensiones. 
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Vectores 

CAPÍTULO 2 

VECTORES 

2.1. Introducción 

Como ya se indica en el Capítulo anterior el objetivo fundamental de la Física 
es la descripción y cuantificación de los fenómenos físicos y para ello es 
imprescindible medir lo observado. De ahí que también a la Física se le denomina la 
ciencia de las medidas. Ahora bien, estas medidas realizadas en el desarrollo de un 
fenómeno necesitan un marco o modelo matemático para poderse representar y 
operar con ellas. Dicho marco lo constituye el espacio afín euclideo de dimensión 3 
sobre el cuerpo de los números reales, del que a continuación se pasan a estudiar su 
naturaleza y propiedades más importantes 

2.2. Espacio vectorial 

El conjunto de elementos {a1,a2, ... an}E V, constituye un espacio vectorial 

sobre el cuerpo de los números reales cuando en dicho conjunto se ha definido una 
ley de composición interna(+) tal que 't/ a¡ E V verifique: 

c) :3 o/ a +o= a 

y una ley de composición externa ( • ) tal que 't/ a¡ E V y 't/ c¡ E R verifique: 

29 



Electromagnetismo y semiconductores 

h) 1 . a = a 

A los elementos, a¡, que constituyen el espacio vectorial se les denomina 

vectores. 

2.3. Dependencia e independencia lineal de vectores. Base y 
dimensión de un espacio vectorial 

Se dice que el conjunto de vectores {a1 ,a2 , .•• an}, de un espacio vectorial es 

linealmente independiente si 

n 

2: A; a¡ = O ➔ A1 = A2 = ... = An = O 
i 

(2.1) 

En cualquier otro caso, el conjunto de vectores dado es linealmente 
dependiente, y siempre se podrá expresar uno de los vectores del conjunto en 
función de alguno o todos los demás. Si llamamos a1 a este vector, como 

el valor de a1 , en el supuesto de que todas las A; fueran distintas de cero, sería 

(2.2) 

En este caso, el vector a1 se dice que es combinación lineal de todos los demás. 

30 



Vectores 

Dado un espacio vectorial, V, cualquier conjunto de vectores pertenecientes a él 
y linealmente independientes tal que todo vector del espacio pueda expresarse como 
una combinación lineal de ellos, constituye una base de este espacio vectorial. 

Al número de vectores de una base de un espacio vectorial V, se le denomina 
dimensión de ese espacio vectorial. En consecuancia, si la dimensión de un espacio 
vectorial es n, cualquier conjunto den vectores linealmente independientes es una 
base de él. 

Componentes de un vector en una base son los coeficientes reales que se 
obtienen al expresar este vector como combinación lineal de los de la base. 

Las componentes de un vector en una base determinada son únicas. 

2.4. Espacio vectorial euclídeo 

Un espacio vectorial es euclídeo En (R), si en él se define un producto escalar 

Eº(R) · Eº(R) ~ R 

tal que 

V a¡ e Eº (R) y V C¡ e R 

se verifique 

2.5. Espacio afín euclídeo 

Se dice que un conjunto, A, de elementos, denominados puntos, es un espacio 
afín asociado al espacio vectorial V sobre R si en dicho conjunto se ha definido 
una aplicación 
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f:AxA ➔ V 

tal que V A, B, C E A y V a; E V cumple 

a) f (A,B) + f (B,A) = O 

b) f (A,B) + f (B,C) = f (A,C) 

c) Fijados OE A y a; E V, :3 un único M E A tal que f (O,M) = a 

-A los puntos se les designa por letras mayúsculas y a f (AB) por AB 

Un espacio afín es euclídeo si lo es su espacio vectorial asociado vn (R). Así, 

R 3 es un espacio afín euclídeo asociado al espacio vectorial euclídeo R 3 (R) con la 
aplicación 

Sistema de referencia en un espacio afín A asociado al espacio vectorial V es 
el conjunto formado por un punto O de A y una base (e;) de V. 

En el espacio afín euclídeo, el sistema de referencia es ortonormal si lo es la 
base (e;). 

Coordenadas de un punto P de A en el sistema de referencia O (e;) son las -componentes del vector OP en la base e¡. En consecuencia, las coordenadas de un 
vector dado en un sistema de referencia son únicas. 

2.6. Vectores libres, deslizantes y localizados 

El conjunto de parejas ordenadas de puntos (AB) del espacio afín euclídeo de 
dimensión 3, define segmentos orientados dados por 

-AB =(xB-XA,YB-YA,ZB-zA) (2.3) 

y que se caracterizan por sus atributos siguientes 
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- Módulo 

- Dirección, la de la recta que une los puntos A y B. 

- Sentido el de A hacia B. 

- Recta de acción, la que une los puntos A y B. 

- Origen, el punto A. 

- Extremo, el punto B. 

Sobre estos segmentos orientados, denominados vectores se establecen las 
siguientes relaciones de equivalencia: 

a) La de tener iguales sus módulos, direcciones y sentidos. Las clases 
de equivalencia . así definidas se denominan VECTORES LIBRES y 
poseen estructura de espacio vectorial euclídeo. 

b) La de tener iguales sus módulos, direcciones, sentidos y rectas de 
acción.Mediante estas relaciones se constituyen las clases de equiva­
lencia denominadas VECTORES DESLIZANTES. 

c) La de tener iguales sus módulos, 
direcciones, sentidos, rectas de 
acción y primer punto de la 
pareja ordenada de puntos que 
definen el segmento. Así se cons­
tituyen · las clases denominadas 
VECTORES FUOS. 

Como consecuencia de estas defini­
ciones una clase de vectores fijos denomi­
nada vector fijo únicamente se podrá repre­
sentar geométricamente por un segmento . 
orientado de origen en A y extremo en B. 

Fig. 2.1 

33 



Electromagnetismo y semiconductores 

Mientras que en el caso de una clase de vectores deslizantes, denominada vector 
deslizante, se podrá representar por cualquier segmento orientado que teniendo el 
módulo, dirección y sentido de la clase tenga su origen en un punto cualquiera de la 
recta de acción, tal y como se representa en la figura (2.1). 

X 
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y 
y 

Fig. 2.2 

z 

k 

Fig.2.3 

y 

En el caso de querer representar 
una clase de vectores libres o un vector 
libre, se puede hacer por cualquiera de 
los segmentos mientras que tengan los 
mismos módulos, dirección, sentido de 
la clase. Así, en la figura (2.2) el vec­
tor libre a se puede representar por 
cualquiera de los segmentos orientados 
dibujados. 

Se denomina vector unitario ( ü ) al 
que tiene de módulo la unidad. 

2.7. Sistema de referencia 

El modelo utilizado por la 
Física o que representa al espacio 
físico ordinario es el espacio afín 
euclídeo de dimension 3 y el siste­
ma de referencia es el ortonormal 
dextrógiro. 

Se representa mediante tres 
semirrectas cuyo punto común, O, 
es el origen del sistema. Su base 
ortogonal está constituida por tres 
vectores unitarios que designare-

- - -
mos por i , j , k y que indican 

los sentidos positivos de las semi­
rrectas OX OY y OZ respecti­
vamente. 
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Todo vector de tres dimensiones, en este sistema, se podrá expresar, por tanto, 
- - -

como una combinación lineal de i , j , k . A los coeficientes de estos vectores base 

se les denomina componentes del vector. 

Así, el vector a , se expresará como 

- - -
a = axi+ayj+a 2 k 

donde ax,ay,az son las proyecciones ortogonales de a sobre cada uno de los ejes 

coordenadas. 

El módulo de a 

coincide con la longitud de la diagonal 
del paralelepípedo de la figura (2.4). 

Los cosenos directores de la 
dirección asociada al vector a son los 
cosenos de los ángulos que dicho 
vector forma con cada uno de los ejes 
coordenados. Sus valores son: 

ax 
cos a = ax =-

ª 

ay 
cos ~=a = ­

Y a 

az 
cosv = a = ­

z a 

(2.4) 

z 

y 

X 

Fig. 2.4 

Si a es unitario, los cosenos directores son sus componentes como fácilmente 
se comprueba al sustituir en las (2.5) los respectivos denominadores por la unidad. 
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2.8. Suma de vectores 

Dados dos vectores a y b , para hallar el resultado de su suma, se situa b de 
forma que su origen coincida con el extremo de a • Su suina se define como 

a+b=c 

vector cuyo origen es el de a y cuyo extremo es el de b . 

y 

Fig. 2.5 

Las propiedades de la suma como ley de 
composición interna definida en el conjunto de 
vectores y por poseer éstos estructura de espacio 
vectorial son las especificadas en el apartado 
2.2 para la primera ley. 

Teniendo en cuenta las expresiones 
analíticas de los vectores en el sistema de 
referencia trirrectangular antes descrito, y que 
viene dadas por 

- - -
ª1 = ª1x i + ª1y j + ª1zk 

- - -
ª2 =a2xi+a2yj+a2zk 

- - -
ªn =anxi+anyj+anzk 

en donde se ha supuesto un conjunto den vectores; el vector suma del conjunto se 
obtiene sumando miembro a miembro estas igualdades y aplicando las propiedades 
_antes vistas, con lo que resulta 

- - -
a1 +a2+ ... +an =(a1x+ ... +anx)i +(a1y+ ... +any)j+(a12 + ... +an2)k 

lo que pone de manifiesto que el vector suma tiene como componentes a las sumas 
de las respectivas componentes de los vectores sumandos. 
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2.9. Producto por un escalar 

El producto de un escalar, a, por un vector a, es un nuevo vector cuyo mó­

dulo es el módulo de a por el valor absoluto de a , !ex.al = llcx.11 · !al , su dirección es 

la de a y su sentido, coincide con el de a si a> O o es contrario al de a si a< O. 

En cuanto a las propiedades de esta operación son las explicadas en el apartado 
2.2, correspondientes a la segunda ley del espacio vectorial. 

- - -
La expresión analítica de esta operación, si el vector es a= ªxi+ ay j + ~zk y 

el escalar es a , viene dada por 

lo que indica que el producto de un vector por un escalar es otro vector cuyas 
componentes son los productos del escalar por las componentes del vector. 

2.1 O. Producto Escalar de dos vectores 

- -
El producto escalar de dos vectores a, b es un escalar (a• b ), dado por 

donde cp es el ángulo formado por los dos vectores. 

Ahora bien, teniendo en cuenta que la 

proyección de a sobre b es 

OA =la! coscp 

y que la proyección de b sobre a es 

la expresión (2.5) se puede dar de alguna 
de las siguientes formas Fig. 2.6 

(2.5) 
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Fig. 2.7 

a• b = OA -lbl=OB- lal 

es decir, el producto escalar de dos vectores 
es igual al módulo de uno de ellos por la 
proyección del otro sobre él. 

Consecuencia inmediata de ello es que 
para hallar la proyección de un vector sobre 
una dirección dada por la recta /1 , basta con 
multiplicar escalarmente el vector por el 
unitario en dicha dirección. 

proy Á a = OH = a · ü (2.6) 

El producto escalara goza de las siguientes propiedades, que simplemente se 
enunciarán sin demostración: 

a) Conmutativa 

a-b = b•a 

b) Asociativa respecto al producto por un escalar 

(Aa). b = A(a. b) = a. (A b) 

c) Distributiva respecto a la suma de vectores 

- -
a . (b + e) = a . b + a . e 

Hay que señalar que el producto escalar no cumple la propiedad asociativa, es 
decir: 

- -a . (b . c)":t= (a . b) . e 

En cuanto a la expresión analítica del producto escalar, teniendo en cuenta la 
definición y propiedades enunciadas y suponiendo que los vectores son: 
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- - -
a = ªxi + ªY j + azk 

- - - -
b=bxi+byj+bzk 

el producto escalar resulta 

(2.7) 

ya que 

- - -
i · i = j-j=k•k = l 

y 

I-}=i•k = }•k=O 

La expresión analítica del producto escalar (2. 7) permite, mediante la aplica­
ción de la (2.5) la obtención del ángulo que forman dos vectores. Así , para los dos 

casos a y b , el ángulo es 

a-b axbx+ayby+azbz 
cos<p = -- = --------

a b ab 

expresión que sirve para buscar o 
imponer la condición de ortogonalidad 
de dos vectores, ya que si 

<p = 1t ! 2 ➔ cos<p =O➔ a• b = O 

Aplicación 1 

Obtener mediante la aplicación 
del producto escalar la ecuación del 
plano que pasa por el punto 
P0 (x 0 y 0 z 0 ) y es perpendicular a la 

dirección dada por el vector 
- - -

a =axi +ayj +a 2 k. 

(2.8) 

u 

Fig. 2.8 
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-Sea 7t el plano cuya ecuación se busca, y PO P el vector genérico de origen P 0 

y cuyo extremo es el punto P(x y z) (fig. 2.8). 

-La condición para que el extremo del vector P
0
P esté sobre el plano que se -busca, es que los vectores ü y P0 P sean perpendiculares, es decir que 

-Teniendo en cuenta que el vector P0 P es - - - -P0 P =(x-x 0 )i +(y-y 0 )j+(z-z 0 )k 

resulta 

o bien finalmente 

que corresponde a la ecuación del plano buscado. 

Aplicación 2 

Hallar la distancia entre los planos 

x+y+z=5 y X+ y+ Z = 16 

mediante la aplicación del producto escalar. 

Sean 1t1 y 1t 2 los planos dados y P1 y P2 dos puntos cualesquiera que se 

buscan sobre ellos, respectivamente. Sea, asimismo, ü el vector unitario normal a 
ambos planos y que en este caso particular es 
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La distancia entre planos 
buscada será la proyección del -vector P1 P2 sobre la normal a 
ambos planos, es decir, llamando d 
a la distancia, resulta 

Si P1 y P2 son, por ejemplo, 

los puntos (O, O, 5) y (O, O, 16) 
respectivamente, es 

nz 

- - ----1 11 
d = (O • i +0-j+llk)(i + j+k)-=-

✓3 ✓3 

2.11. Producto vectorial de dos vectores 

Dados dos vectores a y b , el 
- -

producto vectorial, a x b (O a " b ), 
se define como un nuevo vector e 
cuyo módulo es 

Su dirección es perpendicular al 

plano formado por a y b y su sen­

tido es tal que el triedro a , b , e sea 
dextrógiro. 

Vectores 

Fig. 2.9 

Fig.2.10 

Por su definición, el módulo de a x b es igual al área del paralelogramo 
determinado por dichos vectores. 

En efecto, la citada superficie viene dada por 

S = a h = ab sen <p = la . x bl 
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Las propiedades de que goza el producto vectorial son: 

a) Asociativa para el producto por un escalar 

- - -A (a X b) = (A a) X b = a X (A b) 

h= b sencp 

a 

Fig. 2.11 

b) Distributiva respecto a la suma 

ax(b+c)= axb+axc 

Hay que señalar, en este apartado de 
propiedades que el producto vectorial no 
tiene la propiedad conmutativa ya que 

axb= - bxa 

lo que también se conoce como pro­
piedad anticonmutativa y tampoco tiene 

la propiedad asociativa, es decir 

- -
ax(bxc) ;t: (axb)x e 

como se verá posteriormente al estudiar el doble producto vectorial. 

La expresión analítica del producto vectorial, teniendo en cuenta que 

---- - --
ixi = jxj = kxk = O 

y 

ixj = k; jxk = i ; kxi = j 

así como las propiedades que se han enunciado, se obtienen del siguiente modo 

- - -
a = ax i + ay j + azk 
- - - -
b=bxi+byj+bzk 

--------------------
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ax b = ax by (ixj) + ax b 2 (ixk) + aybx ( jxi) + ay b 2 (jxk) + a 2 bx (kxi) + 
- - -

a 2 by(kxj) =(aybz -a2 by)i +(a 2 bx -axb 2 ) j +(axby -aybx)k 

que se puede expresar mediante el determinante simbólico 

1 J k 

axb ªx ay ªz (2.9) 

bx by bz 

en el que con los vectores i , j , k se opera como si fueran números. 

Evidentemente, si los vectores a y b son paralelos resulta que 

axb = 0 (2.10) 

lo que da una condición de paralelismo entre vectores, que también se puede 
expresar como 

que pone de manifiesto la proporcionalidad entre sus componentes. 

Aplicación 1 

Obtener la ecuación de la recta que 
pasa por el punto P0 (x 0 y 0z0 ) y es 

paralela a la dirección dada por el vector 
- - -

Ü=axi+ayj+a 2 k 

Construyendo el vector genérico -P
0
P de extremo P(x y z), para que este 

punto describa o esté sobre el 1. g. que 
se busca (sobre la recta), ne.cesarla-

y 

Fig. 2.12 

(2.11) 

P(X,Y,Z) 
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-mente el vector P
0
P deberá ser paralelo al vector unitario u, condición que, de 

acuerdo como (2.11) es 

- - -(PoP)x (P0 P)y (PoP)z 

ax ay az 

o lo que es igual 

x - xo y - yo = Z-Z 0 

ax ay az 

que es la forma continua de expresar la ecuación de una recta. 

Aplicación 2. 

Obtener la altura de una pirámide cuadrangular oblicua por aplicación del 
productor vectorial. 

e 

o 

A 

Fig. 2.13 

Sea O uno de los vértices del polígono - -base. Llamando OA y OB a los vectores 
asociados a las aristas consecutivas que pasan -por O, y OC al de la arista cuyo extremo es 
el vértice de la pirámide, un vector normal al - -plano que delimitado por 0A y OB es - -OA x OB , y el unitario en esta dirección 
es 

- -OA X 0B - -OA X OB 

que además lleva la dirección de la altura de la pirámide. 
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La altura correspondiente al vértice C se obtendrá proyectando una de las 
aristas concurrentes en C sobre la dirección de üh, es decir 

- -- -oAxOB 
h = oc . ü h = oc . - --------,-- -OA X OB 

2.12. Producto mixto de tres vectores 

Se denomina producto mixto de tres vectores a , b y c al escalar dado por la 
expresión 

a·(bxc) 

Si se consideran a los 

vectores a b e como aristas 
concurrentes en un punto 
común, el producto mixto de 
ellos representa el volumen del 
paralelepípedo determinado 
por los mismos. 

En efecto, el volumen del 
paralelepípedo, es, de acuerdo 
con la figura 

V = S • h =:= S · a cos cr 

h 

en donde S por lo visto en el apartado anterior es 

S = lb x el = b c sen cp 

y 

Luego 

(2.12) 

b 

Fig. 2.14 
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Luego 

- -v = s . (a . ü h) = a . s = a . (b x e) 

Esta propiedad del producto mix-to con volumen del paralelepípedo constituido 
por los vectores como aristas permite escribir que 

- - -
a . (b x e) = e . (ax b) = b . (ex a) 

(2.13) 

ya que el volumen es invariante, sea cual sea la base y respectiva altura que se 
tome. 

Además, también esta misma propiedad permite asegurar que si tres vectores 
son coplanarios (o linealmente dependientes) su producto mixto es nulo por serlo el 
volumen del paralelepípedo que determinan. 

La expresión analítica del producto mixto, de acuerdo con las dadas para el 
producto escalar y vectorial, es 

a·(bxc) 
ªx ay ªz 
bx by b 2 

Cx Cy C 2 

2.13. Doble producto vectorial 

bxc 

Fig.2.15 
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Se denomina así a la operación 
dada por 

- -
ax(bxc)=P 

que da como resultado un vector 
contenido en el plano definido por 
- -
b y e, es decir, P es una com-

binación lineal de b y e ya que 

debe ser normal a ( b x e ) y por 
tanto coplanario a 7t • 
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- -
P=Ab+µc 

Se puede demostrar que 

- - -
ax (b x e) = (a . e) b - (a . b) e 

(2.15) 

expresión que para efectos nemotécnicos se puede representar por la simbólica 

b e 
ax(bxc)= 

(a • b) (a• e) 

2.14. Momento de un vector respecto a un punto 

El momento de un vector, a, 
respecto a un punto O, es un vector 

localizado en O, M0 , cuyos módu- Mo 
los, dirección y sentido vienen dados 
por la expresión 

(2.17) 

donde A es el punto de origen del 
vector a. 

Fig.2.16 

(2.16) 

A 

De acuerdo con las propiedades del producto vectorial, el vector M0 es nor­-mal al plano determinado por a y OA . 

Si el vector a es localizado o fijo, A está determinado univocamente y por 
tanto la expresión (2.17) también lo está. 

Si el vector a es deslizante, al aplicar la (2.17) se tomará como A, cualquier 
punto de la recta de acción del vector ya que su momento es independiente del punto 
que se toma. 
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o . 

Fig. 2.17 

es 

--M' = oA x a+ x a o 

-- -

En efecto, si se toma uno tal co­
mo el A es 

y si se toma otro punto tal como el A' 
será 

--M' = OA' x a o 

pero como 

-- -- --OA' = OA + AA' 

donde AA' x a = O por ser vectores paralelos, quedando por tanto 

--M~= OA X a = Mo 

luego el momento es el mismo sea cual sea el punto de la recta de acción que se 
tome, por tanto, también en este caso el momento del vector está determinado. 

Finalmente, el concepto de momento de vector libre no tiene sentido ya que el 
punto origen del segmento orientado que representa su clase podría estar en 
cualquier punto del espacio. 
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CAPITUL03 

FUNCION VECTORIAL DE VARIABLE 
ESCALAR 

3.1. Definición 

Un vector es función de una variable escalar si sus componentes son funciones 
de dicha variable. 

Llamando r = r (t) a la función vectorial y ta la variable escalar, es 

- - -r = r (t) = x (t) i + y (t) j + z (t) k (3.1) 

Si el origen del vector r (t) se hace coincidir invariablemente con origen del 
sistema de referencia, su extremo (para todo el conjunto de valores que tome la 
variable escalar) describirá una curva 
que se denomina curva indicatriz de la 
función vectorial. 

Así, por ejemplo, si la posición de 
un punto que se mueve con el tiempo 
respecto a un sistema O (x, y, z) se da 
por un vector cuyo extremo coincide 
con el punto y su origen con el de 
coordenadas (vector de posi-ción), a 
lo largo del tiempo dicho punto 
describe una curva C que es la 
trayectoria del punto móvil y corres­
ponde a la curva indicatriz de la fun­
ción vectorial r (t) cuya variable es­
calar es el tiempo. 

X 

z 

Fig.3.1 

e 

y 
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Las ecuaciones paramétricas de la curva indicatriz son 

X=X(t) 
y=y(t) 
z=z(t) 

funciones continuas y de derivadas continuas. 

3.2. Derivación de una función vectorial de variable excalar 

(3.2) 

Si r (t) es una función vectorial de variable escalar y sus componentes son 
funciones continuas y derivables de esa variable, se defme la derivada de la función 
r (t) respecto de la variable, t, como 

dr = lim r(t + At) - r(t) Ar 
lim 

dt ~t ➔ o At ~t ➔ O At 

- - -
y como Ar = A x i + A y j + A z k , resulta 

dr li (Ax-: Ay-: Az k-J -= m -1+-J+-
dt ~t ➔ o At At At 

o bien, 

dr dx -: dy -: dz -
-=- 1+-J+-k 
dt dt dt dt 

(3.3) 

(3.4) 

Expresión que pone de manifiesto que la derivada de una función vectorial de 
variable escalar es otra función vectorial cuyas componentes son las derivadas de las 
componentes de la función vectorial primitiva. 

Evidentemente, el vector d r / dt es tangente a la curva indicatriz ya que cuando 
A t ➔ O, A r tiende a la tangente a la curva en el punto considerado. Por tanto, 

llamando T al vector unitario en la dirección de la tangente, se puede escribir 
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A continuación se enuncian las re­
glas de derivación de funciones vecto­
riales de una variable escalar, prescin­
diendo de las correspondientes demos­
traciones y denominando r1 (t), r2 (t), 

r3(t), a las funciones vectoria-les que 

intervienen y <p (t) a la función real de la 

misma variable. 

- Derivada de una suma de funcio­
nes vectoriales 

(3.5) 

z 

X 

Fig. 3.2 

- Derivada del producto de una función real <p ( t ) por un vector r1 ( t) 

j_ [<p (t) r
1 

(t)] = d<p • r
1 

+ <p dri 
dt dt dt 

- Derivada de un producto escalar de dos funciones vectoriales 

- Derivada de un producto vectorial de dos funciones vectoriales 

(3.4 bis) 

y 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

Evidentemente esta derivación no es conmutativa por no serlo el producto vec­
torial. 
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- Derivada de un producto mixto de tres funciones vectoriales 

(3.9) 

Consecuencia interesante de la (3.7) es la aplicación de esta regla al caso de un 
vector de módulo constante multiplicado escalarmente por si mismo, es decir, que si 

lif = cte, es 

d-d - - - r O - (r-r)=2r-- = 
dt dt 

lo que pone de manifiesto que en este caso el vector d r / dt es perpendicular al r . 

3.3. Triedro intrínseco 

Sea una curva, C, definida por el extremo del vector de posición r , de modo 
que a cada punto P de la curva le corresponde un vector de posición r . 

e 

X 

Fig. 3.3 

r = r (s) = X (s) T + y (s) J + z (s) k 
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En estas condiciones, según lo 
expuesto anteriormente, C es la curva 
indicatriz de una función vectorial de 
variable escalar dada por 

r = r (t) 

donde t es la variable. 

Si sobre la curva C se define un 
origen de arcos PO y se toma como 
variable escalar de la función vectorial 
el valor del arco, s, desde el origen 
hasta el punto considerado, la función 
vectorial se escribiría como 

(3.10) 
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La derivada de esta función, de acuerdo con la (3.4) es 

dr = [dr] i' 
ds ds 

(3 .11) 

donde T es el vector unitario en la dirección de la tangente a la curva en el punto y 
cuyo sentido es el dado por el correspondiente sentido creciente de arcos, y 

[
dr] = lim !)."f 

ds ~s ➔ 0 !).s 

ya que 

lim j!).rl = !).s 

~s ➔ O 

= lim 

~s ➔ O 

La (3.11) queda, por tanto, como 

dr -
-=T 
ds 

(3 .12) 

luego la derivada de la función respecto del arco . es igual al vector unitario 
tangente a la curva en el punto. 

Esta definición de T permite su cálculo directo aunque la función vectorial r 
lo fuera de una variable escalar distinta a s. Así, si la función es r = r (t), el vector 
tangente vendría dado por 

T = dr = dr / dt = dr / dt 
ds ds/ dt [dr / dt] 

(3 .13) 

Para calcular la d T / ds, se tomarán dos posiciones infinitamente próximas de 

T en una curva con un sentido creciente de arcos indicado por la flecha bajo /).s • 
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Fig. 3.4 

en donde 

a) lim ós' 
=1 

Tomando un punto cualquiera H 
como origen o polo se llevarán sobre él 
vectores equipotentes a las tangentes en 
las posiciones (1) y (2), que estarán so­
bre un arco de circunferencia de radio la 
unidad y arco ós'. 

En estas condiciones el vector 

d T / ds se puede expresar como 

(3.14) 

(3.15) 

por ser la unidad el radio con el que se describe el arco ós', 

b) (3.16) 

ya que el cociente entre arco y ángulo elementales es el radio de curvatura p, del 
elemento de arco considerado. 

c) (3.17) 

donde Ñ es el vector unitario normal a T y en el sentido creciente de arcos 

descrito por T en su variación. 
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Al sustituir en (3.14) los valores de las (3.15), (3.16) y (3.17) resulta que 

dT 1 -
-=-N 
ds p 

(3.18) 

expresión que sirve para calcular, por un lado, el vector normal a la curva que es 

Ñ = dT / ds 

[dt / ds] 
(3.19) 

y por otro el valor de 1/p, al que se denomina curvatura de flexión o primera 
curvatura y que viene dada por 

1 dT 
- = 
p ds 

Definidos los vectores T y N 
en el punto P de la curva como 
unitarios tangente y normal a la 
misma, se define ahora un nuevo 

vector unitario B , denominado bi­
normal, dado por 

- - -
B = TxN (3.21) 

y que completa un triedro dextrógiro 

sobre la curva P (T, Ñ, B) al que se 
denomina triedro intrínseco o de 
Frenet y que, como sistema de refe­
rencia, tiene una gran utilidad en el 
estudio cinemático y dinámico de 
sistemas. 

(3.20) 

e 

Fig. 3.5 

Evidentemente, si la curva es plana, tanto el vector tangente, T, como el nor­

mal, Ñ , estarán siempre contenidos en el plano de la curva. Así, si se considera a 

éste el del papel, resulta que para cualquier punto de la curva los vectores T y Ñ 
estarán contenidos en el plano de la figura y el B siempre será normal al mismo y 

dirigido hacia dentro, lo que pone de manifiesto que el vector B será constante. 
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Fig. 3.6 

Ñ(1) 
T 

Si la curva no fuera plana, al 
avanzar el punto P sobre la misma en el 
sentido del vector tangente, el triedro 
giraría alrededor de aquél provocando, 

por tanto, una variación del vector B 
cuyo sentido se indica en la figura 3.7 
donde se han dibujado dos posiciones 
infinitamente próximas indicadas con (1) 
y (2), superpuestas y de modo que el 
vector tangente sea normal al plano de la 
figura y emergente. Se observa en ella 

que un giro dextrógiro alrededor de T (en 
el sentido de avance del mismo sobre la 
curva) produce una variación en el vector 

- -B dado por el .1.B de la figura, que es 

un vector cuyo sentido es contrario al Ñ . 

s (1) 8 ( 2) Ello permite escribir 

Fig. 3.7 

-
B 

N 

Fig. 3.8 

56 

en donde a 

dB 

ds 

1 

't 

(3.22) 

(3.23) 

Se le denomina curvatura de torsión o 
segunda curvatura de la curva en el punto 
P. 

En cuanto a los planos que cierran el 
triedro intrinseco, al determinado por los 

- -
vectores T y N se le denomina plano 
osculador y su ecuación es 
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es decir 

(3.24) 

Análogamente al plano que determinan los vectores Ñ y B se le denomina pla­
no normal y su ecuación es 

es decir 

(3 .25) 

Y finalmente, el plano rectificante es el definido por los vectores B y T y por 

tanto es perpendicular a Ñ por lo que su ecuación es 

o sea 

(3.26) 

Con la obtención de las ecuaciones de los planos rectificante, normal y oscu­
lador que se acaban de describir, los elementos del triedro intrínseco quedan deter­
minados así como las curvaturas de la curva indicatriz en el punto considerado. 

Ejemplo 3.1 

Dada la función vectorial r (s) = sen si ✓5 I + cos si ✓5 J + 2 si ✓5 k, donde 

s representa el arco recorrido sobre la curva, determínese los elementos del triedro 

intrínseco en el punto en que s = ✓5 re 16. 

En primer lugar se calculan los vectores unitarios T , Ñ y B que constituyen el 

triedro. Así, el vector tangente T , viene dado por 
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- dr 1 S-:-1 S--: 2-
T = - = - cos - 1 - - sen - J + - k 

ds ✓5 ✓5 ✓5 ✓5 ✓5 

1 s - s - -
= - ( cos - i - sen - j + 2 k ) 
✓5 ✓5 ✓5 

el normal N, 

(3.27) 

- dT / ds 1 s -:- s --: 1 s -:- s --: 
N =--- = - (sen-· 1-COS - j)/ - =-sen - 1 - COS - J (3.28) 

ldT / d~ 5 ✓5 ✓5 5 ✓5 ✓5 

de donde se puede obtener directamente la curvatura de flexión 

1 dÍ 1 
- = - =-
p ds 5 

(3.29) 

Teniendo en cuenta las expresiones (3.27) y (3.28), el vector binormal es 

1 j k 
- - - 1 s s 

2 B = TxN =- cos- sen-
✓5 ✓5 ✓5 

s s o - sen- - cos-
✓5 ✓5 

1 s - s - -
= - (2 cos - i - 2 sen - j - k ) 
✓5 ✓5 ✓5 

(3 .30) 

Particularizando las (3.27), (3.28) y (3.29) obtenidas paras = ✓5 rc/6 se llega 
a 
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- 1 - ¡;;-
N =- -(i + v3 j) 

2 

- 1 ¡;;- - -
B=-(v3 i-j-k) 
✓5 

que son los valores de los vectores del triedro en el punto particular que se pide. 

La curvatura de torsión viene dada por 

clB 2 1 

't 
=-

ds 5 

Y, finalmente las ecuaciones de los planos son: 

- Osculador 

-- ¡;; 1t P P-B =O ➔ v3 x - y- z + - = O 
o 3 

-Normal 

- - ¡;; 41t P P-T=Ü ➔ v3 x-y+4z - - =0 
o 3 

- Rectificante --PoP•N=0 ➔ x +✓3 y-2 = O 

Ejemplo 3.2 

(3 .3 1) 

Dada la función vectorial x = 4 sent; y = 4 cost; z = 3 t, cuya variable 
escalar t es el tiempo, determínese los elementos del triedro intrínseco en el instante 
t =7t/2. 

En forma vectorial, la función es 

- - -r = 4sent i + 4cost j +3t k 
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El vector unitario tangente es 

- - -
T = dr = dr/dt = 4costi-4sentj + 3k 

ds ds/ dt 5 

que para t = 1t /2, se particulariza en 

- 1 - -
T = -(- 4j+3k) 

5 

El vector normal viene dado por 

- -
Ñ = dT / ds = dT / ds 1/ 5(-4sen ti - 4cos t j) 

\dT / d~ ds / dt\dT / d~ 5-4/25 
- -

= - sent i - cost j 

que para t = 1t /2, da 

- -
N = - i 

Del mismo modo, el vector binormal es 

i 
- - - 1 
B=TxN= - 4cost 

5 
- sent 

que para t = 1t /2, da 

- 1 - -
B =- (- 3j -4k) 

5 

j k 
1 - - -

-4sent 3 = - (3 cost i - 3 sent j - 4 k ) 
5 

-cost o 

La curvatura de flexión, se obtiene de (3 .33) 

1 dT 4 
-=- =-
p ds 25 
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y la de torsión se obtiene derivando respecto des la (3.34) 

1 ~- 13 - -¡ 1 -= = -- (senti +cos tj)• -
't ds 5 . 5 

que para t = 1t /2 

1 3 

't 25 

El punto P º en el que se piden los planos es PO ( 4, O, 3 7t /2) y, por tanto la -expresión del vector genérico P
O
P es 

- --; -: 37t -P0 P = ( x - 4) 1 + y J + (z - 2 ) k 

y las de los planos, teniendo en cuenta este vector, son: 

- Osculador - -PoP·B = 0 ➔ 3y+4z-61t = 0 

-Normal 

- - 91t P0 P-T = 0 ➔ 4y -3z+ - = 0 
2 

- Rectificante 
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CAPÍTUL04 

NOCIONES DE TEORIA DE CAMPOS 

4.1. Introducción 

Algunas de las magnitudes físicas que se definen en posteriores capítulos de este 
texto, manifiestan sus propiedades en una región del espacio, de manera que a cada 
punto del mismo le corresponde un valor de la magnitud que a su vez puede variar 
con el tiempo. 

Si la magnitud física en cuestión es escalar, matemáticamente se representa por 
una función escalar de punto de manera que a cada punto del espacio le corresponde 
un valor de la función, diciéndose entonces que en esa región del espacio se ha 
definido un campo escalar. El campo de conductividades en un medio isótropo es un 
ejemplo de este tipo de campos. 

Si la magnitud física es vectorial, se representará por una función vectorial de 
manera que a cada punto del espacio le corresponde un vector, en cuyo caso se dice 
que en esa región del espacio se ha definido un campo vectorial. El campo eléctrico 
creado por una carga puntual es un ejemplo de campo vectorial. 

Finalmente, y aunque cae fuera de los propósitos del presente texto, existen 
magnitudes físicas que se representan por entes matemáticos de orden superior, 
denominados tensores, en cuyo caso en la región del espacio donde se define se dice 
que existen un campo tensorial. Así, por ejemplo, para expresar las conductividades 
en un medio anisótropo es necesario que en cada punto del mismo se conozcan los 
valores de la conductividad al menos en tres direcciones independientes. Pues bien, 
al conjunto de estos tres valores de la conductividad y de sus correspondientes 
direcciones o vectores en ese punto se le denomina tensor; y a la correspondencia de 
ese conjunto de funciones en cada punto de la región del espacio en el que se definen 
se le denomina campo tensorial. 
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Aunque el estudio de la teoría de estos campos escalares, vectoriales y 
tensoriales en toda su extensión requiere, por parte del lector, conocimientos 
matemáticos más avanzados, el objetivo del presente capítulo es . el de describir e 
intentar cuantificar, en la medida de lo posible, los aspectos fundamentales de esta 
teoría que tiene aplicación en capítulos posteriores. 

4.2. Campos escalares 

Si una magnitud física escalar es tal que su valor depende de las coordenadas 
(x, y, z ) del punto en que se mida, se dice que es una función escalar de punto, 
representándose por 

V = V ( X, y, z) (4.1) 

y que se supondrá continua y uniforme. 

Así, por ejemplo, la temperatura, T, en un cierto recinto, en general, dependerá 
del punto en que se mida e incluso del instante en que se realice la medida, por lo 
que dicha función será 

T = T ( X, y' Z, t ) (4.2) 

Se dice que en una región del espacio existe un campo escalar cuando en la 
misma se ha definido una función escalar de punto, por lo que a cada punto (x, y, z) 
y en cada instante se le asocia un valor único de la magnitud escalar 
correspondiente. 

Es importante señalar el carácter intrínseco del campo por el que el valor de la 
magnitud física en cada punto e instante es independientes del sistema de referencia 
que se utilice para definir la función, aunque, evidentemente ésta cambie al hacerlo 
el sistema de referencia. Así, siguiendo con el ejemplo del campo de temperaturas en 
un recinto definido por la ( 4.2), es evidente que en un cambio de sistema de 
referencia por el que las coordenadas (x, y, z) pasan a valer (x', y', z') la nueva 
función vendría dada por 

T' =T'(x',y',z', t') (4.3) 

y será, en general, distinta de la anterior, sin embargo los valores de las 
temperaturas en cada punto serán las mismas ya que éstas no dependen del sistema 
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de referencia elegido. En consecuencia, el campo es un ente intrínseco que no debe 
identificarse con la función que lo representa, siendo ésta una descripción de aquél 
en un sistema de referencia dado. 

En lo que sigue, las funciones de punto se consideran independientes del tiempo 
ya que, en general, los campos escalares a estudiar o no dependerán del tiempo o sí 
lo hacen, el estudio se limitará a una distribución espacial de la magnitud en un 
instante determinado. En cualquier caso, la función escalar de punto se considerará 
de la forma (4.1), es decir, independiente del tiempo. 

Se llama superficie isoescalar, equiescalar o de nivel al lugar geométrico de los 
puntos del espacio en los que la función escalar de punto toma el mismo valor. 

En consecuencia, la ecuación de una superficie de nivel es 

V (x, y, z) = cte (4.4) 

que, evidentemente, corresponde a una superficie. 

En base a la propiedad uniforme de la función escalar de punto se puede 
asegurar que por cada punto del campo pasa solamente una superficie de nivel y, 
por tanto, éstas no se cortan. 

4.3. Gradiente de un campo escalar 

Sea un campo escalar dado 
por la función V = V(x, y, z) y 
considérese un punto P (x, y, z) y la 
superficie de nivel V = V0 que pasa 
por dicho punto. 

La variación elemental de la 
función V en el punto P viene dada 
por su diferencial 

av av av 
dV = - dx+ - dy+ - dz 

dx dy dz 

grad V 

Fig. 4.1 
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que se puede escribir como 

av - av - av -
dV = (- i + - j + - k) • dr 

. ax ay az 
(4.5) 

donde dr es el vector desplazamiento elemental a partir del punto P, y el vector 

av av -: av -
i + - J+ - k 

ax ay az 

se denomina gradiente de la función V en el punto P, se representa por grad V y su 
valor en un punto P se calcula sustituyendo x y z por sus correspondientes valores 
particulares en P. De manera que el vector gradiente viene dado por 

av av - av -
gradV =- 1 + - j + - k 

ax ay az 
(4.6) 

y el diferencial de la función se transforma en 

dV = grad V • dr (4.7) 

expresión que pasamos a analizar, considerando los siguientes casos: 

Si dr está sobre la superficie de nivel (realmente estaría sobre el plano tangente 
a la misma en P), la variación de la función es nula ya que el extremo P' de dr está 
sobre la misma superficie, siendo . 

dV = grad V · dr = O (4.8) 

para cualquier dr que cumpla la citada condición y por tanto de esta expresión se 
deduce que el vector grad V es normal a la superficie de nivel en P. 

Si se elige dr en la dirección normal a la superficie de nivel y en el sentido 
creciente de la función, resulta que la variación de la función es máxima ya que en 
este caso 

dV = ¡grad v ¡ • ldr! cos <p = ¡grad v ¡ · !dr! (4.9) 

66 



Nociones de teoría de campos 

lo que pone de manifiesto que el vector grad V lleva la dirección de la máxima 
variación de la función y en sentido creciente de la misma. 

Finalmente, para cualquier otra dirección del dr , la ( 4.8) indica la variación de 
la función en esa dirección, que si se representa por su vector unitario ür, es 

(4.10) 

que expresada como variación unitaria en esa dirección es 

dV dV --=gra ·u 
dr r 

(4.11) 

y se denomina derivada direccional de la función V en la dirección dada por ü r • 

De la ( 4.11) resulta sencillo 
retomar los dos casos antes citados 
como límites o extremos de éste ya 
que el máximo valor de la derivada 
direccional será en la del gradiente y 
el mínimo (nulo) en cualquier direc­
ción sobre el plano tangente. 

Para cualquier dirección ür, a 

partir de P, la derivada direccional 
sería 

[ :1 = lgrad v¡ cos cp 
Ur 

(4.12) 

grad V 

Fig .. 4.2 

es decir la longitud del segmento proyección del grad V en P. Esta construcción 
permite obtener gráficamente la distribución de las derivadas direccionales de la 
función sobre cualquier dirección a partir de P, como longitudes de segmentos de 
origen común en P y extremos sobre una superficie esférica tangente a superficie 
de nivel en P y de diámetro el módulo del gradiente en dicho punto. 
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Ejemplo 4.1 

Dado el campo escalar x y z = a, se pide: 

a) Gradiente en el punto (1,1,1). b) Direcciones para las cuales las derivadas 
de la función tienen de módulo la mitad del gradiente en un punto. 

a) El gradiente de la función a es 

ªª --: ªª - ªª - - - -grad a = - 1 + - j + - k = y z i + x z j + x y k ax ay dZ 

que particularizado por el punto (1, 1, 1) resulta ser 

-
grad a c1, 1, 1 l = i + j + k 

b) Llamando ür al vector unitario en la dirección de r, la derivada direccional 

respecto a r es 

:; =grada· Ür =¡grada¡ lürl cos cp 

donde cp es el ángulo formado por los vectores gra d a y r . 

Para que el módulo sea la mitad del gradiente deberá ser cos cp = 1/2 y, por 

tanto cp = 60 grados. 

En consecuencia, cumplen esta condición todas las direcciones sobre la genera-
- - -

triz del cono de vértice el punto (1,1,1), de eje la dirección i + j + k y de semián-

gulo cónico cp = 60 grados. 

4.4. Campos vectoriales 

Si una magnitud física vectorial es tal que su valor depende de las coordenadas 
(x, y, z) del punto en que se mide, se dice que es una función vectorial de punto, 
representándose por 
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- - - - -
F = F (x, y, z) = Fx (x, y, z) i + Fy (x, y, z) j +Fz (x, y, z) k (4.13) 

cuyas componentes son funciones escalares de punto que se supondrán continuas y 
uniformes. 

Así, por ejemplo, el campo eléctrico, E , creado por una carga puntual depende 
del punto en que se mida y, por tanto, su valor será 

E = E(x, y, z) (4. 14) 

Se dice que en una región del espacio existe un campo vectorial cuando en la 
misma se ha definido una función vectorial de punto, por la que a cada tema de 
valores (x, y, z) correspondientes a un punto se le asocia un valor único de la 
magnitud vectorial que representa. 

De manera análoga a lo señalado en los campos escalares sobre su naturaleza 
intrínseca, también en los campos vectoriales el valor de la magnitud física en cada 
punto es independiente del sistema de referencia utilizado, aunque, como es sabido, 
varian las expresiones e incluso los valores de las correspondientes componentes del 
vector o función vectorial que la represente. 

El campo de gradientes de un campo escalar V es un ejemplo de campo vec­
torial, dado por 

F
- d V aV(x,y,z) -:- av(x,y,z) -: av(x,y,z) k-

= gra = ---- 1 + ----'------ J + ----
ax ay az 

( 4.15) 

y que ha sido estudiado anteriormente. 

Dado un campo vectorial F = F(x, y, z) se denominan líneas de campo del 
mismo aquéllas a las cuales el vector campo es tangente en todos sus puntos. Las 
ecuaciones diferenciales de dichas líneas se obtendrán precisamente aplicando la 
citada condición de tangencia que se traduce en la de paralelismo entre el vector 

elemental dr y el vector campo F en cada punto, es decir 

(4.16) 
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Fig. 4.3 

E 

-
E 

La integración de las dos 
ecuaciones ( 4.16) daría dos superficies 
cuya intersección sería la línea de cam­
po correspondiente. 

Así, por ejemplo, las líneas del 
campo eléctrico creado por una carga 
puntual pos1tlva son semirrectas 
radiales de origen el punto geométrico 
ocupado por dicha carga. El campo 

eléctrico E en cada punto tiene direc­
ción radial y como se verá poste­
riormente su módulo depende única­
mente de la distancia a la carga que lo 
crea. 

Fig. 4.4 

En el caso de un dipolo eléctrico las líneas de campo son curvas que unen los 
puntos que ocupan las cargas, siendo el campo en cada punto tangente a ellas. 
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4.5. Circulación de un campo vectorial. Concepto de potencial 

Dado un campo vectorial F = F (x, y, z), se define como circulación elemental 
de este campo a lo largo de una curva C, en un punto a la expresión 

F · dr = dC (4.17) 

que extendida a un tramo finito de la 
curvaAB, es 

(4.18) 

integral curvilínea que desarrollada es 

X 

Fig. 4.5 

donde Fx, Fy, F2 son las componentes del campo vectorial y dx, dy, dz las corres­

pondientes componentes del vector dr . 

Teniendo en cuenta que, por un lado, la ecuación de la curva en paramétricas es 

X= X ( q ), y= y ( q ), Z=z(q) (4.20) 

y que sus diferenciales se pueden expresar como 

dx = x ( q ) dq, dy = y ( q ) dq, dz = z ( q) dq (4.21) 

y por otro, las correspondientes componentes del campo vectorial también se 
expresan en función del parámetro q, al sustituir sus x, y, z por sus valores (4.20), 
resulta 

C! = Í:Fx(q)•x(q)dq+Fy(q) y(q)dq+F2 (q) z(q)dq= n)!~ f(q)dq 

(4.22) 

que es una integral inmediata que depende exclusivamente del parámetro q. 
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La ecuación ( 4.18) puede servir para introducir el concepto de potencial, de 

gran aplicación posterior tanto en Mecánica como en Electromagnetismo. En efecto, 
si en la citada ecuación, el campo vectorial es un campo de gradientes de una cierta 
función escalar de punto V ( x, y, z ), se cumple que 

F = grad V (4.23) 

que al sustituirla en la (4.18), ésta se transforma en 

C! = f ! grad V . dr (4.24) 

que, de acuerdo con la (4.7), la cantidad subintegral coincide con la variación de la 
función V (diferencial de V), lo que permite escribir 

(4.25) 

o sea que la circulación del campo F entre los puntos A y B sobre la curva es igual 

al valor de la función V en B, menos el valor de la función V A , y por tanto dicha 

circulación no depende del camino o curva que una ambos puntos sino únicamente 
de los valores de la función V en ambos puntos. 

En este caso se dice que la función vectorial F deriva de la función escalar de 

punto V. 

Si en vez de trabajar con la función V se utiliza la función U = - V, entonces la 
( 4.25) se transforma en 

(4.26) 

denominándose a U función potencial o simplemente potencial del que deriva el 

campo vectorial F . 
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Este concepto de potencial es el que posteriormente se aplicará en Mecánica, 
Electromagnetismo etc., teniendo, en todo caso, como significado físico el de una 
energía potencial o capacidad de desarrollar un trabajo sea mecánico, eléctrico etc. 

Finalmente cabe plantearse las cuestiones de qué condiciones debe cumplir el 

campo vectorial F para que derive de un potencial U y, en caso afirmativo, cómo 
se calcula dicha función o potencial. 

La respuesta a la primera de las cuestiones planteadas se tiene en la misma defi­
nición de potencial ya que si 

resulta que las componentes del campo serán 

F =- au 
X ax 

F =- au 
y ay 

F =- au 
z az 

(4.27.a) 

(4.27.b) 

(4.27.c) 

que al derivar la primera de ellas respecto de y, y la segunda respecto de x, se 
obtiene: 

aFy a 2 u 
--=----
ax ay ax 

(4.28) 

cuyos segundos miembros son iguales y por tanto 

(4.29) 

Procediendo de modo análogo sobre las expresiones ( 4.27), se obtiene que 

73 



Electromagnetismo y semiconductores 

dFx dF2 --=--; 
az ax 

aFY aF2 -- --
az ay 

(4.30) 

que junto con la (4.29) constituyen las condiciones de existencia de la función U. 

En cuanto al procedimiento de obtención de la función U a partir del campo 

vectorial F , se explica en el ejemplo tipo que a continuación se resuelve. 

Ejemplo 4.2 

Comprobar que el campo F= (y 2 -2xyz3 )i + (3+2xy- x2 z3
)} + (6z3 

-

-3x2 yz2 )k deriva de un potencial y hallar la función U que lo representa. 

Las condiciones para que el campo F derive de un potencial son: 

aF aFY 3 3 a) __ x =--➔ 2y-2xz =2y-2xz 
ay ax 

aF aF 
b) __ x =--2 ➔ -6xyz2 =-6zyz2 

az ax 

que el campo F si las cumple. 

Llamando V=V(x, y, z) a la función potencial de la que deriva el campo, es 

además 
.. 

av av 2 3 acp1 2 3 
F =-➔-=2yx-x z +--=3+2xy-x z 

y ay ay ay 
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con lo cual 

quedando la función V como 

Finalmente, aplicando la tercera condición resulta 

av 2 2 acpz 3 2 2 
-=-3x yz +--=6z -3x yz az az 

de donde 

con lo que, en definitiva, queda 

que es el valor de la función buscada. 

4.6. Flujo de un campo vectorial 

Dado un campo vectorial F = F ( x, y, z) y una superficie S, se define como flujo 

elemental del campo F a través de la superficie Sen el punto P de la misma a la ex­
presión 

(4.3 1) 

donde F es valor del campo vectorial en el punto P y dS es el vector normal a la 
superficie S· en P y cuyo módulo es igual a la superficie del elemento de área 
considerado. 
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F 

En función del vector unitario 
normal ñ a la superlicie, el elemento 
de flujo es 

d<I> = (F • ñ)dS (4.32) 

El flujo total del campo F a 
través de la superlicie S se obtiene 
integrando el flujo elemental definido 
en la ( 4.31 ), es decir 

<l>s = ffs F -dS = ffs (F -ñ)dS 

(4.33) 

Fig. 4.6 Puesto que ñ puede orientarse en 
uno u otro sentido, según la normal a 

la superlicie, el signo del escalar <l>s dependerá de la orientación elegida. 

4.7. Estudio local de campos vectoriales 

En el estudio de las propiedades de los campos vectoriales que se utilizan para 
modelizar algunos fenómenos físicos, suele interesar conocer la variación de algunas 
características en puntos concretos del espacio y sus entornos elementales. Así, por 
ejemplo, en el campo eléctrico creado por una carga puntual es esencial estudiar las 
propiedades del campo en el punto donde se sitúa la citada carga o en el elemento de 
volumen que constituye su entorno diferencial. Asímismo es importante conocer 
cómo varía el campo entre un punto determinado otro inmediatamente próximo a él. 

Todas estas propiedades se cuantifican mediante los denominados operadores 
diferenciales, siendo fundamentales, la divergencia y el rotacional, que se pasan a 
estudiar a continuación. 

Por otra parte, la integración o extensión de estas propiedades en un punto, a un 
recinto finito permite deducir propiedades del campo que tienen gran aplicación en 
partes posteriores de la asignatura. Esta extensión se lleva a cabo mediante los 
teoremas integrales. 
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4.8. Divergencia de un campo vectorial 

Dado un campo vectorialF=F(x,y,z)se define como divergencia de este 

campo en un punto I> a la expresión 

- lss.- -divF= lim - F-dS 
ov➔O av S 

(4.34) 

donde a v es el elemento de volumen entorno del punto P y estando la integral de 

superficie del flujo del campo extendida a la superficie cerrada que envuelve dicho 
elemento de volumen. 

El significado físico de la ( 4.34) y por tanto de la divergencia en un punto P es 
la cuantificación del flujo del campo a través de la superficie que limita un volumen 
elemental que contiene el punto, partido por dicho volumen. En definitiva, expresa el 
flujo por unidad de volumen en un punto, que se puede dar como 

div F= d<J> 
dv 

(4.35) 

Tomando como dS positivo el dirigido hacia el exterior del volumen, si el 
numerador de la ( 4.35) es positivo quiere decir que el flujo resultante a través de la 
superficie que limita al elemento de volumen considerado es saliente, la divergencia 
del campo en ese punto es positiva, diciéndose que constituye un manantial. En caso 
de flujo resultante entrante la divergencia es negativa y el punto constituye un 
sumidero. 

Finalmente si la divergencia es nula se dice que el campo es solenoidal. 

A partir del significado físico de la divergencia expresado en la ( 4.35) se puede 
obtener su expresión, que en coordenadas cartesianas se plantea del siguiente modo. 

Sea P el punto en el que se pretende calcular la divergencia, y dx dy dz el 
valor del elemento de volumen considerado como entorno de P. 

El flujo neto total a través de toda la superficie elemental que encierra el 
elemento de volumen es 
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z 

dy 

y 

d<p=div F dv (4.36) 

Ahora bien, este flujo neto se 
obtiene como la suma de los flujos 
netos a través de las caras del 
paralelepipedo diferencial normales 
respectivamente a los ejes OX, OY y 
OZ, a los que se denominarán por 
d<l>x, d<py, d<l>z, es por tanto 

Cada uno de estos sumandos, 
como flujos netos, se pueden obtener 
como vanac1ones de flujos 

(funciones escalares) a lo largo de una dirección, empleando el concepto y la 
expresión de la derivada direccional explicada anteriormente. Así, por ejemplo, el 
flujo neto a través de las caras normales al eje OX es 

X 

Fig. 4.7 

d<l>x =grad(Fxdydz)-(dxi) (4.38) 

que desarrollada da 

(
a(Fxdydz)_ ) - a(Fxdydz) aF 

d<l>x = - - --i+ ... ·(dxi)=--- -dx=--x dv 
ax ax ax 

(4.39) 

del mismo modo, los restantes flujos antes son 

d"' = aFZ dv 
'l'z az (4.40) 

de manera que al sustituir estos valores en la ( 4.34) resulta 

(4.41) 
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que al identificarla con la ( 4.36), se obtiene como expresión de la divergencia 

- dF dF dF 
div F=--x +--Y +--2 

dx dy dz 

La extensión de la ( 4.36) a un recinto finito 
constituye el Teorema de la divergencia o de 
Gauss, considerando dicho recinto, de volumen V 
y limitado por la superficie S, dividido en 
elementos a los que se aplica la expresión 
diferencial 

d<J>=divFdv 

resultando al integrar que 

f fs d<J>= f f fv divF dv 

V 

dv 
~ p 

Fig. 4.8 

(4.42) 

s 

en la que el primer miembro representa el flujo del campo a través de la superficie S 
que limita el volumen V, es decir 

<l>s = f f fv div F dv (4.43) 

y que pone de manifiesto que dicho flujo es igual a la divergencia del campo 
extendida a todo el volumen, V, del recinto. 

4.9. Rotacional de un campo vectorial 

Dado un campo vectorial F= F(x,y,z) y siendo ds un entorno superficial del 

punto P (sobre la superficie S) limitado por la curva cerrada C, se define como 

rotacional del campo F en P al vector, rot F tal que 

(4.44) 
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es decir, que su flujo a través del elemento dS es igual a la circulación elemental del 

campo F a lo largo de la curva C que encierra dicho entorno, y en el sentido posi­
tivo indicado en la figura. 

Fig. 4.9 

Para obtener la expresión del 
rotacional en coordenadas carte­
sianas se seguirá un procedi­
miento análogo al empleado para el 
caso de la divergencia, aunque en 
este caso es conveniente hacer-lo 
por componentes. Así, para la 
componente en OX del rotacio­
nal, la expresión ( 4.44) se trans­
forma en 

(rot F)x dSX = fcF-dr 
(4.45) 

de modo que el dSx será un rectángulo elemental normal al eje 0X, tal y como se 

indica en la figura. La circulación se tomará en el sentido antihorario para así obte­
ner la componente en OX positiva del rotacional, y su valor será 

(4.46) 

donde cada paréntesis representa la variación neta de la circulación en tramos 
paralelos. Dicha circulación es una función escalar y, por tanto, lo que interesa es 
calcular la derivada de esa función escalar en la dirección del eje OY o del OZ se­
gún caso. 

Así, 
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del mismo modo 

o(Fydy) oFY et-ef =d(Fy dy)=grad(Fy dy)(dzk) ---dz=-dydz oz oz 

z 

y 

X 

Fig. 4.10 

con cuyos valores, la ( 4.46) se 
transforma en 

i - - (ºFz oFYJ F-dr= --- dydz 
e oy oz 

(4.47) 

que al identificarla con la ( 4.45) 
resulta 

_ oF oFY 
(rot·F) =-z -- (4.48) 

X OY OZ 

De manera análoga al plantear el cálculo para las componentes en OY y OZ 
del rotacional se obtienen respectivamente 

- aF aF (rot F) =--x ___ z; 
y oz ox (4.49) 

En consecuencia el vector rot • F queda 

(4.50) 

que se puede expresar de la forma simbólica 
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1 

1 J 

~ rot • F= 
a a 

ax ay 
Fx Fy z 

(4.51) 

y que, obviamente, es de más fácil manejo. 

Como se observa en la ( 4.50), las componentes del rot F, coinciden con las 

diferencias entre las derivadas cruzadas de las correspondientes del vector campo, de 

manera que si el rot F es nulo, lo son todas y cada una de sus componentes lo que 

implica que 

aF aFY 
__ z ---=O 
ay az 

(4.52) 

condiciones que coinciden con las ( 4.29) y ( 4.30) que garantizaban la existencia de 
una función potencial U de la que derivaba el campo. En consecuencia si el campo 

Fig. 4.11 
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F es irrotacional ( rot F = 6 ), de­

riva de un potencial, denominán­
dose conservativo. 

Por otra parte, la definición del 
rotacional expresada en ( 4.44) ad­
mite una extensión a superficies fi­
nitas S limitadas por la curva C 
sin más que considerar la citada 
superficie como integrada por ele-

mentos dS sobre ella tal y como se 
indica en la figura, de manera que al 
extender la (4.44) a la superficie 
finita resulta 
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fe F-dl = ffs rotF-ds -(4.53) 

expresión que constituye el teorema de Stokes. 

4.10. Otros operadores. El vector simbólico Nabla 

A partir de los operadores definidos, tanto en campos, escalares (gradiente) 
como en campos vectoriales (divergencia y rotacional) se definen otros compuestos 
de éstos y para ello resulta cómodo introducir un vector simbólico, V , dado por 

a-: a-: a­
V=-1+-J+-k ax ay az (4.54) 

y denominado operador nabla cuyo tratamiento funcional es el de un vector real in­
terviniendo como tal en todas las operaciones. 

Así, el gradiente de un campo escalar U(x, y, z), se representaría como 

gradU=VU 

Del mismo modo la divergencia de un campo vectorial F vendría dada por 

divF= V -F 

y el rotacional por 

rotF= VxF 

La divergencia del gradiente de un campo escalar denominada también Lapla­
ciana es 

div · (gra d U) =V· (V U) = V2 U (4.55) 
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de donde, por analogía con el operador nabla se extrae el operador laplaciano de la 
expresión 

a2 . a2 a2 
Íj.=--+--+--

dx2 dy2 dz2 (4.56) 

En base a éste se puede definir la laplaciana de un vector como otro vector 
cuyas componentes son las laplacianas de las respectivas componentes del vector 
inicial, es decir 

(4.57) 

Ejemplo 4.3 

Dados los campos escalar y vectorial 

U=x y z V= x 2 T + x y z} + z2 k 

se pide: 

1. Flujo del gradiente del campo U a través de la cara exterior de un elipsoide 
de revolución de eje vertical, y semiejes a = 2, b = 1, siendo a el vertical o de 
simetría, y sabiendo que el centro del elipsoide es el punto C (0, 3, O). 

2. Circulación del campo V a lo largo de la línea intersección del plano z = 1 y 
la superficie del elipsoide del apartado anterior. 

Solución: 

- - -
l. gradU=yzi+xzj+xyk 
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Por ser superficie cerrada, aplicando Gauss es 

fs (grad U)· dS = fv div • (grad U) dv = O 

yaque 

div · (grad U)= O 

2. Aplicando Stockes es 

[1] 

y corno 

1 j k 
a a a - -

Vxv = = -xyi +yzk 
ax dy dZ 
x2 xyz z2 

al sustituir en [1 ]queda, ya que dS = dS k 

jv -dr = J. yzdS = J y dS=ya -S = 3 -nri2 = 2.7t 
S Z=l 4 

donde r 1 se obtiene así 

z=l 

✓3 
r¡= -

2 
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CAPÍTULOS 

CINEMÁTICA 

5.1. Introducción a la Mecánica Clásica 

Antes de entrar en el tema concreto de la Cinemática y al objeto de encuadrarlo 
en el contexto general de la Mecánica Clásica es conveniente introducir a modo de 
generalidades, cuales son las características, objeto y partes de esta rama de la 
Física. 

El objeto de la Mecánica Clásica es el de establecer las relaciones entre los 
movimientos de los sistemas materiales y las causas que los producen o fuerzas. En 
definitiva se trata de elaborar un modelo teórico para representar fuerzas y 
movimientos para, de este modo, tratar de encontrar relaciones matemáticas que 
permitan abordar el citado problema desde uno de los siguientes planteamientos: 

a) Conocido el movimiento del sistema material, obtener las fuerzas que lo 
provocan. 

b) Conocido el sistema de fuerzas obtener las ecuaciones del movimiento. 

Las partes en que tradicionalmente se divide la Mecánica son: Cinemática, 
Estática y Dinámica. 

La Cinemática trata de describir los movimientos de los sistemas sin atender a 
las causas que los producen. Se ocupa, por tanto, de la descripción geométrica de los 
desplazamientos de los cuerpos a lo largo del tiempo. Introduce, además de los 
elementos geométricos, el parámetro tiempo al que le asigna un carácter absoluto 
(no ocurre así en la Cinemática Relativista en la que el tiempo depende del sistema 
en que se mide). 

La Estática es la parte de la Mecánica que estudia el equilibrio de sistemas 
materiales, tratando de buscar las condiciones que, bien las fuerzas, bien los 
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sistemas ( o parámetros que los representan) deben cumplir para que se produzca ese 
estado de equilibrio. 

Finalmente la Dinámica trata de establecer las leyes que relacionan las fuerzas 
que intervienen y los movimientos que provocan. 

En resumen, se puede decir que el objetivo de la Mecánica se ha cumplido 
cuando de un sistema material sobre el que actúan unas ciertas fuerzas dadas, se 
conoce la ley que permite dar la posición del sistema en función del tiempo. 

Aunque tradicionalmente, la secuencia de estudio de las distintas partes de la 
Mecánica ha variado siendo el de Cinemática, Estática y Dinámica, en el caso del 
presente texto y dada la menor importancia que la Estática pueda representar en la 
formación del estudiante de Ingeniería de Telecomunicación o de Sistemas 
informáticos, se tratará primero la Cinemática, luego la Dinámica y finalmente como 
casos particulares, y únicamente los que puedan tener cierto interés, algunos de la 
Estática. 

Insistiendo en la posible aplicación de los conceptos de la Mecánica Clásica a 
partes posteriores de esta asignatura o de las posteriores de la carrera, el enfoque 
que se pretende dar de esta parte discrepa, en general, del de las destinadas al resto 
de lngenierias y Arquitectura. 

En este sentido, prácticamente se suprime el estudio de los sistemas 
indeformables (sólidos rígidos) y de la Estática; sin embargo se trata con más detalle 
la Cinemática y Dinámica del punto material dadas las aplicaciones que tienen en 
partes posteriores de la asignatura. 

5.2. Cinemática del punto 

De acuerdo con la definición de Cinemática, dada en el apartado anterior, 
concretamente la del punto tiene por objeto la descripción del movimiento del mismo 
sin entrar a estudiar o analizar las causas que lo producen. 

Los postulados fundamentales de la Cinemática se pueden reducir a dos, a 
saber: 
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nadas indican distancias y para las medidas de los intervalos de tiempo 
se utilizan relojes sincronizados situados en los puntos de dicho espacio. 

2. Las distancias y los intervalos de tiempo descritos por un mismo fenómeno 
básico son los mismos que cualquier sistema de referencia utilizado. 

Este postulado en definitiva corresponde a los que confieren al tiempo y al 
espacio carácter absoluto, en contra de lo que ocurre en la Cinemática Relativista en 
la que estos intervalos no permanecen invariantes sino que dependen del sistema de 
referencia en el que se miden. 

Estos principios han sido ava­
lados por la experiencia secular de la 
Mecánica y, como anteriormente se 
ha mencionado, son aplicables a 
fenómenos en los cuales, no inter­
vengan velocidades próximas a las de 
la luz, ni se estudian movimientos de 
partículas que constituyen la es­
tructura atómica. 

Los conceptos necesarios para la 
descripción del movimiento de un 
punto son: 

- Vector de posición r del punto 
es aquél cuyo origen coincide 
invariablemente con el origen de 
coordenadas y cuyo extremo coincide con el punto. 

z 

y 

Fig.5.1 

Si este punto se mueve, su posición cambia con el tiempo, el extremo del vector 
de posición describe una curva que es la curva indicatriz del vector r . 

Dicha curva, en Cinemática, se llama trayectoria y es el lugar geométrico de los 
puntos del espacio que indican la posición sucesiva del punto en cada instante. 

La expresión del vector de posición es 

r = r(t) = x(t)i + y(t)}+z(t)k (5 .1) 
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1 • 

y las ecuaciones paramétricas de la trayectoria 

X= X (t) 

y= y (t) 

z = z (t) 

(5.2) 

- Vector velocidad v de un punto, es la derivada con respecto al tiempo del 
vector de posición del mismo y se expresa como 

dr • - • - • -
V= - = X (t) i + y (t) j + z (t) k 

dt 
(5.3) 

que, de acuerdo con lo estudiado en el capítulo 3, es un vector tangente a la 
trayectoria en el punto considerado. 

La (5.3) también se puede expresar como 

e 

X 

Fig. 5.2 

(5.4) 

lo que pone de manifiesto que el 
módulo de la velocidad llamado 
celeridad, es la variación del espacio 
recorrido medido sobre la trayectoria, 
respecto del tiempo. 

La (5.4) representa, pués, la 
expresión del vector velocidad de un 
punto referido al triedro intrínseco. 

Si por el origen de coordenadas 
se trazan vectores equipolentes a las 
velocidades correspondientes a una 
determinada trayectoria, sus extre­
mos están sobre una curva, 
r8 = v (t) que se denomina hodógra­

fa del movimiento del punto. En la figura (5.2) se representa una trayectoria C en 

90 



Cinemática 

la que se han dibujado dos posiciones del punto y sus correspondientes velocidades 
v (1) y v (2), trazándose sus equipolentes por O que permiten dibujar la hodógrafa 

rH. 

Vector aceleración, a, de un punto es la derivada con respecto al tiempo del 

vector velocidad del mismo, es decir 

d2r d v .. - .. - .. -
a=-

2 
=-=x(t)i+y(t)j+z(t)k 

d t dt 
(5.5) 

Para obtener las correspondientes componentes intrínsecas del vector 
aceleración se derivará la (5.4) respecto del tiempo, de modo que 

_ dv d - dv- dT dv- dT ds dv- 2 dT 
a=-=-(vT)=-T+v•-=-T+v---=-T+v -

dt dt dt dt dt ds dt dt ds 

que teniendo en cuenta la (3.18) resulta 

_ d v - v 2 
-

a=-T+-N 
dt p 

(5.6) 

lo que pone de manifiesto que el vector aceleración referido al triedro intrínseco tiene 
una componente sobre el vector tangente denominada tangencial y que vale 

dv 
aT=­

dt 

y otra sobre el vector normal, denominada aceleración normal dada por 

donde p es el radio de curvatura de la trayectoria en el punto considerado. 

(5.7) 

(5.8) 

Según esto, el vector aceleración de un punto está siempre contenido en el plano 
osculador del triedro intrínseco asociado al mismo, siendo, por tanto, nula siempre la 
componente de la aceleración sobre la binormal. 
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El análisis cinemático del punto según sus componentes intrínsecas facilita un 

criterio de clasificación de movimientos, según su trayectoria. Así, si el vector T es 
constante la trayectoria es rectilínea y en caso contrario curvilínea. Dentro de las 

curvilíneas si el vector B es constante la trayectoria está sobre un plano mientras 
que si es variable, la trayectoria es alabeada. 

Por otra parte, y dentro de la clasificación de movimientos, la relación entre el 
arco recorrido sobre la trayectoria desde un punto fijo P0 tomado como origen de 

arcos y el tiempo, ofrece otro criterio de clasificación. Así, si la citada relación es 
lineal, lo que supone que la expresión del vector velocidad en intrínsecas, el 

coeficiente de T es constante, el movimiento es uniforme y la función que liga 
espacios y tiempos es s = et + s0 • Si dicha relación no es lineal, el movimiento es 

variado. 

En ocasiones para describir el 
P movimiento de un punto sobre una 

curva plana da mayor información e 
incluso resulta más sencillo el referir 
los vectores cinemáticos (de posición, 
velocidad y aceleración) al sistema de 
coordenadas polares planas que se 
pasan a explicar. 

Fig. 5.3 Del mismo modo que en coorde-
nadas cartesianas la posición de un 
punto en el plano viene determinada por 

dos números x e y que son sus coordenadas y que indican las distancias res­
pectivas del punto al eje OY y OX respectivamente, las coordenadas que deter­
minan la situación del punto en el sistema polar plano son: 

r o distancia del punto a otro fijo denominado polo, O. 

-0 o ángulo que el radio vector OP forma con una semirrecta de referencia 
(que puede coincidir con la OX). 

La base utilizada para representar los vectores cinemáticos mediante las 
coordenadas polares planas es la formada por el triedro (ü r> ü 0 , ü z), de los que 

sólo interesan ür y ü0 situados sobre el plano de referencia y cuya definición es: 
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-El ür es el unitario del vector OP . 

-El ü8 es el unitario normal a OP en el sentido creciente de arcos recorridos 

por P sobre su trayectoria. Así, en la figura 5.4, si P recorre la curva C en el sentido 
indicado, que corresponde a un giro antihorario alrededor de O, el ü8 tendrá el 

sentido que se le da en la misma figura. 

En estas condiciones, el vector 
de posición r es 

y el vector velocidad 

_ dr dr _ d ür 
v=-=-u +r--

dt dt r dt 

(5.9) 

(5.10) 

donde al ser ü r un vector de mó­

dulo constante y que gira alrededor 
de O describiendo su extremo un 
arco s' y su radio un ángulo 0, se puede expresar como 

d ür _ d ür . d s' . d 0 _ üe . ¡. e 
d t ds' d0 d t 

(5.11) 

ya que d ür / ds es un vector unitario perpendicular a Ür, ds' / d0 es el radio del 

arco descrito por el vector ür en su giro (que vale la unidad) y d 0 / d t es la 

• 
variación del ángulo respecto del tiempo y que denominaremos por 0 . 

Con todo ello, la expresión del vector velocidad en coordenadas polares planas 

es 
. . 

(5.12) 

denominándose a sus respectivas componentes radial y transversal de la velocidad. 
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Finalmente el vector aceleración en este mismo sistema de referencia se obtiene 
derivando respecto al tiempo el vector velocidad dado en (5.12) 

_ d v d (• _ ) d ( 
0
• _ ) 

a=-=- r u +- r u0 dt dt r dt 

donde 

d • •• • d ü •• • • 
-(rür)=r Ür +r--r =r Ür +r 0 Ü9 
dt dt 

y 
d • •• •• •dü 

- (r 0 Ü9) = r 0 Ü9 + r 0 Ü9 + r 0 --9 
d t d t 

que de modo análogo a lo establecido en la (5.11), el vector d ü0 / d t es 

dü0 dü 0 ds' d0 _ • 
-=-·-·-=(-u )·1·0 

d t d s' d 0 d t r 

con lo que la expresión de la aceleración resulta 

•• • • • • •• • 2 

a= r ür + r 0 Ü9 + r 0 Ü9 + r 0 Ü9 - r 0 ür 

que agrupando términos, según sus componentes, es 

•• • 2 •• • • 

a=(r -r 0 )ür +(r 0+2r 0)Ü9 

denomiándose a cada una de estas componentes radial y transversal de la 
aceleración. 

Ejemplo 5.1 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

Del movimiento de un punto se sabe que su trayectoria es plana y que las com­
ponentes tangencial y normal de su aceleración son constantes. Suponiendo que en el 
instante inicial, este móvil parte del reposo, determinar su trayectoria. 
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Si la curva es plana, sólo tiene curvatura de flexión cuyo radio es 

ds 
p= d0 

Cinemática 

Por otro lado, al ser constantes las componentes intrínsecas de la aceleración, es 

dv 
ªT =-=C1 ➔v=C1 t 

dt 

y eliminando v entre ambas, se obtiene 

valor de t que sustituído en la primera de las anteriores integrada es 

1 C2 C2 1 
S=-C¡-p=--p=-p 

2 C¡ 2C1 k 

donde se ha sustituido 2C1 / C2 = k. 

Resulta, por tanto, la ecuación diferencial 

ks=~ 
d0 

que al integrar es 

o sea 
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o bien 

que es la ecuación de la trayectoria. 

' ' 

b} 

X 

z 

p 

A 

p 

O zC B 

t=_Re _ _j._2nR--l 
Fig. 5.5 
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Ejemplo 5.2 

La hélice cilindrica de paso p y 
radio del cilindro generador R, es 
recorrida por un punto móvil con 
velocidad constante v. Calcúlense 
las componentes intrínsecas de la 
aceleración del punto, así como los 
radios de curvatura de la hélice. 

Las ecuaciones paramétricas de 
la hélice cilindrica de eje vertí-cal, 
tomando a éste como eje OZ, son x 
= R cos 0 ; y = R sen 0 ; y la z la 
obtenemos teniendo en cuenta la 
figura 5.5 por propor-cionalidad 
entre los triángulos OCP y OBA. 

será 

z R0 

P 21tR 

p 
z=-0 

21t 

Por tanto la función vectorial 

- - p -
r(0) =Rcos0 i + Rsen0 j +-0k 

27t 

Calcularemos en primer lugar 
las curvaturas, empezando por la de 
flexión, de la que sabemos que 

l / p = ldT / dsl donde 



Cinemática 

T=df =df/de -RseneT+Rcose}+P/21tk 

ds ds/de .JR2+P2/ 41t2 

y 

dT dT/de 
- - - -

-Reos e i -Rsene j -R(cos e i + sene j 
-----
ds ds/ de 

--;======----=======---- ---
.JR 2 +P2 / 4rt2 ✓R2 + P2 / 4rt2 (R

2 
+ P

2 
/ 4rt

2
) 

que calculando el módulo de este vector y sustituyéndolo en el valor de 1 / p se 

obtiene 

1 R 
=-- ---

p R2 +P2 / 41t2 

luego el radio de flexión es su inversa. 

Para la curvatura de torsión 1 / T = Jd B / d ~ calcularemos primero el vector 

binormal B, por B = T x Ñ, siendo Ñ 

- dT/ds - -
N = 

1 

~I = - cos e i - sen e j 
dT/ d"I 

luego 

j k 
1 

B=---;====== -Rsene Rcose P/21t = 
fR2 +P2 / 41t2 O V -cose -sene 

= 
1 

(.k.sene T _.k.cose} + Rk) 
.JR2 +P2 ¡ 41t2 21t 21t 

y hallando su derivada respecto al arco da 
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p / 27t - -= 
2 2 2 

( cos 0 i + sen 0 j) 
R +P / 41t 

que al calcular su módulo y llevarlo a la expresión que da la torsión es 

1 P / 21t 
=------

siendo el radio de torsión, su inversa. 

Para el cálculo de las componentes intrínsecas del vector aceleración partiremos 
de la expresión general de a en intrínsecas, que es 

_ d v - v 2 
-

a=-T+-N 
dt p 

en donde ªT = d v / d t = O, ya que por ser un movimiento uniforme el módulo de la 

velocidad es constante. 

La componente normal es aN = v 2 
/ p, siendo p el radio de curvatura de fle­

xión obtenido anteriormente, luego 

Rv 2 

Ejemplo 5.3 

Estudiar el movimiento de un punto P de la periferia de un disco de radio R que 
rueda sin deslizar sobre un plano horizontal, suponiendo que la velocidad angular 

que lleva es constante w = 1t / 2 rad . s - I • 
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Determinar en el instante t = 1 s los vectores velocidad y aceleración así como 
las componentes intrínsecas de ésta, del punto de la periferia que en el instante t = O 
se encontraba en la parte más alta del disco. En t = 1 hállese también el radio de 
flexión de la trayectoria de P. 

Para el estudio del movimien­
to de P, elegiremos el sistema de 
referencia de modo que, el plano 
sobre el que ruede el disco sea el 
z = O (figura 5.6), y el origen del 
movimiento (t = O) tal que en ese 
instante el punto de contacto del 
disco con el plano horizontal sea el 
origen de coordenadas. 

En el instante t = O, el punto 
P se encontraba en P

0
; en t = 1, 

como 0 = 1t / 2 se encontrará en 

y 

Fig. 5.6 

P1 y en cierto instante (posición genérica) se encontrará en P. 

A partir de esa posición genérica, podemos obtener las coordenadas de P y, en 
consecuencia, la ecuación de su trayectoria, así, 

x = s + R sen 0 = R 0 + R sen 0 = R wt + R sen wt 

y=R+Rcos 0=R+Rcos wt 

Con lo cual, el vector de posición de P será 

r=R(wt+sen wt) T +R(l+cos wt)] 

pudiéndose obtener a partir de ésta, los vectores que nos piden, así 

_ dr ( )-:- R( )--: v = - = R w + w cos wt 1 + -w sen wt J = 
dt 

= R w [o+ cos wt) I - sen wt 1] 
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que para t = 1 

_ 1tR (-: --:) / v1 =-1 - JmS 
2 

y la aceleración 

- d V [ 7 --=1 2 7 --: a= dt = R w -w sen wt 1 - w cos wt J = -R w (sen wt 1 + cos wt J) 

que para t = 1 

- R1t2-: / 2 
a1 =---1 m s 

4 

Las componentes intrínsecas de la aceleración para ese instante t = 1 son: 

dlvl -2w sen wt 2 sen wt 
aT =-=Rw--======-Rw 

d t 2.J2(1 + cos wt) .J2(1 + cos wt) 

donde v = R w.J2(1 + cos wt); para t = 1 

y puesto que la aceleración total es I a1 J = R1t
2 

/ 4, la componente normal será 

Una vez conocidas la velocidad y la aceleración normal, el radio de curvatura se 
puede determinar directamente a partir de la ecuación (5.8) 
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y, sustituyendo valores 

p= 21tR2 = 4✓2, =2R✓2 
4 R1t2 

5.3. Cinemática de sistemas 

En general se entiende como sistema de puntos a todo conjunto de puntos 
referidos a un cierto sistema de referencia. 

En este sentido la Cinemática de sistemas trata de describir el movimiento de 
los mismos, que consiste en describir el movimiento de todos y cada uno de los 
puntos que integran al sistema. 

Ahora bien, en ocasiones, los movimientos de los distintos puntos del sistema 
están relacionados entre sí, en cuyo caso basta conocer el movimiento de algunos de 
sus puntos para quedar determinados el de todos los demás. Tal es el caso de los 
sistemas indeformables que constituyen el modelo geométrico de lo que en Mecánica 
se denominan sólidos rígidos. 

Un sistema indeformable se caracteriza por que la distancia entre cualquier par 
de puntos del sistema permanece constante. En base a esta propiedad se puede 
demostrar que las velocidades de todos sus puntos se conocen en un cierto instante, 
si en dicho instante se conocen las velocidades de tres de sus puntos no alineados o 
bien se conoce la velocidad de uno de sus puntos y el vector rotación instantánea del 
sistema que es un vector libre que en ese instante representa el giro del sistema alre­
dedor de un cierto eje denominado eje instantáneo de rotación. 

Llamando A al punto cuya velocidad se conoce v A y Q al vector rotación 

del sólido en ese instante, la velocidad de un punto cualquiera del sistema es 

(5.18) 

expresión que da la distribución de velocidades del sistema indeformable y de la cual 
se omite su deducción por el poco uso que en este texto se hace en los temas 
posteriores 
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CAPÍTUL06 

CINEMÁTICA DEL MOVIMIENTO RELATIVO 

6.1. Introducción 

En el capítulo anterior se ha estudiado la Cinemática del punto y de los sistemas 
considerando que éstos se movían respecto de un sistema que se tomaba invariable­
mente fijo. Sin embargo, en ocasiones interesa conocer el movimiento que un cierto 
sistema de puntos presenta respecto de un sistema de referencia que no permanece 
fijo sino que a su vez se mueve respecto de otro que se considera fijo. 

Este es el objeto del presente capítulo, en el que hay que hacer notar que su 
ámbito de aplicación excluye el estudio de los movimientos de las partículas cuyas 
velocidades son comparables con la de la luz. 

En el estudio de todo movimiento relativo intervienen siempre, al menos, dos 
sistemas de referencia a los que se denominan, fijo 0 1 (x1, y 1, z1) y móvil O(x, y, z), 

que como su nombre indica se mue­
ve respecto del primero. 

6.2. Composición de veloci­
dades 

Sean los sistemas móvil, O, y 
fijo, 0 1, representados en la figura 

6.1 y P un punto cualquiera. 

Evidentemente el movimiento de 
P se puede describir refiriéndolo al 
sistema móvil o al sistema fijo. 

y 

x, 

Fig. 6.1 
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Se estudiará el movimiento según los supuestos de que se conocen el movi­
miento del punto respecto al sistema móvil y el movimiento de éste respecto del fijo 
y del que se pretende obtener el movimiento del punto P respecto del sistema fijo. 

En todo instante, tal y como se indica en la figura 6.1, se cumple que 

(6.1) 

Denominando por ( i 1 , j1 , k 1 ) e ( i , j, k) a las temas de referencias asociadas 

respectivamente al sistema fijo y móvil, la igualdad vectorial (6.1) se escribe como 

(6.2) 

donde (x10 ,y10 ,z10 ) y (x,y,z) son las respectivas coordenadas del punto P en 

los sistemas fijo y móvil. 

Derivando esta espresión respecto al tiempo, es 

. . . 

t1 = v1 = x10I1 + y 10"]1 z10k1 + x I +y"]+ zk + x I +y"]+ z k 

ya que la tema de vectores ( i1 , Ji ,k 1 ) es fija 

mientras que la (i, J,k) es móvil, es decir se 
mueve con el sistema O. 

Las derivadas respecto del tiempo de los 

vectores unitarios móviles, i, j,k, vie-nen 

dadas por 

104 

-di d(OA) _ _ 
dt = dt =VA -vo 

dj 

dt 

dk 

dt 

-d( OB) _ _ 

dt 
=vs -vo 

-d(OC) _ _ 
=ve -vo 

dt 

(6.4) 

e 

k 

..,.. o j 

A 
Fig. 6.2 

(6.3) 
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en cuyos segundos miembros v A , v 8 , ve y v O representan los vectores velocidad 

instantánea de los puntos A, B, C y O respectivamente, y que son solidarios o fijos 
al sistema móvil, por lo que su distribución de velocidades es la dada por (5.18) lo 
que permite escribir 

.:. - -i = V A - V o = w X OA = w X i 

.:. - -j = V B - V o = w X OB = w X j (6.5) 

.:. - -k =ve - v O = w x OC = w x k 

donde w representa la rotación instantánea del sistema móvil respecto del fijo. 

Teniendo en cuenta que el último término de la ecuación vectorial (6.3) es 
. . . - - -

xi+ y j + zk y de acuerdo con los valores obtenidos en (6.5) resulta 

. . . - - -
xi+y j+ zk = x(wx i) +y(wx j) + z(wxk) = 

=(w X xi)+(w X y })+(w X zk)=wxOP=wxr (6.6) 

y con ello, la expresión de la velocidad resulta 

- - - - - -
v1 =x10 i1 +y 10 j1 +zk1 +xi+y j+zk+wxr (6.7) 

En base a esta composición de velocidades se definen dos movimientos ficticios 
de gran utilidad para el cálculo, que son: 

a) Movimiento relativo, es el del punto P, suponiendo que los ejes móviles 
OXYZ, no se mueven respecto de los fijos 0 1X1 Y1Z1 , es decir, en el que 

son constantes i\ 0 , i , j, k . 

Por lo tanto la velocidad y aceleración de P en este movimiento serán: 

Velocidad relativa= vr =xxi+yx}+zxk 

Aceleración relativa= ar = x x T + y x} + z x k 

(6.8) 

(6.9) 
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b) Movimiento de arrastre, es el del punto P, unido rigidamente a los ejes 
móviles OXYZ, cuando estos se mueven respecto a los fijos O 1X 1 Y1Z 1 , es 

decir en el que son constantes x, y, z. 

Por lo tanto la velocidad y la aceleración de P en este movimiento serán: 

. . . - - - - - -
Velocidad de arrastre= Ypa = x. 10 i1 + y10 j1 + z 10k 1 +xi+ y j + zk (6.10) 

.. .. .. 
Aceleración de arrastre= apª =x10i 1 +y10J1 +z10k 1 +xi +y J+zk (6.11) 

Sustiuyendo estos resultados en la expresion de v 1 resulta: 

(6.12) 

Lo que pone de manifiesto que la velocidad absoluta del punto P, es decir, la 
del movimiento de P respecto del sistema fijo, en cada instante se puede considerar 
como suma de la que tiene P respecto del sistema móvil ( considerado éste como 
fijo) más la que tendria el punto P respecto del fijo considerando a P solidario en 
el móvil. 

6.3. Composición de aceleraciones. Teorema de Coriolis 

Derivando la expresión (6.3) de las velocidades, respecto al tiempo se obtiene la 
relación vectorial de aceleraciones que es 

~ ~ ~ ~ ~ ~ 

+2(x i + y j + zk) +xi+ y j + zk (6.13) 

cuyos términos se pasan a analizar: 

De acuerdo con las (6.9) y (6.11), los términos 
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- - -x i + y j + z k = ar (6.14) 
y 

.. .. .. - - - - - -
x.10i1 +Y1oj1 +z10k1 +xi+y j+zk=aa (6.15) 

representan respectivamente las aceleraciones relativas y de arrastre del movimiento 
compuesto antes estudiado. Además el segundo miembro de la (6.15) se puede 

expresar en función del vector aceleración angular, en ve = w , del sólido ya que 

-:- d1 d _ -:- _ -:- _ _ -:-
1 =-=-(w Xl)=a Xl +wx(w Xl) 

dt dt 

-: dJ d _ -: _ -: _ _ -: 
J =-=-(w XJ)=a XJ +w x(w XJ) 

dt dt 

.:.: dk d - - -
k=-=-(wxk)=cixk+wx(wxk) 

dt dt 

.. .. .. - - -
con lo que el término x i + y j + z k resulta 

.. .. .. 
xI +y} +zk=a xr+w x(w xr) 

y la expresión de la aceleración de arrastre queda 

(6.16) 

(6.17) 

donde a
0 

representa la aceleración del punto O (origen del sistema móvil) respecto 

del sistema fijo. 

. . . - - -
Finalmente, el término 2(x i + y j + zk), teniendo en cuenta las expresiones 

(6.5) se puede escribir como 

. . . - - -
2(x i +y j +zk)=2(w xv r) (6.18) 

al que se denomina aceleración complementaria o de Coriolis, y que por no 
pertenecer a ninguno de los movimientos antes descritos (relativo y de arrastre), 
requiere un comentario aparte. 
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En efecto, la aceleración de Coriolis es un sumando de la aceleración absoluta 
del punto P, en la que cabe distinguir dos casos, siempre dentro del general de 

w -t:- 6 y v r -t:- Ó simultáneamente, a saber: 

Fig. 6.3 

w 

x, 

Fig. 6.4 
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a) Si w es paralela a v r la acelera­

ción de Coriolis es nula. Así, por 
ejemplo, en el caso del movimien­
to de un punto P a lo largo de la 
generatriz de un cilindro que gira 
con una velocidad w alrededor 
de .su eje. 

Eligiendo los sistemas fijo y móvil 
indicados en la figura (6.3), los 

y
1 

vectores w y v r son respecti-
- -

vamente: w = w k , v r = v r k y 
por tanto la aceleración comple­
mentaria es nula. 

b) Si w no es paralela a v r la 
aceleración de Coriolis no es 
nula. Para ver su significado 
fisico, consideremos un ejem­
plo similar al anterior, pero 
en éste el punto que se mueva 
sobre una plataforma y en la 
dirección del radio de la mis­
ma. Evidente el punto al re­
correr un radio de la plata­
forma aún con velocidad, 
constante, v r , va variando el 

radio OA, de manera que si 
lo recorre en el sentido indi­
cado en la figura 6.4, dicho 
radio aumentará y por tanto, 
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aunque w sea constante la velocidad de P también aumentará, lo que se 
traduce en un término de la aceleración que es el de Coriolis. 

Con todo ello, por tanto, la expresión de la aceleración de un punto P viene 
definitivamente dada por 

(6.19) 

que será la que se aplique a problemas concretos. 

Ejemplo 6.1 

Un sistema cartesiano OXYZ es móvil con relación a otro fijo 0 1X1 Y1Z1 

quedando definido su movimiento de la siguiente forma. El origen móvil O se 
desplaza en el sentido positivo del semieje 0 1X1 con velocidad constante y. Un 

punto fijo B en el semieje OY a distancia "b" del O se desliza por el eje 01 Z1 . El 

triedro móvil gira con velocidad angular F. en el mismo sentido que el de las agujas 
del reloj alrededor del eje OY. 

Determinar la velocidad ab­
soluta de un punto P que desli­
za con velocidad constante !! en 
sentido positivo del eje OX, en 
el instante en que éste se encuen­
tra en el plano z1 = O, y 1 = O, Y 

O dista de01 una distancia "a". 

Condiciones iniciales: en t = O, 
O::: 0 1 ; P:::O. 

Para la obtención del vector 
velocidad absoluta, de acuerdo 
con los ejes elegidos que se 
dibujan en la figura, aplicaremos 
la expresión de la velocidad 
deducida teóricamente 

z 

x, 

.X 

Fig. 6.5 
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donde los vectores que intervienen, son 

ñ = w} - é }1 , y puesto que } = - sen e I1 + cose ic 1 , 

queda, ñ=wsen0i1 -é}1 +wcos0k1 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Las (2), ( 4) y (5) están particularizadas para la posición que nos piden, 

mientras que la (3) es la expresión genérica de n en función de w, 0 y é . Te­

niendo en cuenta la figura, para particularizar la (3) tendremos que 

vt 
sen0=- y 

b 
(6) 

y el valor de é lo obtendremos derivando la primera de las (6), con respecto al 
tiempo 

· V · V V 
cos e e= - ~ e = ---= -;:::==== 

b b cos 0 ✓b2 -v2t2 
(7) 

Las expresiones ( 6) y (7) particularizadas para la posición que nos piden en el 
problema son, teniendo en cuenta que v t = a, 

a 
sen e=-· 

b' 

✓b2 -a2 
cos0=----: 

b 
0=----;:::=v== 

✓b2 -a2 

que llevadas a (3), dan para la velocidad angular 
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y con el valor de r , dados por la ( 4), se obtiene el término 

l¡ 

- _ wa 
nxr= -­

b 

o o 
(10) 

Sustituyendo la (2), (5) y (10) en la (1), obtenemos para la velocidad absoluta 
de P, en el instante t que nos piden: 

_ --: uwt .J 2 2 --: uwta - --: 
vP =v11 - -- b -a 11 ---k1 + UJ1 = 

b b 

( 
uwt .J 2 2 )--: --: uwta -

v -bb - a 11 + UJ¡ - -b- k 1 (11) 

6.4. Movimiento relativo en el plano. Aplicación de polares pla­
nas 

El tratamiento del estudio del 
movimiento relativo en le plano sigue 
el mismo procedimiento que el estu­
diado para el espacio. 

Si se elige como plano del movi­
miento el OXY, evidentemente los 
vectores velocidad, y aceleración li­
neales estarán contenidos en el plano, 
mientras que los vectores velocidad y 
aceleración angulares serán normales a O,= 0 
dicho plano y por tanto ' únicamente 
tendrían componentes en OZ , lo que, 
en general, facilita el estudio 

e 

x · 

Fig. 6.6 
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También en este caso se pueden utilizar las coordenadas polares planas así 
como las expresiones de su velocidad y aceleración estudiadas en el capítulo 
anterior. Así, si se eligen como ejes fijos el que tiene su origen en el polo O y eje 
OX1, coincidente con la semirrecta polar del sistema, y como ejes móviles de modo 

que el origen coincida con el del fijo y la semirrecta OX pase siempre por el punto 
P cuyo movimiento se pretende estudiar, y que describe la trayectoria C, resulta 
que la velocidad angular del sistema móvil respecto del fijo es 

(6.20) 

donde Üz es el vector unitario que completa la tema dextrógira (Ür, ü0 , Üz). 

La velocidad relativa del punto P vendría dada por la variación de r respecto 
del tiempo (t) ya que en el sistema móvil elegido la trayectoria del punto P sería 

rectilínea (sobre la semirrecta OX). 

La velocidad de arrastre vendría dada para la debida al giro de OX alrededor 

de Üz considerando que r es constante en ese instante, es decir (ré). 

La velocidad absoluta de P, por tanto vendría dada por 

(6.21) 

que al compararla con la expresión (5.12) de la velocidad en coordenadas polares 
resulta que la componente radial de aquella corresponde a la velocidad relativa y la 
tangencial o transversal a la velocidad de arrastre. Esta cuantificación hace qJie el 
empleo de las coordenadas polares planas sea especialmente adecuado a un cierto 
tipo de aplicaciones de movimientos planos. 

Del mismo modo, en el vector aceleración se puede hacer una cuantificación 
semejante. Así, recordando la expresión de dicho vector en polares (5.17) 

resulta que, el término r corresponde a la aceleración relativa. Asimismo, el térmi­

no r 0 ü0 - r é 2 ü r corresponden respectivamente a los términos vectoriales ( a x r) 
y w x ( w x r) respectivamente, y que pertenecen al término de la aceleración de 

arrastre. 
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Finalmente, el término 2 r é ü8 corresponde a la aceleración complementaria o 

de Coriolis. 

Ejemplo 6.2 

Sobre una varilla OA que gira alrededor de O con velocidad angular 

w = 7t rad • s-1 = cte se mueve un punto · P, de modo que su distancia a O está 

dada por la ecuac1on 

s=a(t2 +2t+3), donde a es Y1 

una constante y t el tiempo expre­
sado en segundos. 

Si suponemos que en t = O, P 
se encontraba a 6 m de O, y la 
varilla OA coincidía con la direc­
ción de OX, se pide en el instante 
t= 3 s: 

1) Vectores velocidad abso­
luta y relativa de P al cabo de 2 
segundos. 

Fig. 6.7 

2) Vectores aceleración absoluta, de arrastre, relativa y complementaria. 

x, 

Elegiremos el sistema de referencia fijo 0 1X 1 Y1 de modo que 0 1 coincide 

con el extremo de la varilla que hace de centro de giro, y el sistema móvil de modo 
que O = O 1 y el eje OX coincida con la varilla. 

En estas condiciones, el vector de posición de P, coincide en los dos sistemas 
puesto que O coincide con O 1 , por tanto 

que al derivarla respecto del tiempo da: 

(1) 
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donde v r , velocidad relativa, es, expresada en el sistema móvil 

_ -:- ds-:- -:­
v r = V r I = - I = a (2t + 2) 1 

dt 

y w x r , es el término que representa la velocidad de arrastre, cuyo valor en el sis­

tema móvil es 

i j k 

W X r = Ü Q W = SW j 

s o o 

por tanto la velocidad absoluta en el sistema móvil es 

vP =a(2t+2) i +a(t2 +2t+3)w] 

Si tenemos en cuenta las condiciones iniciales del problema, resulta: 

Para t=O ➔ s=s0 =3a=6 ➔ a=2 

Para t = O ➔ e = e 
O 

= O 

quedando 

vp =2[(2t+2) i +(t 2 +2t+3)w1]=16i +361t ]mis 

siendo 

La expresión de estos vectores en el sistema móvil es inmediata, si se tiene en 
cuenta que 

- - -
i = cose i¡ + sene j¡ 

(2) 

1 = -sene Í¡ + cose J1 
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donde 0 para el instante que nos piden vale 0 = w t = 31t rad . 

El cálculo de los correspondientes vectores aceleración, se realiza derivando la 
expresión ( 1) respecto del tiempo 

que agrupando términos da 

ap =ar +(Ttxr)+wx (wxf)+2wxvr 

'------v-------

(3) 

donde ªª y ªe son las aceleraciones de arrastre y complementaria respectiva­

mente. 

Ahora bien, 

- d2s-: 4-: I a =-- 1= 1m s · 
r d t2 ' 

dw _ 
0
- _ 

-xr = por ser w =cte 
dt 

i J k 

wx(wxf) = o o w 

o sw o 

y finalmente 

2(wxvr)=2 O 

2(2t+2) 

= -sw 2 T 

J k 
O w =4(2t+2)w j 

o o 

Fig.6.8 
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valores que particularizandos para t = 3 s y sustituidos en (3) dan 

ªP = (4-361t2
) i +321t] 

que es la aceleración absoluta de P. 
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CAPÍTUL07 

MOVIMIENTO ARMÓNICO SIMPLE 

7.1. Introducción 

Dentro del grupo de los movimientos rectilíneos presenta especial interés el 
vibratorio armónico simple por ser el movimiento elemental a partir del cual se 
puede estudiar cualquier tipo de vibración, por compleja que ésta sea, como 
superposición o composición de distintos armónicos simples (teorema de Fourier). 

En este capítulo se estudia el movimiento armónico simple no amortiguado, 
desde ei punto de vista cinemático, así como los casos más sencillos de composición 
de movimientos armónicos de la misma dirección y de direcciones perpendiculares. 

Los resultados cinemáticos que aquí se obtienen se aplicarán en las lecciones 
posteriores de dinámica del punto material. 

7.2. Definición y características 

Un punto realiza un movimiento armónico simple alrededor de otro fijo, O, si 
en todo instante su distancia al punto O viene dada por la ecuación 

x =Asen(wt +<p) (7.1) 

donde x es la abcisa del punto sobre el eje OX, de origen el punto fijo O, y A, <p 

y w son constantes. 

A la abcisa, x, se le denomina elongación y a su valor máximo, A, amplitud. 
A las constantes w y <p se les llama respectivamente pulsación y fase inicial y al 

término ( wt + <p) ángulo de fase. 
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La velocidad del punto se obtiene derivando la (7 .1) respecto del tiempo, es 
decir 

v = x. =Aw cos(wt +cp) (7.2) 

Del mismo modo, la aceleración vale 

a=x=-Aw 2 sen(wt+cp)=-w 2 x (7.3) 

es decir, es proporcional a la elongación·y dirigida en todo instante hacia el origen o 
centro de oscilación. 

Una característica importante del m;a.s. es su período, T, o intervalo de tiem­
po transcurrido entre dos posiciones con~ecutivas en las que el punto presenta las 
mismas posiciones, velocidad y aceleración, es decir que 

1 
1 

X (t) = X (t + T); x(t)=x(t+T); x(t)=x(t+T) 

lo que exige la igualdad de los correspon~ entes ángulos de fase 
1 

21t + wt + cp = w (t + T) + cp 

o sea 

21t=wT 

de donde 

1¡ 

I , 
1, 

A la inversa del período se le denomina frecuencia, f, y vale 

y representa el número de oscilaciones por unidad de tiempo. 
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Otra forma de estudiar el m.a.s. es 
como el del punto proyección sobre un 
diámetro de otro punto ficticio que des­
cribiera un movimiento circular unifor­
me de radio igual a la amplitud. 

En efecto, tomando como punto 
inicial del movimiento PO y como ori­

gen de arcos de semieje OY, la posi­
ción de la proyección P de punto P 1 

que recorre la circunferencia viene dada 
por su abcisa que coincide con la dada 
en (7.1). Del mismo modo, se puede 
comprobar que la velocidad y 
aceleración de P coinciden con la dada 
en (7.2) y (7.3) respectivamente. 

X 

Fig. 7.1 

7.3. Composición de dos movimientos armónicos simples de la 
misma dirección 

Si el punto O, alrededor del cual el punto móvil P realiza un m.a.s., describe, 
a su vez, un movimiento armónico simple alrededor de otro fijo 0 1 , la posición, en 

cada instante del punto P respecto al fijo O viene dada por 

(7.6) 

donde x 1 es la abcisa del punto P respecto al O y x 2 es la abcisa del punto O 

respecto al O 1 • Como ambos movimientos son armónicos simples la (7 .6) se puede 

escribir como 

(7.7) 

Esta ecuación se puede representar geométricamente como la proyección suma 
de las correspondientes proyecciones de sendos movimientos circulares uniformes de 
las características que se representan en la figura, en donde P1 y P2 son los 
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extremos de los vectores que representan cada uno de los movimientos componentes, - -demodoque OP1 =A 1 ; OP2 =A 2 

Fig. 7.2 

p' 

d) Frecuencias y amplitudes distintas. 

X 

Ahora bien, en función de 
las características particulares de 
cada uno de los movimientos 
componentes el movimiento re­
sultante del punto P es de una 
forma o de otra. Como casos 
importantes particulares a estu­
diar son: 

a) Frecuencias y amplitudes 
iguales. 

b) Frecuencias iguales y 
amplitudes distintas. 

c) Frecuencias distintas y 
amplitudes iguales. 

Veamos cuales son las características del movimiento resultante para cada caso. 

a) Frecuencias y amplitudes iguales 

Si las frecuencias son iguales, también lo son las pulsaciones, lo que permite 
escribir 

y, con ello, la ecuación del movimiento resultante es 

x = A [ sen ( wt + <p 1) + sen ( wt + <p 2 )] (7.8) 

que, teniendo en cuenta la expresión trigonométrica que da la suma de los senos de 
dos ángulos 
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a+ b a- b 
sena+ sen b = 2 sen--• cos--

y, haciendo 

a=wt+q> 1 

resulta 

2 2 

x = 2Acos (j)¡ ; (j)z sen( wt + (j)¡ ~ (j)z) 

Movimiento armónico simple 

(7.9) 

lo que pone de manifiesto que el movimiento resultante es armónico simple, de 
pulsación w, de amplitud 2 A cos ( q> 1 - q> 2 ) / 2 y de fase inicial ( q> 1 + q> 2 ) / 2 . 

Esta conclusión se podía haber obtenido en base a la construcción geométrica 
dada en la figura 7.2, ya que, en estas condiciones, el paralelogramo OP, P' P2 es 

un rombo indeformable y su diagonal OP', que gira con velocidad angular w, tiene 
de módulo 

W =2Acos q>¡ -q>z 
2 

(7.10) 

Si los movimientos componentes están en fase, se cumple que 
q> 1 + q> 2 = 2rc n ( n = 1,2,3 ... ) y el módulo del vector vale 

-OP' =2A (7.11) 

Si los movimientos componentes están 
en oposición de fase, se cumple que 
q> 1 + cp 2 = (2n + l)rt y el módulo del vector 
vale 

-OP'=O (7.12) 

lo que pone de manifiesto que el punto 
permanece fijo en el origen en todo instante. 

P' 

Fig. 7.3 
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b) Frecuencias iguales y amplitudes distintas 

Si las frecuencias son iguales ( w 1 = w 2 = w) y las amplitudes distintas 

(A 1 :;t: A2 ), el paralelogramo resultante sigue siendo indeformable aunque no es 

ya un rombo. Su amplitud es 

(7.13) 

y su fase inicial <¡> dada por 

(7.14) 

Si los movlIIllentos componentes están en fase, se cumple que 
<¡> 1 -<¡> 2 = 21tn (n = 1,2,3, ... ) y el módulo del vector vale 

es decir, que la amplitud toma su valor máximo. 

Si los movimientos componentes están en opos1c1on, se cumple que 
<¡> 1 - q> 2 = (2 n + 1) 1t y la amplitud toma el valor mínimo 

c) Frecuencias distintas y amplitudes iguales 

En este caso, es w 1 :;t: w 2 y A 1 = A 2 = A. La ecuación del punto es 

x = A[ sen ( w 1 t + <¡> 1 ) + sen ( w 2 t + q> 2 ) ] 

que procediendo de forma similar al apartado anterior resulta 
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donde se observa que la amplitud del movimiento resultante ya no es constante sino 
que depende del tiempo. 

~ 

El paralelogramo OP1P'P2 es deformable y, por tanto, su diagonal OP es 

variable. 

/ 

I 
I 

..... _ ~.,,,,. / 

Fig. 7.4 

-- .._ 

--
/ 

I 
I ,. 

El moviento resultante es periódico de frecuencia w 1 + w 2 / 41t cuya amplitud 

es, a su vez una función periódica de frecuencia w 1 - w 2 / 41t , siempre menor que 

la del movimiento. 

d) Frecuencias y amplitudes distintas 

Si w 1 -t;w 2 y A 1 -t;A 2 , se tiene que 

que al sumar y restar la cantidad w 1 t al segundo arco, se transforma en 

y llamando a a (w 2 - w 1) t + <¡> 2 , resulta 

(7.16) 
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que es formalmente análoga a la ecuación del caso b ), por lo que se puede expresar 
como 

x = A sen ( w 1 t + <p) (7.17) 

siendo 

A 2 =Af +A~ +2A 1A 2 cos(<p 1 -a) 

(7.18) 

A 1 sen<p 1 + A 2 sena 
tg<p = --------

A¡ cos <p 1 + A 2 cosa 

(7.19) 

El movimiento resultante es tam­
bién periódico. Su pulsación es perió­
dica y su amplitud es periódica no se­
noidal (Fig.7.5). 

Fig. 7.5 

7.4. Composición de dos movimientos armónicos simples de di­
recciones perpendiculares 

El movimiento de un punto sometido a la composición de dos movimientos 
armónicos simples de direcciones perpendiculares es tal que sus puntos proyección 
sobre estas direcciones perpendiculares describen movimientos armónicos simples. 

En este caso, siempre será posible mediante traslación de uno de los ejes, 
paralelo a sí mismo, hacer coincidir los orígenes de ambos movimientos en un punto, 
O, que se toma como origen de coordenadas. En estas condiciones los ejes de los 
movimientos componentes (o proyección) coinciden con los OX e OY de 
coordenadas y las ecuaciones de estos movimientos serán 

x = A sen ( w 1 t + <p 1) 

(7.20) 

de las que se pueden estudiar, como más importantes, dos casos, a saber: 
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a) Si w 1 = w 2 

b) Si w 1 * w 2 pero w 1 / w 2 =a/ b 

que se pasan a desarrollar a continuación. 

a) Si las pulsaciones son iguales, las ecuaciones (7.20) se transforman en 

x = A sen ( w t + cp 1) 

y = B sen ( w t + cp 2 ) 

que se pueden escribir también como 

X 
-=senwt cos cp 1 +coswt sen cp 1 A 

l..= sen w t cos cp 2 + cosw t sen cp 2 B 

y que al verificar las operaciones 

(1) sen cp 2 - (11) sen cp 1 

(1) cos cp 2 - (11) cos cp 1 

resultan 

X y 
-sencp2 --cos cp 1 = sen w t sen(cp2 -cp 1) 
A B 

X y 
-coscp2 --cos cp 1 =coswt sen(cp 1 -cp 2 ) 
A B 

que al elevar al cuadrado y sumar ambas ecuaciones se obtiene 

x2 y2 2 2 
-

2 
+-

2 
--xycos(cp2 -cp 1)=sen (cp 2 -cp 1) 

A B AB 

(7.21) 

(1) 

(11) 

(7.22) 
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___ Y.,...2A---; 

1 
2B 

X 

Fig. 7.6 

y 

X 

Fig. 7.7 
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ecuac10n de segundo grado que, en 
gemeal, corresponde a una elipse, por lo 
que el movimiento se denomina 
vibración elíptica. 

En cuanto a la forma de la elipse, 
viene dada por el valor particular de la 
diferencia de fase q> 2 - q> 1 pudiéndose 

dar, como casos más importantes los 
siguientes 

a.1) (j)2 -q>l = O con lo que la (7.22) 
se reduce a 

que es una recta doble tal y como 
se indica en la figura. 

a.2) O< c:p 2 - q> 1 < 7t / 2 que llamando 

a cos ( c:p 2 - q> 1) = -p resulta 

x 2 y 2 2xyp 2 
-+-+--=1-p 
A 2 B2 AB 

que es una elipse real como la 
indicada en la figura. 



a.3) cp 2 -cp 1 =re/ 2, la ecuación se 

reduce a 

x2 y2 
-+-=1 
A2 B2 

cuya representación se da en la 
figura 

a.4) re/ 2 < cp 2 -cp 1 <re, en cuyo caso 

llamando cos (cp 2 -cp 1) p, resulta 

como ecuación, la 

x 2 y2 2xy 2 
-+---p=l-p 
A 2 B2 AB 

que corresponde a la representada 
en la figura adjunta. 

Movimiento armónico simple 

y 

A 
X 

Fig. 7.8 

y 

X 

Fig. 7.9 
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y 

a.5) <p 2 - <p 1 = 7t , la ecuación se 
reduce a 

que es la recta doble representa­
da en la figura. 

b) Si w 1 -:t:- w 2 puede todavía con­

templarse dos casos, a saber 

Fig. 7.10 b. l) w 1 / w 2 = a / b , donde a y b son 

números enteros. En este caso, al cabo de un intervalo de tiempo igual al 
mínimo común múltiplo de los períodos de los movimientos componentes, 
el punto se encontrará en las mismas condiciones de posición, velocidad y 
aceleración que la inicial. En consecuencia la trayectoria será una curva 
cerrada y el movimiento será periódico. A las curvas que representan la 
trayectoria se las denomina curvas de Lissajous. 

b.2) Si w 1 / w 2 -:t:- a / b , el movimiento no es periódico y por tanto su trayectoria 

no será una curva cerrada. 
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CAPÍTULOS 

DINÁMICA DEL PUNTO 

8.1. Introducción 

Como se lia expuesto en el Capítulo 5, la Dinámica es la parte de la Mecánica 
que analiza el movimiento de los sistemas materiales atendiendo a las causas que lo 
producen (fuerzas). 

Puesto que los conceptos de Dinámica que en el presente texto se utilizan son 
fundamentalmente los correspondientes a la partícula o punto material, se omitirá el 
estudio de los sistemas materiales así como de los temas que sólo son necesarios 
para el estudio de los mismos. 

A efectos operacionales, se define el punto material como un cuerpo cuyas 
dimensiones geométricas son despreciables a la escala de observación, de forma que 
su posición en el espacio viene dada por la del punto geométrico que ocupa. 

Se denomina sistema de puntos materiales a un conjunto de puntos materiales. 
Su posición con respecto a un sistema de referencia dado viene determinada por los 
correspondientes vectores de posición r¡ (i = 1,2, ... n) . Si el sistema material es tal 

que las distancias entre todos sus puntos permanecen constantes, el sistema se llama 
indeformable. Si además es continuo, constituye lo que se denomina sólido rígido. 

8.2. Fuerza. Axiomas de la Mecánica Clásica 

Los axiomas que a continuación se establecen constituyen la base de la 
Mecánica Clásica. Aunque su enunciado corresponde al . punto material, resulta 
sencillo, en base a éstos, generalizar los resultados a cualquier tipo de sistema 
material. 
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Estos axiomas tienen su base conceptual en las leyes enunciadas por Newton, 
aunque su formalismo incluye el concepto de punto material, introducido 
posteriormente por Euler, lo que permite una sistematización de la Mecánica 
bastante sencilla, sin necesidad de recurrir a otros conceptos complementarios: 

Primer axioma: Toda partícula libre de cualquier influencia conserva su estado de 
reposo o de movimiento rectilíneo uniforme. 

En este axioma aparece implícitamente un concepto cualitativo de fuerza como 
la causa capaz de alterar el estado de movimiento de un punto material. 
Concretamente define la fuerza nula como la que actúa sobre una partícula que se 
encuentra en reposo o con movimiento uniforme. 

Segundo axioma: Sean dos puntos materiales, A y B, aislados del resto del 
Universo. La influencia que A ejerce sobre B, y la que B ejerce sobre A, son 

magnitudes vectoriales (denominadas fuerzas, FAB y F8A respectivamente) siendo 

iguales en módulo y dirección, y de sentidos contrarios. 

Tercer axioma: Toda partícula sobre la que actúa una fuerza F se mueve de 
forma que su aceleración es proporcional a la fuerza 

F=ma (8.1) 

donde m es una constante positiva que cuantifica la cantidad de materia que 
constituye la partícula. Recibe el nombre de masa y determina el comportamiento 
dinámico de las partículas cuando interaccionan entre sí. 

La ecuación (8.1), denominada ecuación fundamental de la dinámica, establece 
la definición de fuerza a partir de la masa de la partícula y de su aceleración. En el 

Sistema Internacional la ecuación de dimensiones de la fuerza es [F]= MLT-2 y 

su unidad el newton (1 N = 1 kg m s-2
) • 

Para que el concepto de fuerza que actúa sobre una partícula quede claramente 
determinado es preciso indicar con respecto a qué sistema de referencia se mide su 
aceleración y, por tanto, la fuerza que la provoca. De ahora en adelante, y salvo que 
se indique lo contrario, se utilizarán los sistemas de referencia inerciales, que se 
definen como sigue. 
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Sea un punto material, P, absolutamente aislado en el espacio, es decir, 
sometido a una fuerza nula. Se denomina inercial a cualquier sistema de referencia 
(O; X,Y,Z) en el cual la velocidad de dicho punto sea constante. Evidentemente, si 
un sistema es inercial, también lo es cualquier otro que se mueva con respecto a éste 
con movimiento de traslación uniforme. 

En definitiva, un sistema de referencia inercial es áquel en el cual resultan 
válidos los axiomas de la Mecánica antes enunciados, de forma que las fuerzas 
medidas en ellos representan, intrínsecamente, la interacción ejercida sobre un 
punto. 

8.3. Cantidad de movimiento. Impulso 

Se denomina cantidad de movimiento de un punto material, P , al vector 
producto de su masa por su velocidad: 

P=mv (8.2) 

Su ecuación de dimensiones, en el SI, es [P ]= MLT-1
, y la unidad en el SI es 

el kg m s-1 
, que no recibe un nombre especial. 

Si sobre la partícula actúa una fuerza F, según (8.1) es 

- _ dv dp 
F=ma=m-=-

dt dt 
(8.3) 

es decir, la resultante de las fuerzas que actúan sobre la partícula es igual a la 
derivada, con respecto al tiempo de su cantidad de movimiento. 

Se define el impulso de una fuerza F , que actúa durante un intervalo de tiempo 

[tA, tB l i, como 

- rta -
I = J

1 
Fd t 

tA 
(8.4) 

Evidentemente. el impulso tiene dimensiones de cantidad de movimiento. 
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A partir de la definición del impulso, y sustituyendo en ella la ecuación (8.3) 
resulta 

(8.5) 

ecuación que constituye el llamado teorema del impulso: "El impulso de las fuerzas 
que actúan sobre una partícula, durante un intervalo de tiempo, es igual al 
incremento de la cantidad de movimiento del punto en ese intervalo". 

8.4. Momento cinético. Teorema del momento cinético 

Sea una particula de masa m y un punto fijo O. Se llama momento cinético 
de la particula respecto al punto O, al momento respecto de O de su cantidad de 
movimiento 

r 

Fig. 8.1 

(8.6) 

Teniendo en cuenta que tanto 
r como v son, en general, fun­
ciones del tiempo, es evidente que 

L0 también depende de t. Cal­

culemos su derivada temporal 

dL
0 

dr _ _ dv 
--=m-xv+mrx-

dt dt dt 

Ahora bien, el primer término de la expresión anterior es nulo (v . v = O) , 
obteniéndose 

dLO - - - - -
--=mr xa=r xF=M 

dt 0 (8.7) 

donde F es la fuerza que actúa sobre la partícula y M0 es su momento con res­

pecto a O. La ecuación (8.7) constituye una expresión del teorema del momento 
cinético: "La derivada con respecto al tiempo del momento cinético" de una 
partícula respecto a un punto O, fijo, es igual al momento respecto a O de la 
resultante de las fuerzas que actúan sobre la partícula. 
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Si la partícula está sometida a 
una fuerza central, esto es, a una 
fuerza cuya línea de acción pasa 
constantemente por un punto fijo O, 
el teorema del momento cinético 
proporciona una integral primera de 
las ecuaciones del movimiento. En 
efecto, en este caso es 

- dL 
M =--º =0 0 

d t 

que integrada da lugar a 

(8.8) 

Dinámica del punto 

Fig. 8.2 

es decir, si el momento de las fuerzas que actúan sobre la partícula es nulo, entonces 
el momento cinético se conserva. En este caso, la trayectoria de la partícula está 

contenida en el plano que pasa por O y es perpendicular a L0 • En efecto, multi­

plicando (8.8) escalarmente por el vector de posición con respecto a O, r, resulta 

(8.9) 

ecuación de un plano que pasa por 

O y es perpendicular a LO • 

Por otra parte, y siempre bajo 
el supuesto de fuerzas centrales, el 
módulo del producto r x v tiene 

una interpretación geométrica inte­
resante. En efecto, el espacio reco­
rrido por la partícula en un tiempo 
d t es d r = v d t, y el área barri-

da por el radio vector r, durante 

ese tiempo (Fig. 8.3). 

dA=.!_lr xdrJ=.!_Jr xvJdt 
2 2 

Fig. 8.3 
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Por tanto, si se define la velocidad areolar como d A / d t, entonces su valor es 

dA 1
1 

__ 

1 -=-rxv =cte 
dt 2 

(8.10) 

ya que, según (8.8) lo es el momento cinético. En definitiva, la velocidad areolar de 
una partícula sometida a una fuerza central es constante, resultando que se conoce 
con el nombre de ley de las áreas. 

8.5. Ecuaciones del movimiento del punto material 

En definitiva, conocer el movimiento de un punto material es llegar a establecer 
el sistema de ecuaciones, denominadas ecuaciones del movimiento del punto, que 
permiten obtener los parámetros de posición del mismo en función del tiempo. 

Por tanto, el primer paso es establecer el número de parámetros necesarios para 
que la posición del punto quede determinada. A estos parámetros independientes se 
les llama coordenadas y cada una de ellas representa una posibilidad de evolución 
posicional del punto o grado de libertad. 

El número de grado de libetad de un punto depende de si éste está libre (3.g.d.l.) 
o ligado (sometido a una restricción o enlace). Así, por ejemplo, si el punto se mueve 
obligado a permanecer sobre el plano Z = O, el número de coordenadas para 
determinar su posición será de 2, ya que dicho punto esta sometido a una restric­
ción de una de sus posibilidades de movimiento. Se dice entonces que el punto está 
sometido a un enlace, en este caso representado por la ecuación Z = O. 

En consecuencia, para establecer las ecuaciones del punto hay que distinguir 
dos casos: punto material libre y punto material ligado. 

8.5.1. Punto material libre 

En este caso, la posición del punto viene determinada por tres parámetros x, y, 
z. Su evolución en el tiempo puede obtenerse por integración de la ecuación vectorial 
del tercer axioma 

F=ma 
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que, proyectada sobre los tres ejes del sistema de referencia origina el siguiente 
sistema de ecuaciones deferenciales 

(8.11) 

que midiante dos integraciones sucesivas respecto del tiempo permite la obtención de 
las ecuaciones del movimiento 

x=x(t); y=y(t); z=z(t) 

Las 6 constantes de integración que aparecen se determinan conociendo la 
velocidad v y el vector de posición r en un instante determinado. 

8.5.2. Punto material ligado 

En este caso, y según el número de enlaces, se distinguen dos tipos de enlaces, a 
saber: 

a) Ligado a una superficie 

En este caso, el punto posee únicamente dos grados de libertad, ya que las 
componentes de su vector de posición no son independientes, sino que estan rela­
cionadas por la ecuación de la superficie 

f (x;y,z) = O 

La ecuación fundamental de la dinámica se escribiría como 

- - d
2r 

F+R=m--
2 dt 

(8.12) 

(8.13) 
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donde F es la resultante de las fuerzas aplicadas, que permanecen en ausencia del 

enlace. R. se llama reacción del enlace, y representa la fuerza que el enlace ejerce 
sobre la partícula, de forma que su trayectoria permanece sobre la superficie S, 
verificándose en todo instante la ecuación (8.12). 

s 

Fig. 8.4 

- Rozamiento viscoso 

La fuerza de enlace R puede des­
componerse en dos fuerzas figura 8.4; la 

reacción normal R. n , perpendicular a la 

superficie, y la fuerza de rozamiento, 

R. 1 , tangente a la superficie. La fuerza 

de rozamiento se opone al sentido del 
movimiento que tendría el punto, de no 
existir rozamiento y viene dada por la 
naturaleza del contacto enlace-partícula. 
Así, se pueden distinguir, entre otros, tres 
casos importantes: 

- Rozamiento seco 
R 1 = µRN, donde µ es una 

constante característica que se 
llama coeficiente de rozamiento. 

R 1 = Rt (v) es decir es una función de la velocidad de la partícula. 

- Enlace perfecto 
R t = O, siendo la reacción del enlace mormal al mismo. 

b) Ligado a una curva 

En este caso, la partícula está obligada a moverse sobre una curva, cuya 
ecuación general es de la forma 

r = r(u) 

La ecuación fundamental de la dinámica queda como 
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donde F y R. tienen un significado idéntico al expuesto en el caso anterior. La reac­

ción del enlace, R , se descompone en dos fuerzas: 

donde R. t es la fuerza de rozamiento, 

tangente a la curva y opuesta al 

movimeinto y R n es la reacción normal, 

contenida en el plano normal a la curva. 

8.6. Ecuaciones del equilibrio e 
de un punto material 

La condición necesaria y suficiente 

R 

Fig. 8.5 

para que un punto material se encuentre en equilibrio es que su aceleración sea nula, 

es decir, a= O. 

Según el tercer axioma de la Mecánica, esta condición es equivalente a que sea 
nula la resultante del sistema de fuerzas que actúa sobre el punto, por tanto la 
condición se reduce a 

Il=O (8.14) 

que se desdobla en las tres escalares que permiten calcular la x y z 
correspondientes a la posición de equilibrio. 
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CAPÍTUL09 

TRABAJO Y ENERGÍA 

9 .1. Trabajo 

Sea una partícula P que se mueve 

bajo la acción de una fuerza F si­
guiendo una trayectoria C, y sea dr el 
desplazamiento experimentado por el 
punto material en el tiempo dt. 

Se denomina trabajo elemental 

realizado por la fuerza F en el des­
plazamiento dr al escalar 

dW=F-dr (9.1) 

En un sistema de coordenadas car-

A 

tesiano, en el que F tiene como compo- Fig. 9.1 
nentes Fx, Fy, Fz, y dr, dx, dy, dz, la(9.l)seescribecomo 

B 

(9.2) 

El trabajo realizado por la fuerza F en el desplazamiento AB a lo largo de la 
curva C es la suma de los infinitos trabajos elementales correspondientes a los 
desplazamientos dr sobre C: 

(9.3) 

es decir, representa la circulación de F a lo largo de C entre A y B. 
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Algunas consecuencias inmediatas de la definición de trabajo son las siguientes: 

a) El trabajo realizado por una fuerza normal a la trayectoria es nulo. 

b) Si sobre la partícula actúa un sistema de fuerzas i\, F2 , ••• Fn, el trabajo 

realizado por la resultante es la suma de los trabajos realizados por cada 
una de las fuerzas por separado. En efecto 

dW=F-dr=(~ F¡)•dr=~ F¡ -dr=~ dW¡ 
1 1 1 

c) Si la fuerza F es constante, el trabajo realizado en el desplazamiento AB 
a lo largo de la curva C es 

La ecuación de dimensiones del trabajo en el Sistema Internacional es 

[W]= [F]L = ML2 T-2 y su unidad el julio (1). Un julio es el trabajo realizado por 

una fuerza constante de 1 newton al desplazar su punto de aplicación 1 metro en su 
dirección. 

9.2. Potencia 

Sea una partícula como la mostrada en la figura 9 .1, sometida a la acción de 

una fuerza F , y que en un instante dado se mueve con velocidad v . Se define la 

potencia desarrollada por la fuerza F como el trabajo realizado por unidad de 
tiempo 

P= dW (9.4) 
dt 

Teniendo en cuenta la definición del trabajo elemental y que dr = v dt, la 

expresión (9.4) puede escribirse como 

140 



Trabajo y energía 

F-vdt -
P=--=F•v 

dt 
(9.5) 

es decir, la potencia es igual al producto escalar de la fuerza por la velocidad de su 
punto de aplicación. 

La ecuación de dimensiones de la potencia es, según (9.4) 

[P ]= [w)r-1 = MI.}T-3 

y su unidad en el S.I. es el Vatio (W); 1 W = 1 J s-1
. 

9.3. Energía cinética. Teorema de la energía cinética 

Se denomina energía cinética de un punto material al producto de la mitad de su 
masa por el cuadrado de su velocidad 

T 1 2 1 (- -) =-mv =-m v-v 
2 2 

(9.6) 

Evidentemente, la energía cinética tiene dimensiones de trabajo y se mide, en el 
S.I., en julios. 

Derivando la ecuación (9.6) con respecto al tiempo, se obtiene 

dT - dv - dv - F- p -=mv-=v•m-v• = 
dt dt dt 

(9.7) 

es decir, la potencia desarrollada por la resultante de las fuerzas que actúan sobre 
una particula es igual a la derivada, con respecto al tiempo, de su energía cinética. 

Multiplicando (9.7) por dt, e integrando los instantes tA y tB, correspondien­

tes a las posiciones A y B, respectivamente, se obtiene 
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es decir 

(9.8) 

expresión que pone de manifiesto que, independientemente de la naturaleza de la 

fuerza F y de la trayectoria que siga una partícula sometida a la misma, es trabajo 

realizado por la fuerza F durante un intervalo de tiempo es igual a la variación de 
la energía cinética de la partícula en ese intervalo. Este resultado se conoce como 
teorema de la energía cinética. 

Una consecuencia importante del mismo es que las fuerzas normales a la 
trayectoria de la partícula no modifican su energía cinética. Este es el caso de la 

reacción normal en un enlace, o de las fuerzas del tipo F = e x v , cuyo ejemplo más 

significativo es la fuerza magnética sobre una carga en movimiento, que será 
estudiada en lecciones posteriores. 

9.4. Energía potencial. Teorema de conservación de la energía 
mecánica. 

Sea una pertícula sometida a la acción de una fuerza que depende únicamente 

de la posición del punto, F = F (x, y, z). El trabajo realizado por dicha fuerza 
cuando la partícula se desplaza desde un punto A hasta otro B, siguiendo una 
trayectoria cualquiera C es 

En general, W AB depende de la trayectoria seguida, ya que se trata de la 

circulación de un campo vectorial. Ahora bien, en algunos casos de gran 

importancia, el campo de fuerzas F es de tal naturaleza que el valor de W AB es 

independiente de la trayectoria. Tal es el caso de las fuerzas que derivan de potencial 
(campo de fuerzas conservativo). En efecto, tal como se indicó en el capítulo 4, un 
campo deriva de potencial cuando existe una función escalar de punto, U(x,y,z), tal 
que 

F = -gradU (9.9) 
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En este caso, el trabajo realizado por F entre A y B es 

(9.10) 

es decir, resulta independiente de la trayectoria e igual a la disminución de la función 
U entre sus extremos. 

La función U(x,y,z) se denomina energía potencial del punto en el campo de 

fuerzas F. Sus dimensiones y unidades son las del trabajo. 

Si la partícula se mueve con velocidad v en el interior de un campo 

conservativo, F, la potencia desarrollada por la fuerza es, según (9.5) y (9.9) 

- _ dr dU 
P=F•v=-grad U·-=--

. dt dt 
(9.11) 

es decir igual a la derivada de la energía potencial con respecto al tiempo, 
cambiada de signo. 

Comparando la ecuación (9.11) con la (9.7), resulta 

P=-dU = dT 
dt dt 

es decir 

d 
-(T+ U)=O 
dt 

(9.12) 

el término T +U = E, recibe el nombre de energía mecánica de la partícula y, como 
pone de manifiesto la ecuación anterior, es constante 

T+U =E=cte (9.13) 

este resultado se denomina teorema de conservación de la energía mecánica: "La 
energía mecánica E de una partícula en un campo de fuerzas conservativo es 
constante respecto al tiempo". 
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F 
Ejemplo 9.1 

Calcular la energía potencial de 
una partícula que se mueve en el 
interior de un campo de fuerzas central 

donde f (r) es una función cualquiera 
de la distancia del punto al centro de 
fuerzas y Ür es el vector unitario 

ür = r / r , figura 9.2. 

F · 9 2 Una fuerza cuya línea de acción ig . . 
pasa siempre por un punto fijo O y 

cuyo módulo depende únicamente de la distancia r, entre su punto de aplicación y 
el centro O, deriva de potencial, como puede comprobarse a partir de las condicio-

nes ( 4.29) y ( 4.30). Por tanto, existe la función U(x,y,z) tal que F = -gra d U. 

Para detertninar la función U se partirá de la ecuación (9 .11) 

- _ dU 
P=F·v=-­

dt 

Ahora bien, v se calcula como 

_ d r d ( _ ) d r _ d ür 
v=-=- r-u =-u +r--

dt dt r dt r dt 

y, multiplicando escalrmente esta expresión por la de la fuerza se obtiene 

ya que Ür · Ür = 1 y Ur · d ür / d t =O, por ser constante el módulo de ür. En defi­

nitiva, se obtiene que 
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dU = -f (r) dr 

siendo la energía potencial 

U=-J f(r)dr 

Así, si f (r) = - k r, fuerza que actúa sobre una partícula ligada a un resorte, la 
energía potencial es 

Si f (r) = k / r 2
, fuerza inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, 

la energía potencial resulta 

U=-J~dr= k +cte 
r2 r 

dentro de este caso, si k = - G m M se obtiene la energía potencial gravitatoria, 
mientras que para k = 1 / 41tc 0 q 1 q 2 se obtiene la energía potencial electrostática. 
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, 
CAPITULO 10 

DINÁMICA DEL MOVIMIENTO RECTILINEO 

10.1. Introducción 

La trayectoria rectilínea del punto material ocurre bajo dos circustancias 
distintas: 

a) En el punto libre, cuando la fuerza aplicada es de dirección constante y 
coincidente con la velocidad inicial del punto. 

b) En el punto ligado a una recta fija siempre que la fuerza sea tal que le 
pueda imprimir movimiento. 

En todo caso el movimiento se debe a la acción de la componente de F colineal 
con la trayectoria. 

Por ser la trayectoria una recta, la posición del punto vendrá dada por un sólo 
parámetro, por ejemplo, la coordenada x, medida a partir de su posición inicial O. 
Su velocidad y aceleración serán x y x . 

Si es m la masa del punto material, la segunda ley establece que 

F=mx 

donde F es positiva si su sentido coincide con el de la aceleración. 

En el caso más general, la fuerza F es de la forma 

F=F(x,x,t) 

y el problema se plantea bajo dos aspectos: 
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a) Conocido F (x, x, t), obtener la ley del movimiento. Caso que se estudiará 

posteriormente y que está determinado. 

l 
p 

x-l 1 

F(x, x,t) 
• 

Fig. 10.1 

b) Conocida la ley x = x (t) obtener la fuerza que la provoca. Este caso, en 
general, quedaría indeterminado ya que 

mx=m[x(t)] 

sería una solución pero también lo sería al sustituir t en la misma a partir 
de los valores de x = x (t) y su derivada respecto del tiempo. 

Así, por ejemplo, si x = x (t) es de la forma 

[

. t 
1 x=e 

x=e ➔ .. t 
x=e 

en cuyo caso puede 'ser solución de la ecuación 

F =me1 
X 

que quedaría determinada si además se supiera si la dependencia de F es de x, de 
x odet. 

Por otra parte, si la ley del tiempo fuera general y dependiera de dos constantes 
arbitrarias 

(10.1) 

148 



Dinámica del movimiento rectilíneo 

entonces la determinación de F sería completa ya que entre las ecuaciones (10.1) y 
las que se obtienen al derivar por primera y segunda vez respecto del tiempo, se 
eliminarían las constantes C y C1 obteniéndose 

F=F(x,x,t) 

y en consecuencia la ley quedaría determinada. 

Cuando la fuerza F es función únicamente de la posición x, de la velocidad 
x o del tiempo t, la anterior ec:µación siempre tiene solución. 

10.2. Fuerza dependiente de la posición 

Si la fuerza, F, es de la forma 

F = F (x) 

la ecuación del movimiento es 

dv 
F(x)=m-

dt 

que al multiplicar por dx e integrar resulta 

J X J X dv J X 1 [ 2 2 ] F(x)dx= m-dx= mvdv=-m v(x) -v (x 0 ) 

Xº Xº dt Xº 2 

de donde 

( )

2 2 x dx 
v2 (x)=v 2 (x 0 )+-J F(x)dx= -

m Xo dt 
resultando 

dx 
dt = ±--;::========= 

ecuación que permite obtener la solución buscada x = x (t). 

(10.2) 

(10.3) 

(10.4) 

(10.5) 
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(*) Si la fuerza F deriva de un potencial, la función potencial se obtiene con facili­
dad ya que, por tratarse de un movimiento unidimensional, es 

U=-J F(x)dx 

y como la fuerza es conservativa, el teorema de conservación de la energía mecánica 
constituye la integral primera del movimiento: 

T+U=E ~ _!_mx2 +U(x)=E 
2 

(10.6) 

donde E es la energía total del punto P, que permanece constante a lo largo del mo­
vimiento. 

De modo análogo la ley horaria se obtiene a partir de (10.6) por integración 

x. 2 =_3_[E- U(x)]; 
m 

dx 
dt = ±,======== 

✓2 / m[E - U(x)] 
(10.7) 

donde el signo se conoce al considerar el sentido del movimiento del punto. 

Cuando la integral (10.7) es de difícil solución, la propia ecuación (10.6) 
proporciona una cierta descripción cualitativa del movimiento. En efecto, conocidos 
en un punto los valores de u(x) y x (que es lo mismo que conocer E) y conocida 
la función potencial U(x), el movimiento queda restringido a la zona en que 

E- U(x)~0 (10.8) 

dado el carácter positivo de la energía cinética, 
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Veamos algun ejemplo ilustrativo que aclare esta afirmación: 

a) Si U(x) tiene la forma indicada en la figura (campana de potencial) según 
los valores que tome E, los movimientos resultan distintos. 



Así : 

a.1) Si E = E 1 el movimiento -

tiene lugar a lo largo de toda 
la recta ya que 

T=E-U >OVx 

a.2) Si E = E 2 el movimiento -

tiene lugar en las zonas 

U(X) 

o 

Dinámica del movimiento rectilíneo 

E 
- - - -------- _ 1 

x· 2 

E ------4 

___ Ez 

a xxx E 
- - __ 2 ___ 3 

Fig.10.2 

* ** Las abcisas x2 y x2 se denominan puntos absidales del movimiento y co-

rresponden a puntos de velocidad nula en que se invierte el sentido del movimiento. 

a.3) Si E =E3 el movimiento es físicamente imposible por la incompatibi­

lidad de la condición y la fuerza. 

a.4) Si E = E 4 el movimiento del punto presenta una singularidad que tiene 

lugar en la posición correspondiente a la abcisa x = a. 

En este punto, la velocidad es nula y además coincide en que también lo es la 
fuerza por ser 

dU =O 
dx 

(10.9) 

esto quiere decir que al llegar a este punto, p~r se nula U y ser nula F, por el 
primer principio, este punto quedaría en equilibrio. 

Ahora bien si, por cualquier procedimiento, se separa este punto de dicha 
posición, entonces no volvería a ella. Por esta razón la posición de equilibrio antes 
citada se denomina inestable. 
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UIX) 

----------- E1 

i----+------==--,-c,_--+-____ E4 

i----+---+----+----'-~EJ 

X' ·a X11 

Fig.10.3 

b) En otras ocasiones, la fun­
ción potencial tiene forma de 
pozo. 

En la figura representamos un 
pozo de potencial con niveles ener­
géticos análogos a los del caso ante­
rior, lo que nos permitirá razonamien­
tos paralelos. 

b.l) Si E =E 1 , el movimiento 

tiene lugar a lo largo de todo 
el eje x, acumulando la ve­
locidad en puntos cercanos a 
X=a. 

b.2) Si E = E 2 el movimiento queda confinado en la zona x' ~ x ~ x" , no 

pudiendo existir fuera de la misma, siendo el movimiento periódico. 

Finalmente señalar que el equilibrio que se alcanza en x = a es estable ya que 
al separar de la misma la fuerza tiende a que el punto vuelva a su posición de 
equilibrio. 

Los pozos de potencial responden a fuerzas atractivas cuyo centro de atracción 
corresponde precisamente a la abcisa en la que U(x) es mínimo. 

U(X) 

1--------------El 

1-------------E2 

a X 

Fig.10.4 
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c) Otro caso, muy importan­
te en Física Moderna, en 
particulas es el correspon­
diente a barreras de poten­
cial. Se trata de funciones 
potenciales U(x) tales que 

U(x)=0 

U(x) = U 

Vx~a; 

Vx;?:a 

c. l) Si E = E 1 la velocidad 

constante hasta x = a, 
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sufre un descenso brusco en x = a, después del cual permanece constante. 
Ello implica la necesidad de fuerzas percusionales. 

c.2) Si E = E 2 el movimiento corresponde a un choque elástico. 

De todo lo indicado hasta ahora conviene reseñar que los puntos de equilibrio 
del punto material se encontrarán en los máximos o mínimos de la función U(x) ya 

que en dichos puntos la fuerza F = O 
por anularse la derivada de U(x) U(Xl 

respecto de x. 

El hecho de que el punto sea 
máximo o mínimo incide en la natu­
raleza del equilibrio. 

Si es un mínimo y el punto P lo 
apartamos de su abcisa una pequeña 
distancia bien sea a la derecha o a la 
izquierda observamos que la fuerza 
tiende a restituirlo a su posicón inicial 
y en consecuencia es un equilibrio 
estable. Así en el tramo MB es 

dU(X) (O y como F=- dU(X) 
dx dx 

-
F F - ---

A M B X 

Fig.10.5 

resulta que F es positiva, es decir que va dirigida en el sentido de las x crecientes. 
En el tramo MB es 

dU(X) )O ➔ F(O 
dx 

es decir va en el sentido decreciente de las x, por tanto van dirigidas tal y como se 
indica en la figura. 

Analíticamente, por tanto la condición se expresa como 

dU(X) =O 
dx 

y 
2 

d U(X) )O 
dx2 
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Por un razonamiento análogo se llega a que la condición de equilibrio inestable 
es la de máximo potencial 

UIXI 

dU(X) =O 
dx 

aJ 

y 

b) e) dJ 

X 

Si tanto la primera 
como la segunda derivada 
se anulasen estariamos ante 
un punto de inflexión con 
derivada horizontal y pode­
mos comprobar que el 
equilibrio en este caso es 
también inestable (a). 

El equilibrio indif eren­
te se produce cuando la de­
rivada primera se anula no 
en un punto sino en un in-

Fig. l 0.6 tervalo finito que se deno-
mina "rellano". Este caso está representado en los dibujos (b) (c) y (d). 

Ejemplo 10.1 

Como caso particular de gran intéres, analizaremos el caso de una fuerza del 
tipo F (x) = -k x , es decir, fuerza atractiva proporcional a la distancia a un punto 

fijo. 

La energía potencial de la partícula en la posición x es 

donde C es una constante de integración de valor arbitrario. Suponiendo que en 
x = O es U = O, resulta 
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Una vez calculada la función U(x), las ecuaciones del movimiento se obtienen 
a partir de la ecuación (10.7) que, en este caso, toma la forma 

[ ]

-1/2 

dt = dx ! (E - k x 
2

) 

y, denominando w 2 = k / m y operando, se llega a 

dx 
wdt=--;:::==== 

✓2E/ k-x2 

o bien, llamando A 2 = 2E / k 

dx 
w dt = --;:::=== 

✓A2 -x2 

Integrando la ecuación difernecial anterior se obtiene 

X 
wt + <p = are sen­

A 

o bien 

x = A sen ( wt + <p) (a) 

donde A y <p son dos constantes de integración cuyos valores se determinan a 

partir de las condiciones iniciales del movimiento. En efecto, si en t = t 0 es x = x 0 

y v = v O , entonces 

siendo A 2 = 2E / k , como se ha indicado anteriormente. Por otra parte, la 
constante <p · se calcula a partir de la expresión 
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En definitiva, una partícula sometida a una fuerza de ese tipo describe un 

movimiento armónico simple, de'pulsación w = ✓k / m . 

Este resultado podría haber sido obtenido a partir de la ecuación fundamental 
de la dinámica 

d 2 x 
-kx=--m 

dt 

o bien 

cuya integral es, evidentemente la función (a). 

10.3. Fuerza dependiente de la velocidad 

En este caso es F = F(v), con lo que aplicando la segunda ley de Newton es 

dv 
F(v)=m-

dt 

que, separando variables e integrando, resulta 

dv fv dv 
dt=m--➔ t-t0 =m --

F(v) vº F(v) 

obteniéndose así la función 

V= v(t) 

Si ahora aplicamos el teorema de la energía cinética 
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(10.10) 

(10.11) 

(10.12) 

(10.13) 



vdv 
mvdv=F(v)dx ➔ dx=m-­

F(v) 

que integrada dá 

obteniéndose así la función 

V= V (X) (10.15) 

Finalmente si entre (10.11) y (10.14) 
se elimina v, se obtiene la función 

X= X (t) 

o expresión horaria deseada. 

Como ejemplo de aplicación de este 
caso se pasa a estudiar la caida vertical de 
un punto material con resistencia 
proporcional a la velocidad (Ley de Stokes). 

Dinámica del movimiento rectilíneo 

(10.14) 

o. _______ x_ 

Av 
y 

mg 

z 

Fig.10.7 

En este caso al aplicar la ecuación de la dinámica se tiene 

L'.F=m dv 
dt 

sobre el eje OZ 

mg-Av=m dvl dv _ ( 1 v) dt --g --
mg=A a dt a 

o bien 

dv =gdt ➔ -a1n(1- va)=gt 
1-v / a 

(10.16) 

(10.17) 
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de donde 

(10.18) 

e integrando de nuevo, es 

(10.19) 

suponiendo 2 0 = O 

De la (10.18) se deduce que para t ➔ oo, v ➔ a y el movimiento tiende a ser 

uniforme. 

Esta ley de caída es la que sigue una esfera que cae verticalemnte en el seno de 
un líquido viscoso donde A = 61t v p µ donde r = radio esfera p = densidad 

material esfera y µ = viscosidad fluido. Esto constituye la ley de Stokes. 

10.4. Fuerza dependiente del tiempo 

En este caso es de la forma F = F (t) y la ecuación de la dinámica se escribe 

dv 
F(t)=m-

dt 

cuya integración da 

sien t=t 0 ➔ v=v
0

, quedando 

1 rt 
V=V 0 +-J

1 
F(t)dt 

m to 
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obteniendo así la función 

V= V (t) (10.23) 

Una nueva integración teniendo en cuenta que v = dx / dt, entre los línútes x 0 

y x, proporciona 

dx=v +_!_J,t F(t)dt ➔ x-x 0 =J,t v0 dt+J,t ml [Lto F(t)dt ]dt 
dt 

O 
m tº tº tº 

(10.24) 

que constituye la ecuación buscada x = x (t). 
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CAPÍTULO 11 

ELECTROSTÁTICA 

11.1. Naturaleza eléctrica de la materia. Carga eléctrica 

El descubrimiento y estudio de distintos fenómenos electrostáticos (atracción ele 
trocitos de papel por una barra de vidrio después de ser frotada, por ejemplo) y 
magnéticos (fuerzas entre circuitos recorridos por corrientes) demuestra la existencia 
de acciones a distancia distintas de las fuerzas gravitatorias estudiadas en Mecánica. 
Actualmente se sabe que estos fenómenos son consecuencia de un tipo de interacción 
especifica entre las partículas que constituyen la materia. 

Así, el átomo está formado por un núcleo rodeado de electrones; a su vez, el 
núcleo es una asociación de protones y neutrones. A cada tipo de partícula se le 
asocia, además de su masa, otra magnitud escalar, denominada carga eléctrica, que 
indica la intensidad de las acciones electromagnéticas que puede crear o experi­
mentar. 

Es un hecho constatado que existen dos tipos de cargas. Por convenio se 
denomina negativa a la carga del electrón y positiva a la del protón. El neutrón tiene 
una carga nula ya que sobre él no se manifiestan fuerzas eléctricas. 

Hay que señalar otras dos propiedades de la carga eléctrica que son 
fundamentales para comprender la estructura eléctrica de la materia: la carga está 
cuantizada y se conserva en un sistema aislado eléctricamente. 

En efecto, numerosos experimentos han demostrado que la cantidad ele 
electricidad se presenta en valores múltiplos de otra a la que se denomina carga 
elemental, e. El valor medido para la carga elemental es, en unidades del S.I. 
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Así la carga del electrón es -e y la del protón +e. De esta forma, un átomo de 
número atómico Z posee Z electrones y Z protones, con lo que su carga neta es 
nula. Puesto que la materia está constituida por átomos, en su estado normal la 
naturaleza es eléctricamente neutra. No obstante, un cuerpo puede cargarse 
negativamente si sus átomos toman electrones en exceso, o positivamente si sus 
átomos pierden electrones. 

En cuanto a la segunda propiedad de la carga eléctrica, su conservac1on, 
constituye un postulado de la teoría electromagnética que ha sido confirmado por 
todas las observaciones realizadas hasta la fecha: "La carga eléctrica total de un 
sistema cerrado (sin intercambio de materia con el exterior) permanece constante". 

Como se ha indicado anteriormente, la naturaleza eléctrica de las partículas que 
constituyen la materia es la responsable de los fenómenos electromagnéticos. Por 
razones didácticas se divide el estudio de los mismos en dos partes. En la primera se 
analizan los fenómenos eléctricos asociados a las cargas en reposo (Electrostática). 
Posteriormente, se estudiarán los fenómenos magnéticos asociados a las cargas con 
movimiento en régimen estacionario (Magnetostática). Una vez estudiados, por 
separado, estos aspectos se establece la formulación general, ecuaciones de 
Maxwell, que engloba en una teoría general y a modo de síntesis, todos los casos 
estudiados. 

11.2. Ley de Coulomb 

Sean dos partículas A y B, cargadas con cargas q 1 y q 2 , respectivamente, 

en reposo y situadas en el vacío. Experimentalmente puede comprobarse que la 

Fig. 11.1 
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interacción f , ejercida por A sobre 
B es 

f=kq 1q2 Ü 
2 r 

r 
(11.1) 

donde r es el vector de posición de 
B con respecto a A y ü r es el 

versor de r . Es decir, la fuerza 
ejercida por A sobre B lleva la 
dirección de la recta que une a A 
con B, es repulsiva si q 1 y q2 
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son del mismo signo y atractiva si son de signos contrarios y su módulo es 
proporcional al producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de 
la distancia que las separa. 

La ecuación (11.1) fue establecida por Coulomb, en 1780, mediante 
experimentos directos de precisión bastante grosera. No obstante, su validez queda 
establecida con gran exactitud a través del conjunto de consecuencias que se 
deducen de dicha ecuación. 

El valor de la constante de proporcionalidad, k, depende del sistema de 
unidades utilizando para medir fuerzas, cargas y distancias. Así, en el S.I., las 
magnitudes fundamentales son longitud, masa, tiempo e intensidad de corriente ( esta 
última magnitud, así como su unidad, el amperio, se definirán en lecciones 
posteriores ). La carga eléctrica es, pues, una magnitud derivada cuya ecuación de 
dimensiones es 

[Q] = IT 

y su unidad es el Culombio: 1 C = 1 A s 

En este sistema de unidades, el valor de k es 

k=9·109 Nm2 /C2 (11.2) 

Por razones de comodidad en los cálculos, se conviene en sustituir la constante 
k por 

k=-1-
4moo 

(11.3) 

donde E O es una nueva constante denominada permitividad del vacío, cuyo valor es 

- 1 - 8'8- 10-12 N-1 -2 C2 Eo - --- :,. m 
41tk 

Teniendo en cuenta (11.3), la ley de Coulomb puede escribirse como 
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(11.4) 

expresión que así se utilizará en lo que sigue. 

En el caso de más de dos cargas, la 
fuerza que actúa sobre una de ellas puede 
calcularse por aplicación sucesiva de la 
ecuación (11.4). Concretamente si se 

quiere obtener la fuerza f que un 
conjunto de n cargas ejerce sobre otra, 
q, se aplicará la expresión 

_ n_ 1 nqq- _ 
f=I:f.=--"-1 U • 

l 4 ~ 2 n 
i 7tco i r¡ 

(11.5) 

Este resultado es consecuencia del 
denominado principio de superposición: 

Fig.11.2 "En un sistema de cargas en reposo, la 
interacción entre dos cualesquiera de ellas es la misma, estén o no presentes las 
demás". 

11.3. Campo eléctrico 

Se dice que en una región del espacio existe un campo eléctrico, cuando se 
manifiestan fuerzas de naturaleza electrostática sobre cargas eléctricas situadas en 
su interior. De esta definición se deduce que toda carga altera las propiedades del 
espacio que la rodea, creando en su entorno un campo eléctrico que constituye la 
causa física de las fuerzas eléctricas. 

Para cuantificar el concepto de campo eléctrico anteriormente expuesto, se le 

asocia una función vectorial de punto E (x,y,z) que se define como sigue. Supón­
gase un punto cualquiera del campo, P, en el que se sitúa una carga de prueba q' ; 

el valor del campo eléctrico en P es 

E =f I q' (11.6) 
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donde f es la fuerza eléctrica que actúa sobre q' . En defmitiva, el campo eléc­

trico en un punto P representa la fuerza que actuaría sobre la unidad de carga 
positiva situada en él. La fuerza que actúa sobre la carga q' es, por tanto 

- -
f =q'E (11.17) 

de donde se deduce que f y E tienen el mismo sentido si q' es positiva y sen­

tidos contrarios si q' es negativa. 

Hay que señalar que en la defmición (11.6) se está admitiendo que el hecho de 
situar la carga de prueba en el punto P no altera a la distribución de carga que da 

origen al campo E . 

Las dimensiones del campo eléctrico son, a partir de (11.6) 

sus unidades, en el S.I., son el N/C ó, como se verá más adelante, el V/m. 

A partir de la ley de Coulomb y del principio de superposición se puede calcular 
el campo eléctrico creado por una carga puntual, sistema de cargas puntuales o 
distribuciones continuas de carga. 

11.3.1. Campo eléctrico creado por cargas puntuales 

Considérese una carga puntual y un 
punto P cuya posición con respecto a 
q viene dada por el vector r . (Fig. 
11.3). Si se sitúa una carga de prueba, 
q' , en P ésta se verá sometida a la 

fuerza 

-f- qq' -
- 2 ur 

4TIE 0 r 

por lo que, según (11.6), el campo 
creado por q en P es 

-+ 
E 

Fig.11.3 
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(11.8) 

En el caso de n cargas puntuales, q¡ (i = 1,2, ... n) ubicadas en los puntos 

0 1, 0 2 , .. . On, el campo creado por dicho sistema en el punto P es 

E=-1- {!. .5!.Lü . 
4 LJ 2 n 

7te 0 i r¡ 
(11.9) 

donde 

Hay que señalar que el campo E dado por (11 .8) está definido en todos los 
puntos del espacio, salvo en los puntos O¡ donde se encuentran las cargas pun­
tuales. 

11.3.2. Campo creado por una distribución continua de carga 
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Fig.11.4 

a) Distribución lineal de carga. 

Sea una curva, C, sobre la 
que hay distribuida de forma con­
tinua, una carga q. Cada dife­
rencial de arco, ds, puede con­
siderarse como el asiento de una 
carga diferencial dq 

dq = A.ds 

donde A. es la densidad lineal de 
carga. El campo creado por dq 
en un punto P es 

dE=-1- A.dsü 
47teo r2 r 

(11.10) 

y el campo creado por la distribución de carga s~bre la curva C es 



E-__ l_i Ads_ 
-2-Ur 

41tco e r 

b) Distribución superficial de carga. 

En el caso de que la carga q esté 
distribuida sobre una superficie S, el 
campo en un punto P es 

E=-1-J'f crdsü (11.12) 
41tco Js r2 r 

donde cr es la carga por unidad de 
superficie, o densidad superficial de 
carga. 

c) Distribución volumétrica de carga. 

De modo similar a los casos 
anteriores, el campo creado por un 
volumen V, en el que se ha distri­
buido una carga q, es 

siendo 

dq 
p=­

dv 

pdv _ 
-2-Ur 
r 

(11.13) 

la densidad volumétrica de carga. 

Electrostática 

(11.11) 

Fig.11.5 

-+ r p 

dE 

Fig.11.6 
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11.4. Potencial electrostático 

Tal como se vio en la lección 4, si el rotacional de un campo vectorial es nulo, 
entonces puede expresarse como el gradiente de un campo escalar. El campo 
eléctrico creado por una carga puntual verifica esta condición. En efecto, según 
(11.8) 

pero 

como puede comprobarse mediante un cálculo directo, luego 

- ( 1 q ) E=-grad -- -+C 
41tc 0 r 

y, en definitiva 

E=-grad V 

por lo que 

rotE =O 

A la función V 

1 q 
V=---+C 

41tc0 r 

(11.14) 

(11.15) 

(11.16) 

(11.17) 

se le d(?nomina potencial electrostático creado por la carga puntual. C es una 
constante de integración de valor arbitrario que para eliminarla de la expresión basta , 
con admitir que, en puntos muy alejados de la carga (r ➔ oo) el potencial vale O. 

En estas condiciones C es nula y el potencial electrostático toma la forma 
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(11.18) 

Si el campo E es producido por un conjunto de cargas q¡ (i = l, ... n), lla­

mando E¡ al campo creado por la carga q¡, y V¡ a su función potencial asocia­

da, resulta evidente que 

_ n _ n (º J E=~ E¡ = - ~ grad V¡ = -grad ~ V¡ 
1 1 1 

(11.19) 

Por tanto, E deriva del potencial V 

(11.20) 

En el caso del campo creado por distribuciones continuas de carga, los campos 
dados por (11.11), (11.12) y (11.13) derivan de las siguientes funciones potenciales 

(11.21) 

para el caso de una distribución lineal de carga; 

(11.22) 

si la carga está distribuida sobre una superficie S y 

V=-1-JJJ pds 
4nc

0 
v r 

(11.23) 

en el caso de una distribución volumétrica de carga. 

Puesto que E deriva de potencial, su circulación a lo largo de una cuva C es 

(11.24) 
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-E!x,y,z) 

B 

A 

Fig.11.7 

es decir, la diferencia de potencial 
entre dos puntos es igual a la 
circulación del campo eléctrico a lo 
largo de cualquier curva que una 
dichos puntos. La circulación a lo 
largo de una curva cerrada es nula: 

f E-dl=O 

Un aspecto importante del po­
tencial electrostático es su relación 
con la energía potencial asociada a 
las fuerzas electrostáticas. Así, una 
carga q situada en un campo eléc-
trico E, está sometida a una fuer­
za 

f =qE=-qgrad V =-grad(q V) =-grad U 

es decir, las fuerzas electrostáticas también son conservativas y la energía potencial 
asociada es 

U=qV (11.25) 

El trabajo realizado por dichas fuerzas al desplazar una carga q desde un pun­
to A hasta otro B es, por tanto 

(11.26) 

Esta relación permite definir la unidad de diferencia de potencial (ddp), ya que 
VA-VB=l, si q=lC y WAB=lJ. EnelS.l.dichaunidadeselvoltio (V): un 

voltio es la ddp existente entre dos puntos de modo que, al desplazar una carga de 
un culombio de uno a otro, la fuerza eléctrica realiza un trabajo de un julio. Las 
dimensiones del potencial son, pues, 
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Nota complementaria 11.1. Estudio del dipolo eléctrico 

Se denomina dipolo eléctrico a un sistema formado por dos cargas puntuales, de 
signos opuestos, separadas por una distancia .e , muy pequeña frente a las 
distancias a las que se estudia el campo producido. 

Denominaremos momento dipolar eléctrico 

p=qf (11.27) 

donde .e es el vector que une a las cargas del dipolo y va dirigido desde la carga 
negativa hacia la positiva. 

Calculemos el potencial creado por el dipolo en un punto P (Fig. 11.8) 

Ahora bien, admitiendo que 
r)) .e , resulta 

y 

En definitiva 

V=-1- qfcos0 (ll.29) 
41tco r2 

o, teniendo en cuenta (11.27) 

1 p-r 
V=----

41tco r3 

Fig.11 .8 

(11.28) 

p 

(11.30) 
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Fig.11.9 

f 
A -+ 

f 

-f B 

Fig.11.10 
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Una vez obtenido el poten­
cial, puede calcularse el campo 
como 

E=-grad V 

En la figura 11.9 se repre­
sentan las líneas de campo ( con 
flechas) y equipotenciales para un 
dipolo eléctrico. Las superficies 
equipotenciales se engendran por 
revolución de estas líneas equipo­
tenciales alrededor del eje del 
dipolo. 

Consideremos ahora la acción 
ejercida por un campo eléctrico 
uniforme sobre un dipolo eléctrico. 

La resultante de las fuerzas es 

nula, ya que E toma el mismo valor 
en los puntos A y B (Fig.11.10). 

No obstante, el dipolo está some­

tido a un par M cuyo valor es, to­
mando momentos con respecto a B 

M=t xqE=pxE (11.31) .-

El par M tiende a orientar al 
dipolo en la dirección del campo. 



11.5. Flujo del campo eléctrico. Teorema de Gauss 

Sea una carga puntual q situada en O, 
y una superficie cerrada S que rodea a O. 

El flujo elemental del campo E, creado por 

q, a través de un elemento de superficie dS 
perteneciente a S, es 

(11.32) 

donde dS está orientado desde el interior de 
S hacia el exterior 

Teniendo en cuenta el valor de E , dado 
por (11.8), la ecuación (11.32) se transfor­
ma en 

Electrostática 

1 q q 
d<j>=-- -dScosa=--dQ Fig.11.11 

4rr.Eo r2 4rr.Eo 

siendo 

dn= dS cosa 
r2 

(11.33) 

el ángulo sólido bajo el cual se ve la superficie dS, desde O. 

El flujo total del campo a través de la superficie S es 

JI - - 1 i47t q <!>= E-dS=-- dn=-
s 4rr.Eo o eº 

(11.34) 

es decir, resulta ser igual a la carga encerrada dividida por la permitividad, e 0 • 

Obsérvese que, en el caso de que q hubiese estado situada fuera de la superficie, el 
flujo <I> sería nulo. 
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Si la superficie S encierra a un conjunto de cargas q¡ o a una distribución 

continua de carga, q, el flujo total será la suma de los flujos de los campos E¡ 
producidos por cada carga por separado, es decir 

(11.35) 

Estos resultados pueden resumirse en una uruca propos1c1on denominada 
teorema de Gauss: "El flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada 
S, es igual a la suma algebraica de las cargas situadas en el interior de S, dividida 
por E 0 • Dicho flujo es independiente de la situación de las cargas dentro de S y 
de la existencia, o no, de las cargas exteriores a S". 

El teorema de Gauss constituye una de las dos ecuaciones fundamentales de la 
electrostática (la otra es la . ecuación 11.15, que determina la existencia de un 
potencial electrostático). Su importancia es esencial en la resolución de numerosos 
problemas. 

Ejemplo 11.1. Aplicación del teorema de Gauss 
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Fig.11.12 

Calcular el campo y potencial creados 
por una esfera de radio R, cargada uni­
formemente con una densidad volumétrica 
de carga p. 

Solución: 

a) El campo E posee simetría esférica, 
es decir, es radial y su módulo es una 
funciónde r (Fig.11.12). 

a.l) E (r) R) 

Tomemos una superficie esférica de radio r) R y con centro en O. 

El flujo del campo a través de dicha superficie es 
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de donde 

a.2) E (r ( R) 

flujo es 

Del mismo modo, para una superficie de radio r ( R, y centro en O, el 

donde Q' es la carga ence­

rrada en el interior de la super­
ficie, es decir 

4 
Q' =-7tr3 p 

3 

Por tanto 

E 

.B.e. ----
3 Eo 

Fig.11.13 
La figura 11.13 muestra la 
variación de E en función de la distancia al centro de la distribución. 

Obsérvese que el campo no presenta discontinuidades. 

b) Por las mismas razones de simetría antes expuestas, las superficies 
equipotenciales son superficies esfericas con centro en O, es decir V= V(r). 
Una vez obtenido E (r), el potencial puede calcularse como 
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V=-J E dr+cte 

b.l) Si r ) R, entonces 

siendo nula la constante de integración, ya que se admite que 
V(r=oo)=O 

b.2) Si r ( R, entonces 

f pr pr2 

V=- --dr+cte=---+cte 
3E 0 6E 0 

el valor de la constante puede calcularse teniendo en cuenta que, según 
b. l ), el potencial correspondiente a r = R es 

Por tanto 

y 

La figura 11.13, muestra la variación de V en función de r. 
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Ejemplo 11.2. Campo creado por un plano uniformemente cargado 

Sea un plano cargado con una 
densidad superficial de carga o . Las 
superficies equipotenciales son planos 
paralelos al mismo, por lo que el 
campo eléctrico será normal al plano. 

Consideremos un cilindro normal 
al plano, de bases dS. El flujo del 
campo eléctrico se produce única­
mente a través de las bases del 
cilindro, y por el teorema de Gauss 
debe verificarse que 

es decir 

L L E2 ,.,-.,.,: ---
-+- : 

' 1 • ,_,L ____ ,____, __ .,_, 

Fig.11.14 

pero, por razones de simetría, E1 = E2 = E, luego 

E 

-E, 

X 

Es decir, el campo es uniforme a 
cada lado del plano. La figura muestra 
la variación de E. Obsérvese la dis­
continuidad que aparece en el valor del 
campo al pasar de uno a otro lado del 
plano. Dicha discontinuidad vale 

ªi-------2€ 

X 

Fig.11.15 
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11.6. Te o rema de Gauss en forma diferencial. Ecuaciones de 
Poisson y Laplace 

z s 
p ... -, 

/ \ 
/ 1 

I I 
f V / 
1 / 
\ / 
,_ ... ✓ 

Fig.11.16 

y 

Sea una región del espacio en la que 
hay una distribución continua de carga, 
de densidad volumétrica p . El teorema 
de Gauss permite establecer una rela­
ción local entre el campo en un punto P 
y la densidad de carga p en dicho pun-
to. 

En efecto, consideremos un volu­
men V cuya superficie exterior es S. A 
partir del teorema de Gauss resulta 
evidente que 

_e_dv 
Eo 

(11.36) 

Pero teniendo en cuenta el teorema de la divergencia 

Jf E-dS= Jffv divEdv 

por lo que (11.36) puede escribirse como 

Jffv divEdv = Jf fv _e_dv 
Eo 

(11.37) 

Además la ecuación (11.37) se verifica para cualquier volumen v, por lo que 
los integrandos de ambos miembros deben ser iguales en cualquier punto del 
espacio. Es decir 

(11.38) 
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En los puntos de densidad de carga nula, p = O , la ecuación anterior se trans­

forma en 

divE=O (11.39) 

Las ecuaciones anteriores constituyen la expresión diferencial del teorema de 
Gauss. Hay que señalar que dichas ecuaciones son relaciones locales entre el campo 
eléctrico y la densidad de carga en un punto. En ellas aparecen las variaciones del 
campo en la vecindad de un sólo punto. Por el contrario, la expresión (11.34) 
constituye la forma integral de dicho teorema: en ella intervienen los valores del 
campo eléctrico en todos los puntos de una superficie. 

Las ecuaciones (11.38) y (11.39) pueden expresarse en función del potencial 
V. En efecto, teniendo en cuenta (11.15), resulta 

- (a2 v a2 v a2 vJ divE=div(-gradV)=- --+--+-- =-/::.V ax2 . ay2 az2 
(11.40) 

Por tanto, (11.38) y (11.39) pueden escribirse como sigue 

(11.41) 

y, para puntos con p = O. 

/::.V=O (11.42) 

La ecuación (11.41) recibe el nombre de ecuación de Poisson y permite el 
cálculo del potencial cuando se conoce la densidad de carga y la permitividad del 
medio. 

La ecuac1on (11.42) se denomina ecuación de Laplace, y con ella puede 
determinarse el potencial en el espacio exterior a la zona cargada. 
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Ejemplo 11.3 

Sea una placa de espesor a y extensión infinita, cargada uniformemente con 
una densidad de carga p. Determinar, el campo eléctrico creado por esta distri-

bución en el interior y exterior de la placa. 

Solución: 

Por razones de simetría, las superficies equipotenciales son planos paralelos a la 
placa, y el campo eléctrico es simétrico con relación al plano central de la placa. Es 
decir, teniendo en cuenta el sistema de referencia mostrado en la figura 11.17 

con 

ta 

E=E(x) I 

E (O)= O 

Aplicando la ecuación (11.38) resul-

-a/2(x(a/2 

div E =O; x (-a/ 2; x) a/ 2 

Pero, es este caso, 

divE= dE 
dx 

luego 

180 

dE p 
-=-

dE=O 
dx 

en el interior de la placa 

en el exterior 

1 
1 
1 

PI 
1 
1 

1 

1 

1 

ª' 

P=O 

X 

Fig.11.17 



Integrando la primera ecuación 

pero E(O) = O ➔ c te = O , luego, en el interior de la placa 

-a/2(x(a/2 

En el borde de la placa 
(x =a/ 2) 

E(a/2)=pa/2E 0 

El campo en el exterior de la 
placa es constante: 

dE 
-=O ➔ E=cte 
dx 

y, teniendo en cuenta su valor en el 
borde de la distribución, resulta 

pa 
E=-; (x)a/2) 

2E 0 

E 

Fig. 11.18 

La figura 11.18 muestra la variación de E en función de x. 

Electrostática 
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PROBLEMAS 

P.11.1. En los vértices de un triángulo equilátero de lado a hay situadas tres 
cargas iguales de valor -q. En su centro se coloca una carga positiva Q 

a) Calcular el valor de Q para que la fuerza resultante sobre cada una de 
las tres cargas negativas sea nula. 

b) Calcular la energía potencial de la carga Q. 

SOLUCIÓN 

a) 

b) 

Q=Ji 
✓3 

U= 3✓3qQ 
41t E

0 
a 

P.11.2. Una carga q 1 , negativa, está situada en el origen de un sistema de 

coordenadas. En el punto A(d, O, O) se encuentra otra carga q 2 , 

positiva. Determinar cuál es la superficie equipotencial V = O. 

SOLUCION 

Es una superficie esférica, con centro el P (x
0

, y O , z0 ) y radio r 

183 

1 



Electromagnetismo y semiconductores 

P.11.3. Calcular, por integración, el campo eléctrico creado por un hilo rectilíneo, 
de longitud infinita, cargado uniformemente con una densidad lineal de 
carga ').._ , en un punto situado a una distancia r del hilo. 

SOLUCION 

P.11.4. Calcular el campo creado por un hilo rectilíneo de longitud L, cargado 
con una densidad lineal ').._ , en un punto P, equidistante de sus extremos 
a una distancia R de hilo. 

SOLUCION 

P .11.5. Dado un anillo de radio R, cargado uniformemente con una densidad 
lineal de carga ').._ , calcular el campo eléctrico y el potencial en un punto 
de su eje, situado a una distancia z del centro del anillo. 

SOLUCION 

P .1 1.6. Una gotita de agua de 0,01 cm de diámetro se encuentra en el interior de 
un campo eléctrico vertical, uniforme, de valor E = 1000 V /m. 
Determinar la carga que debe tener la gotita para que no caiga. 
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SOLUCION 

P .11. 7. Calcular el campo eléctrico creado por un disco circular, cargado 
uniformemente con una densidad superficial de carga o, en un punto P 
de su eje. ¿ Cuánto vale el campo si P está infinitamente próximo al 
centro del disco? 

SOLUCION 

siendo Q el ángulo sólido bajo el cual se ve el disco desde P. 

P.11.8. Supóngase que el campo creado por una carga puntual fuese de la 
forma 

con n ;t: 2. a) Calcular, en estas condiciones, el flujo de este campo 
hipotético a través de una esfera de radio R, en cuyo centro se encuentra 
la "carga" q. b) ¿Se verifica el teorema de Gauss? 

SOLUCION 

b) No: El teorema de Gauss es una consecuencia de n = 2. 
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P.11.9. Calcular el campo y potencial creados por una esfera de radio R, cuya 
superficie está cargada uniformemente con una densidad superficial de 
carga o 

SOLUCION 

E(r) =0 

E(r)=R2
0/E0 r 2 

V (r) = R 2 o/ E0 r 

V(r)=Ro/E0 

r ( R 

r) R 

P.11.10. Calcular el campo creado por un cilindro de revolución, de radio R y 
longitud infinita, cuya superficie está cargada uniformemente con una 
densidad superficial de carga o . 

SOLUCION 

E(r)=Ro/E
0

r 

E=O 

r) R 

r ( R 

P .11.11. Sea un dipolo de carga ± q separadas una distancia a . Calcular el flujo 

del campo eléctrico creado por dicho dipolo a través de la superficie 
equipotencial V= O. (Calcúlese por integración directa y por aplicación 
del teorema de Gauss). 

SOLUCION 
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P.11.12. Sea S una superficie cerrada y P un punto de S. En P se situa una 
carga puntual q. Calcular el flujo del campo creado por q a través de 
S. 

SOLUCION 

P .11.13. La abnósfera terrestre contiene cargas libres, repartidas de forma uniforme 
con densidad volumétrica p . Determinar p sabiendo que la diferencia de 

potencial entre el suelo y un punto P situado a 100 m de altura es 
VP - V0 = 9500V. El campo eléctrico junto al suelo vale 100 V/m y va 

dirigido hacia el interior. 

SOLUCION 

p=8'85-10-13 C/m3 

P.11.14 Entre los planos x = O y x = d existe una distribución volumétrica de 
carga de densidad 

Calcular E(x) y V(x) entre dichos planos sabiendo que V(x =O)= V1 y 

que V(x=d)=V2 

SOLUCION 

P x2 V -V p d 
E(x) =-º-+ 1 2 o 

2dE0 d 6E0 
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V(x)= 0 
-

1 2 --º- x+V1 
-p x

3 [V -V p d] 
6dE0 d 6E0 
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, 
CAPITULO 12 

CONDUCTORES CARGADOS EN EQUILIBRIO 

12.1. Conductores y dieléctricos. Metales 

Experimentalmente puede comprobarse que determinadas sustancias poseen la 
propiedad de permitir el movimiento de cargas eléctricas a través de ellas, mientras 
que otras impiden tal flujo. Las primeras reciben el nombre de conductores, y las del 
segundo tipo se denominan dieléctricos. 

De entre las muchas sustancias dieléctricas podemos destacar las siguientes: 
aire seco, plásticos, ebonita, resina, porcelana, los hidrocarburos, etc. Por el 
contrario, son conductores los metales y sus aleaciones, las soluciones acuosas de 
ácidos, bases y sales, etc. 

La diferencia radical entre el comportamiento de un conductor y de un 
dieléctrico ante un campo eléctrico exterior hay que buscarla en la misma estructura 
de la materia, que será explicada con detalle en la última parte de este libro. No 
obstante, a los efectos que nos ocupan, estudio desde el punto de vista macroscópico 
de los fenómenos electrostáticos en la materia, admitiremos un modelo simplificado 
según el cual los conductores poseen cargas libres susceptibles de ser puestas en 
movimiento bajo la acción de cualquier campo eléctrico, por débil que éste sea. Por 
el contrario, en un dieléctrico, las cargas eléctricas que forman parte de los átomos o 
moléculas que lo constituyen están ligadas a los mismos. 

De esta forma, al aplicar un campo eléctrico a un conductor, sus cargas libres 
se desplazarán, no alcanzándose el equilibrio electrostático hasta que el campo 
eléctrico en el interior del conductor se haya anulado. En un dieléctrico, las cargas 
no pueden desplazarse de un átomo a otro y la fuerza eléctrica que aparece bajo la 
acción de un campo eléctrico· exterior no produce más efecto que una ligera 
redistribución de cargas en el seno de los átomos o moléculas a los que pertenecen. 
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En esta lección nos ceñiremos al estudio del equilibrio en conductores metálicos. 
Los metales están formados por iones positivos que ocupan posiciones fijas según 
un orden regular, dando lugar a una red cristalina. Los electrones que se han 
desprendido de los átomos metálicos circulan libre y desordenadamente en el seno 
del conductor. Dichos electrones libres aparecen en gran número (del orden de un 
electrón libre por cada átomo) formando una especie de "gas electrónico" que es el 
responsable de los fenómenos de conducción eléctrica. 

En condiciones normales, en un volumen dado del conductor existe tanta carga 
positiva (debida a los iones fijos) como negativa (electrones libres). El metal es 
eléctricamente neutro. Un metal puede cargarse negativamente si, por cualquier 
procedimiento, se añade un exceso de electrones libres. Del mismo modo, una región 
con electrones en defecto aparecerá cargada positivamente. 

12.2. Equilibrio de un conductor 

De lo expuesto anteriormente se deduce que, para que un conductor se 
encuentre en equilibrio electrostático es preciso que el campo eléctrico en su interior 
sea nulo 

E=O (12.1) 

La ecuación (12.1) implica, teniendo en cuenta la definición de potencial 
electrostático, que 

V=cte (12.2) 

es decir, el volumen del conductor es equipotencial y la superficie que lo limita es 
una superficie equipotencial. 

Por otra parte, a partir de la expresión diferencial del teorema de Gauss, en 
cualquier punto del conductor se cumple que 

- p 
divE=O=-➔ p=O 

Eo 
(12.3) 

es decir, la densidad volumétrica de carga en el interior del conductor es nula en 
todos sus puntos. Este resultado implica que en cualquier elemento de volumen del 
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conductor existen tantas cargas negativas (electrones libres) como positivas (iones 
fijos) siendo su carga neta nula. Si el conductor está cargado, esta carga no 
compensada debe estar distribuida sobre la superficie. 

Los resultados precedentes siguen 
siendo válidos en el caso de un conductor 
con una cavidad que no contiene cargas 
(Fig. 12.1). En efecto, la superficie in­
terior es equipotencial y el potencial 
dentro de la cavidad debe ser constante (lo 
contrario implicaría la existencia de un 
máximo o un mínimo de potencial en una 
región sin cargas, lo que, como se 
explicará más adelante, es imposible). Por 
continuidad, dicho potencial es el del 
conductor. 

Al ser el potencial uniforme, el 
campo eléctrico es nulo, no sólo en el 
conductor sino también en la cavidad. 

Finalmente, la densidad superficial 
de carga en la superficie interior es nula, 
como puede comprobarse al aplicar el 
teorema de Gauss a una superficie 
cerrada S como la mostrada en la figura 
12.1; el flujo a través de S es nulo 

(E = O) , y al no haber cargas en la ma­

sa conductora, ni en la cavidad, tampoco 
las habra sobre la superficie interior del 
conductor. 

En definitiva, en un conductor en 
equilibrio, con o sin cavidad, el potencial 
es uniforme, el campo eléctrico es nulo 
así como la densidad volumétrica de 

Fig.12.1 

/ VACIO 

Fig.12.2 

carga; toda la carga neta del conductor se encuentra distribuida sobre su superficie 
exterior. 
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12.2.1. Teorema de Coulomb 

A partir de los resultados precedentes puede obtenerse una expresión del campo 
eléctrico en un punto infinitamente próximo a la superficie del conductor. 

Supóngase un conductor cargado. Toda la carga está distribuida sobre su 
superficie: denominaremos cr a la correspondiente densidad de carga. Por otra 
parte, al ser la superficie del conductor equipotencial, las líneas de campo son 
perpendiculares a la misma. 

Apliquemos el teorema de Gauss a una superficie como la mostrada en la figura 
12.2, un cilindro de bases, dS, paralelas a la superficie del conductor cuya 
generatriz es perpendicular a dicha superficie. El flujo del campo eléctrico a través 
de la superficie exterior de este cilindro es 

ya que el flujo a través de la superficie lateral es nulo. La carga encerrada en el 
cilindro es 

dq =crdS 

Por tanto, a partir del teorema de Gauss se deduce que 

(12.4) 

resultado que constituye el denominado teorema de Coulomb. 

Si se designa por Ün al versor normal a la superficie del conductor y dirigido 

hacia afuera, la ecuación (12.4) puede escribirse como 

(12.5) 

Obsérvese que E va dirigido hacia el exterior o hacia el interior del conductor 
según que cr sea positiva o negativa, respectivamente. 
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Hay que señalar que el campo evaluado por (12.4) y (12.5) es el creado por 
toda la carga superficial del conductor. Dicho campo puede ser considerado como la 

superposición de dos campos E 1 y E2 . E 1 es el creado por las cargas próximas a 

P y situadas en el disco dS, intersección del cilindro antes considerado con la 

superficie del conductor. El resto de la superficie del conductor crea el campo E2 • 

El campo E1 puede ser calculado fácilmente (ver problema 11.7) y su valor es 

Por tanto, el campo E2 , creado por el resto de las cargas superficiales del 

conductor es 

(12.6) 

Finalmente, cabe señalar que la expresión (12.5) del campo E es válida con 
independencia de que el conductor se encuentre o no en presencia de otros 
conductores cargados o cargas puntuales . Ahora bien, si hay otras cargas, el campo 

E2 es entonces el producido por todas las cargas, excepto aquellas ubicadas en el 

elemento de superficie dS próximo al punto P. 

12.2.2. Presión electrostática 

Como se ha indicado anteriormente en un conductor en equilibrio, cada 
elemento de superficie dS cargado con una densidad de carga cr , crea en su 

vecindad un campo E 1 = cr / 2 E0 mientras que el resto de las cargas del conductor 

crean un campo E2 = cr / 2 E0 • Por tanto, la carga dq = cr dS de dicho elemento 

está sometida a una fuerza 

(12.7) 

Dicha fuerza es perpendicular a la superficie del conductor y va dirigida hacia 
el exterior. Se denomina presión electrostática a la fuerza por unidad de superficie 
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(12.8) 

La existencia de estas fuerzas puede comprobarse en el caso de conductores 
deformables. Por ejemplo, si se carga una pompa de jabón, ésta aumentará de 
tamaño en el momento de carga. 

12.3. Fenómenos de influencia electrostática 

Sea un conductor C, no car­
gado, en cuyas proximidades se ha 
situado una carga puntual q (Fig. 
12.3). Esta carga crea en todo punto 

del espacio un campo eléctrico E . 
Dicho campo desplaza a los 
electrones libres del conductor, de 
forma que aparece sobre su 

Fig. 12.3 superficie una distribución superfi-
cial de carga como la que se muestra 

en la figura. El movimiento de cargas en el conductor cesa en el momento en que el 
campo en su interior se anula, esto es, cuando la distribución superficial de cargas 

originada sobre el conductor crea un campo E' igual y opuesto al campo E creado 
por la carga puntual. Se dice que el conductor C se ha cargado por in-fluencia. 

Una vez alcanzado el equilibrio se cumplen las propiedades antes estudiadas: 
campo nulo en el interior del conductor, potencial uniforme en él y distribución 

+ 

Fig.12.4 
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superficial de cargas. Obsérvese 
que, si bien han aparecido cargas 
sobre la superficie de C, su car­
ga neta sigue siendo nula. 

Un fenómeno similar podría 
obtenerse si se acerca un con­
ductor neutro, C 2 , a otro con-

ductor cargado C1 . El campo 

eléctrico creado por las cargas de 
C 1 da lugar a la aparición de 



Conductores cargados en equilibrio 

cargas superliciales sobre C2 • A su vez, el campo eléctrico creado por las cargas 

que aparecen en C2 por influencia altera la distribución de cargas de C1 (Fig. 

12.4). En definitiva, la influencia electrostática supone una modificación de las 
distribuciones superliciales de carga en los dos conductores, de forma que el campo 
creado en cada conductor por todas las cargas (las propias y las del otro) sea nulo. 

Pasemos a estudiar una importante propiedad que relaciona las cargas 
superliciales que aparecen en los conductores por influencia: el teorema de los 
elementos correspondientes. 

Sean dos conductores C1 y C2 que presentan influencia (Fig. 12.5). Considé­

rese sobre C1 un elemento de superlicie dS2 • Las lineas de campo que parten de 

dS 1 forman un tubo de campo que, al llegar a C2 , delimita un elemento de super­

ficie dS 2 • En estas condiciones, se dice que dS 1 y dS 2 son elementos corres­
pondientes. 

Aplicando el teorema de Gauss a la 
superlicie cerrada formada por el tubo de 
campo y las superlicies L'. 1 y L'.2 , 

tomadas en el interior de C1 y C2 , re­
sulta obvio que el flujo del campo a 
través de dicha superlicie es nulo; por 
tanto 

siendo dq 1 y dq 2 

elementos dS 1 y 

mente. En definitiva 

las cargas de los 

dS 2 , respectiva-

VACIO 

Fig.12.5 

es decir, dos elementos correspondientes tienen cargas iguales y opuestas. 

(12.9) 
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Cuando el conductor C 2 rodea totalmente al conducto C 1 entonces la in­

fluencia entre ambos es total. 

Si el conductor C 1 está cargado positivamente, con carga total Q, entonces 

sobre la superficie interior de C2 , S2 aparecerá una carga -Q. 

Fig.12.6 

Este resultado es una conse­
cuencia del teorema de los elementos 
correspondientes, ya que todo ele­
mento de S1 tiene su correspon-diente 

en S2 y su viceversa. 

En el caso en que la carga total de 
C2 sea Q2 , la superficie ex-terior, 

Sí, tendrá una carga total Q 2 + Q, 

mientras que la · superficie interior 
siempre tendrá una carga - Q , igual 

y opuesta a la de C 1 . 

12.4. Equilibrio de un sistema de conductores 

12.4.1. Planteamiento del problema 

V(x,y_z) -E!x,y,z) 

Fig.12.7 
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Sea un conjunto de n conduc­
tores cargados y en equilibrio. El 
estudio del equilibrio de dicho siste­
ma tiene como fin la determinación 
de la función potencial V(x,y,z) en 
cualquier punto del espacio, así 

como del campo eléctrico E y de 
las densidades superficiales de car­
ga de cada uno de los conductores. 

Como punto de partida para la 
resolución de este problema se 
suponen conocidos alguno de los si­
guientes datos: 
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- Potencial V¡, de cada conductor, o bien 

- Carga total, Q¡, de cada conductor. 

El problema anterior queda resuelto si se obtiene la función V(x,y,z) que veri­
fica en todos los puntos del espacio la ecuación de Laplace y que es compatible con 

las condiciones de contorno impuestas. Una vez conocido V(x,y,z), el campo E 
queda determinado por la relación E = -grad V . La densidad superficial de carga 

en el conductor i-ésimo puede obtenerse calculando el campo eléctrico en la 
vecindad de su superficie y aplicando el teorema de Coulomb: 

En definitiva, desde el punto de vista matemático, el problema del equilibrio 
puede plantearse y resolverse como sigue: 

a) Si los datos de partida son los potenciales V¡ de cada conductor, se trata 

de obtener una solución de la ecuación de Laplace, /l V = O , que verifique 
las condiciones 

V(P) = V¡ 

voo = 0 

VP ES¡ 

donde S¡ es la superficie del conductor i-ésimo. 

(i = 1,2, ... n) 

b) Si los datos conocidos son las cargas totales de cada conductor, Q¡, la 

solución de la ecuación de Laplace debe verificar las siguientes condiciones 

J'f cr- dS- = J'f -E grad V dS- = Q-Js¡ 1 1 Js¡ o 1 1 
(i = 1,2, ... n) 

donde cr¡ = -E0 grad V es la densidad de carga en la superficie del 

conductor i-ésimo. 
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Hay que señalar que la resolución de estas ecuaciones presenta a menudo 
grandes dificultades matemáticas. No obstante, existen algunso procedimientos que 
permiten, en algunos casos, evitar la integración de la ecuación de Laplace. 

12.4.2. Propiedades del equilibrio de un sistema de conductores 

A continuación expondremos, sin demostración, algunas propiedades de las 
soluciones de el problema de equilibrio entre conductores, propiedades de gran 
importancia, tanto desde el punto de vista teórico como práctico. 

198 

a) Existe solución y ésta es única. Es decir, dado un conjunto de conductores 
cargados, existe una y sólo una función que verifique la ecuación de 
Laplace y las condiciones de contorno impuestas ( cargas o potenciales de 
los conductores). 

b) Superposición de los estados de equilibrio. Consideremos un conjunto de 
conductores y dos estados de equilibrio: 

- Estado 1, caracterizado por unos potenciales de los conductores V { , 

cuya solución es V'(x,y,z) . 

- Estado 2, caracterizado por unos potenciales V{' y cuya solución es 
V"(x,y,z). 

Entonces, la solución de otro estado 3, en el cual los potenciales de los 
conductores son V¡ = a V{+ f3 V{' es 

V = aV'+f3V" (12.10) 

La superposición no afecta sólo al potencial, sino también al campo eléc­
trico y a la distribución de cargas. Así, si para el estado 1 se tiene un 

campo y unas densidades superficiales de carga E'(x,y,z) ·, cr¡ _. ,:,~.ni 

el estado 2, E"(x,y,z) y cr¡', entonces el camr- · df':r ·,-~_.}c.~:· ~, .. ,.r. 
para el estado 3 serán 
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(12.11) 
- '+P. 11 O¡ - UO¡ pO¡ 

El principio de superposición tiene su justificación matemática en la linea­
lidad de la ecuación de Laplace. 

c) El potencial V no puede tener máximos ni núnimos relativos en puntos 
donde no hay cargas, como puede comprobarse fácilmente a partir del 
teorema de Gauss. 

d) · Imágenes eléctricas. Sea 
C2 

un sistema de conducto- Sistema 1 

GJ' res, C ¡ , cuyos potencia-
C1 2 

les son V¡ (i = 1,2, ... n). o Denominaremos s. a la (0 1 

superficie del conductor s 
i-ésimo. 

Consideremos ahora otro 
Sistema 2 et;:), 

sistema 2, idéntico al an- V2 
terior salvo por el hecho s,~- -, 
de que uno de los ,' •q ' 

(0' conductores, C 1 

. • 3 \ 
por - \ q, .q2/ 

ejemplo, ha sido sustitu-
/ , __ ., 

ido por un conjunto v, 
de cargas puntuales 

q¡,q2,· ··· situadas en el Fig.12.8 
interior de S 1 de forma 

que el potencial sobre S1 sigue valiendo V1 (Fig. 12.8). En estas condi­

cime:-,, la ~olución correspondiente al sistema 2, V(x,y,z), es idéntica, en 
~odos los pu ·1tos exteriores a S 1 , a la solución correspondiente al sistema 

l. Se dice que c1 c,mjüDto de cargas puntuales q 1 , q 2 , q 3 .. . que sustituye 

a las cargas de C 1 en el sistema 1 es la imagen eléctrica de dicho 

conductor. 
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Ejemplo 12.1 

Equilibrio de un sistema de conductores por integración de la ecuación de 
Laplace. 

X 

Fig.12.9 

Sea el sistema de la figura 12.9, 
formado por dos conductores con dos 
superlicies planas y paralelas, de dimensión 
infinita, separados una distancia d. 

Sabiendo que el conductor C1 está a 

potencial V1 y que el conductor C2 está 

a potencial V 2 , calcular el campo y 

potencial electrostático en el espacio 
comprendido entre los dos conductores, así 
como la densidad superficial de carga en 
cada uno de ellos. (Admítase que V1 ) V 2 ) . 

Solución: Por razones de simetría, las 
superficies equipotenciales son planos 
paralelos a las superficies de los con­

ductores, y el campo eléctrico sólo tendrá componente en x. En definitiva 

V= V(x) 

Por tanto la ecuación de Laplace /l V = O queda, en este caso como 

d2 V 
- =O 
dx2 

ecuación cuya integral es 

donde k 1 y k 2 son dos constantes. Para la determinación de dichas constantes se 

parte de las condiciones de contorno: 
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V(x=O)= V1 

V(x=d)=V2 

En definitiva, las constantes resultan ser 

Por tanto el potencial en el espacio entre conductores es 

El campo eléctrico E (x) se calcula como E = -grad V 

- dV-: V1 - V2 -: 
E=--1=---1 

dx d 

es decir, en este caso el campo es uniforme. 

Una vez calculado el campo eléctrico, la densidad superficial de carga en cada 
conductor se obtiene a partir del teorema de Coulomb: 

Así, para el conductor C 1 , 

- V1 - V2 -: 
E=---1 

d 

siendo ü O = i , por tanto 
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En el caso del conductor C 2 , el campo toma el mismo valor, pero 

Por tanto 

Obsérvese que o 1 = -o 2 , ya que la influencia entre los dos conductores es 

total. 

Ejemplo 12.2 

Equilibrio en un sistema de conductores en el que se conocen las distribuciones 
de carga. 

Fig.12.10 

Sea el sistema de la figura 12.11 
constituido por una esfera conductora 
maciza, de radio R 1 y una esfera 

hueca de radios R 2 y R 3 , con­

céntrica con la anterior. La carga de la 
esfera maciza es Q 1 y la de la esfera 

hueca Q 2 . Determinar el potencial 

en cada punto del espacio. 

Solución: Por razones de simetría las 
superficies equipotenciales son 
superficies esféricas con centro en O: 
V = V(r). Además, las cargas que 
aparecen sobre cada una de las su­
perficies métalicas están distribuidas 
uniformemente. 

La carga Q 1 de la esfera de radio R 1 está distribuida sobre su superficie. 

Puesto que la influencia entre C 1 y C 2 es total, en la superficie interior de 

C 2 aparece una carga -Q1 distribuida uniformemente. Sobre la superficie 
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exterior de C2 aparece una carga Q1 + Q2 . De esta forma, la carga total de C 2 

es -Q1 +Qz +Q1 = Qz. 

En definitiva, el sistema de la figura equivale a tres distribuciones superficiales 
y esféricas de carga: una de radio R 1 con carga total Q1 , y otra de R 2 con 

carga -Q1 y una tercera de radio R 3 y carga total Q1 + Q 2 . 

El potencial creado por tales distribuciones en cada punto del espacio P, 
situado a una distancia r de O, es según los resultados del problema 11.9. 

Obsérvese que V es uniforme en los puntos de cada conductor ( casos a y c) 
pero varía en el exterior de los conductores (casos by d). 

Ejemplo 12.3 

Método de las imágenes eléctricas. 

Sea un plano conductor 1t conectado a tierra, y una carga puntual q situada a 
una distancia d de dicho plano. 

Calcular la densidad superficial de carga que aparece sobre 7t por influencia. 
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V=O 
7[ 

-q -i---------lt----~-L..-_) 

t 
Imagen 

d d 

Solución: El plano 1t divide al espacio en 
dos partes: una parte exterior en la que se 
encuentra situada la carga q y una zona 
interior a la izquierda de 1t (Fig. 12.11). El 
plano 1t se encuentra a potencial nulo por 
estar conectado a tierra. 

Dicho plano puede ser sustituido por 
una o varias cargas puntuales situadas en 
la zona interior, de forma que el potencial 
creado por dichas cargas "imagen" más el 
creado por q sea nulo en cualquier punto 
P de 1t. 

El número y situación de tales cargas 
imagen resultan evidentes en este caso. En 

Fig. 12.11 efecto, teniendo en cuenta el estudio del 
dipolo realizado en la lección anterior, una carga -q, simétrica de q con respecto 

a 1t origina un potencial nulo en cualquier punto P de 1t . Dicha carga -q consti­

tuye la imagen eléctrica del plano conductor 1t . 

El campo eléctrico en P se calcula a partir de los campos creados por q y 
-q. 

pero 

q 
cosa= 2 2 112 

(r +d ) 

por tanto, 

dicho campo es perpendicular a 1t y dirigido hacia el interior. 
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A partir del teorema de Coulomb, la densidad de carga sobre 1t es 

cr = E E = ___ q_d __ 
o 21t(r2 +d2)3l2 

negativa, puesto que E va dirigido hacia el interior 

12.5. Pantallas eléctricas 

Considérese un conductor hueco, 
C, que se mantiene a potencial cons­
tante (conectándolo a tierra, por 
ejemplo). En estas condiciones, C 
constituye lo que se denomina una 
pantalla eléctrica ya que, como se 
demostrará más adelante, el potencial 
V(x,y,z) en el interior de la cavidad es 
independiente de la existencia y 
pos1c1on de cargas en el espacio 
exterior y viceversa, el potencial 
V(x,y,z) en el exterior es inde­
pendiente de la existencia y posición 
de cargas dentro de la cavidad. 

q~ 
• 

P' 
• 

q/ 
• 1 

1 
.q2 

Fig.12.12 

e 

En definitiva, un conductor hueco conectado a potencial constante divide el 
espacio en dos regiones completamente independientes desde el punto de vista 
electrostático . . 

La demostración del efecto pantalla puede realizarse fácilmente a partir del 
principio de superposición de los estados de equilibrio. Supóngase, por ejemplo, el 
estado representado en la figura 12.12; un conductor hueco conectado a tierra, con 
n cargas en el interior y un conjunto de m cargas en el exterior. Dicho estado 
puede descomponerse en dos (Fig. 12.13): 

Estado 1, en el que el conductor C está conectado a tierra y se han 
suprimido las cargas interiores. En estas condiciones , el potencial en el 
interior de la cavidad es nulo (ver apartado 12.2) para cualquier distribu-
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ción exterior de cargas. La superficie exterior del conductor tiene una 
densidad superficial de carga ºÍ y la superficie interior está descargada. 

.P' 

V=O 

.P' 

Fig.12.13 

El potencial en un punto P', 
exterior, es V1 (P') . 

Estado 2, el conductor está 
conectado a tierra y se supri­
men las cargas exteriores. 
Puesto que la superficie exte­
rior del conductor está a 
potencial nulo y no hay 
cargas en el exterior, el po­
tencial será nulo en cualquier 
punto del exterior. Asimis­
mo, son nulos el campo eléc­
trico fuera del conductor y la 
densidad superficial de carga 
de la superficie exterior 
(o2 = 0). 

La superficie interior está cargada con una densidad o 2 y el potencial de un 

punto cualquiera dentro de la cavidad es V 2 (P) . 

Al superponer los dos estados se tiene que: 

a) El potencial en el punto P' es 

V(P') = V1 (P') + V2 (P') = V1 (P') 

es decir, es independiente de la existencia de cargas en el interior. 

b) El potencial en el punto P es 

no depende de las cargas exteriores. 
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c) Las dimensiones superficiales de carga que aparecen sobre las superficies 
interior y exterior de C son, asimismo, independientes de la existencia o 
no de cargas en el exterior o interior de C, respectivamente 

Las aplicaciones del efecto de pantalla son numerosas, por ejemplo, para aislar 
aparatos de medida de posibles influencias exteriores. Asimismo, los hilos de 
conexión entre aparatos suelen estar rodeados de una malla metálica denominada 
blindaje que elimina cualquier perturbación de tipo eléctrico. 
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PROBLEMAS 

P.12.1. Una esfera conductora, de radio R 1 y carga Q se une mediante un hilo 

conductor, de capacidad despreciable, a otra esfera de radio 
R 2 (R2 (R 1), inicialmente descargada. Suponiendo que las esferas están 

lo suficientemente alejadas entre si para que los fenómenos de influencia 
sean despreciables, calcular: 

a) Cargas Q1 y Q2 de cada esfera; 

b) Potencial; 

c) Densidad superficial de carga en cada esfera. 

SOLUCIÓN 

a) 

b) 

c) O' 1 
Q 

P.12.2. Un sistema está formado por dos esferas conductoras concéntricas. La 
esfera exterior de radio R1, tiene una carga Q. La esfera interior tiene 

como radios interior y exterior R2 y R 3 , respectivamente. Calcular la 

carga total Q' de la esfera exterior, para que el potencial de la esfera 

interior sea nulo. ¿Cuánto vale el potencial de la esfera exterior? 
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SOLUCIÓN 

P.12.3. Sea una esfera conductora, con centro en O y radio R. Dicha esfera, que 
se encuentra conectada a tierra (potencial nulo) está sometida a la 
influencia de una carga puntual q, situada a una distancia d de O. 

Calcular la carga Q que adquiere la esfera por influencia. 

SOLUCIÓN 

Q=-qr/d 

P.12.4. Sea un sistema como el de la figura, formado por tres placas conductoras 
idénticas y paraleias. Las placas exteriores están conectadas mediante un 

hilo, mientras que la placa interior 

210 

permanece aislada y cargada con una 

c=============1 densidad superficial de carga a . 

2 d, 

d2 
3 

Fig.12.4 

Determinar las densidades de carga O"¡ y 

o- 2 , a cada lado de la placa interior. 

SOLUCIÓN 

ad1 
O"z =---

d1 +d2 



P.12.5. La figura muestra un sistema 
formado por cuatro placas 
métalicas idénticas, paralelas y 
separadas cada una de la 
siguiente una pequeña distancia, 
d. Inicialmente, todas las placas 
están descargadas. Las placas 
extremas se unen mediante un 
hilo, mientras que las placas 
interiores se conectan a un 
generador, de forma que la ddp 
entre ellas es V. Calcular: 

a) Densidad superficial de carga 
en cada placa. 

b) V al ores del campo eléctrico 
entre las armaduras. 

SOLUCIÓN 

a) 

b) 

P.12.6. Dado el sistema de la figura, 
calcular la carga total Q de 
la esfera. 

SOLUCIÓN 

Conductores cargados en equilibrio 

+. V -

1 2 3 4 

O 1+---l-li---H--~4-----:x:-:--

Fig.12.5 

Fig.12.6 
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~ 

CAPITULO 13 

CAPACIDAD. CONDENSADORES 

13.1. Capacidad de un conductor aislado 

Sea un conductor de carga Q y potencial V, situado en el vacío, sin in­
fluencia alguna de otros conductores o cargas. 

Se define como capacidad del conductor, C, al cociente 

C=Q/V (13.1) 

siendo una .característica del conductor que tan sólo depende de su forma y tamaño. 
Es decir, la relación Q / V es constante, independiente de la carga del conductor. 

Así, a partir del principio de superposición de los estados de equilibrio, resulta evi­
dente que al multiplicar la carga por un factor cualquiera, A , el potencial del con­
ductor se multiplica por el mismo factor, permaneciendo constante la relación 
Q/V. 

La ecuación de dimensiones de la capacidad es 

Su unidad, en el S.I., es el culombio/voltio, denominado faradio (F). En la 
práctica se utilizan sus submúltiplos: el microfaradio (µF) , el nanofaradio (nF) y 

el picofaradio (pF), que equivalen a 10-6 F, 10-9 F y 10-12 F, respectivamente. 

En el caso de un conductor esférico, de radio R y carga Q el potencial es 

V=-1- Q 
41tEO R 
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Por tanto, su capacidad es 

resultando ser directamente proporcional al radio de la esfera. 

Así, y para hacernos una idea del orden de magnitud de lF, si dicha esfera 
fuese la Tierra, supuesta conductora, su capacidad sería de tan sólo 

C = 41tc 6'37 -106 =7'1 · 10-4F o 

es decir, menos de una milésima de faradio. 

13.2. Condensador. Capacidad de un condensador 

Se denomina condensador al sistema 
formado por dos conductores con influen­
cia total. Los dos conductores se 
denominan armaduras. 

La figura 13.1 muestra un con­
densador en el que la armadura interior 
(1) tiene una carga total Q, siendo su 
potencial V1. Debido a la influencia to­

tal, la superficie interior de la armadura 
(2) tiene una carga -Q ; su potencial es 

V2. 

Por aplicación del pnnc1p10 de su-
perposición de los estados de equilibrio, Fig. 13.1 
resulta evidente que la relación 
Q / (V1 - V 2 ) es constante. Dicha relación se llama capacidad el condensador, C 

(13.2) 
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La ecuación de dimensiones de la capacidad de un condensador es la misma que 
la estudiada en el apartado anterior. Se mide en faradios. 

A continuación se calculan las capacidades de algunos tipos de condensadores. 

13.2.1. Condensador plano 

Un condensador plano está constituido 
por dos armaduras con superficies planas, 
paralelas y de dimensiones infinitas. En estas 
condiciones, y tal como se estudió en el 
ejemplo resuelto 12.1, el campo eléctrico 
entre las armaduras es uniforme y vale 

siendo o la densidad superficial de carga, 
uniforme, de la armadura (1). 

La diferencia de potencial entre las ar­
maduras es 

(1) ( 2) 

+Q -Q -E 

X 

d 

Fig.13.2 

Por tanto, para una porción del condensador de área S, y carga Q = o S, la 

capacidad es 

C= Q = oS = E 0 S 
V od / E0 d 

(13.3) 

En la práctica, resulta imposible construir un condensador con armaduras de 
"dimensiones infmitas" (condición necesaria en un condensador plano para que la 
influencia sea total). 

No obstante, la expresión (13.3) constituye una buena aproximación en el caso 
de un condensador con armaduras de superficie S, siempre que las dimensiones de 
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las armaduras sean muy superiores a la distancia que las separa: en tales 
condiciones pueden despreciarse los efectos de bordes. 

13.2.2. Condensador esférico 

Fig.13.3 

y la capacidad 

Está formado por dos conductores 
esféricos concéntricos, de radios R 1 y 

R2 , respectivamente (Fig. 13.3). Te­

niendo en cuenta las condiciones de 
simetría, la carga de ambas armaduras 
está distribuida uniformemente, y el 
campo eléctrico es radial. Por aplica­
ción del teorema de Gauss, dicho cam­
po es 

E=-1- _g_ 
47tco r 2 

Por tanto, la ddp entre las arma­
duras es 

(13.4) 

Si las dos armaduras están muy próximas, es decir, si R 2 - R1 = d es muy 

pequeño frente a R1, entonces puede admitirse que R 1 z R2 , y (13.4) se escri­
be como. 

C=47tc R2 = co S 
0 d d 

(13.5) 

expresión idéntica a la obtenida para un condensador plano. 
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13.2.3. Condensador cilíndrico 

Sus armaduras tienen superficies 
cilíndricas coaxiales, de radios R 1 y R 2 y 

de longitud teóricamente infinita. Sean V1 y 

V2 los potenciales de dichas armaduras y 

consideremos una porción de condensador de 
longitud L. La carga de dicha porción es Q 
en la armadura interior y -Q en la exterior. 

El campo entre las armaduras es radial. 
Aplicando el teorema de Gauss, su módulo es 

E=-1- __g__ 
2m::0 rL 

y la ddp entre las armaduras 

Por tanto, la capacidad resulta 

C= Q = 2m::º L 
v1 - v2 ln(R2 ; R 1 ) 

Capacidad. Condensadores 

Fig.13.4 

(13.6) 

Si las dos armaduras están muy próximas (R2 - R 1 = d es muy pequeño 

frente a R 1) , entonces 

y la expresión (13.6) se transforma en 

(13.7) 
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ecuación idéntica a la (13.3) y (13.4). 

13.2.4. Condensador de forma cualquiera 

Considérese un condensador de forma cualquiera cuyas armaduras están 
separadas una distancia d, constante y muy pequeña frente a las dimensiones de las 
armaduras. 

Las lmeas de campo son aproximadamente, segmentos rectilíneos que parten de 
(1) y llegan a (2). El módulo del campo eléctrico es 

Fig.13.5 

E = _V_1 _-_V_2 
d 

Pero teniendo en cuenta que d es muy 
pequeña, 

luego 

de donde se deduce que 

13.3. Asociación de condensadores 

La figura 13.6 muestra el símbolo utilizado para representar un condensador en 
los esquemas de circuitos eléctricos. 
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Se denomina capacidad equivalente de un 
sistema de condensadores a la capacidad de un 
condensador único tal que, al ser cargado a la 
misma ddp del sistema, almacena la misma 
carga. 

En este apartado nos ceñiremos al estudio 
de los dos tipos de asociación de conden­
sadores más frecuentes: asociación en serie y 

· asociación en paralelo. 

13.3.1. Asociación en paralelo 

Las armaduras de los condensadores 
se unen como se muestra en la figura 13. 7, 
de forma que todos ellos están sometidos a 
igual ddp, V A - VB . La carga total del 

sistema, Q, es la suma de las cargas de 
cada uno de los condensadores 

n 

Q = L Q¡ =(VA -VB)L C¡ (13.8) 
i i 

Si se sustituye esta asociación de 
condensadores por el condensador 
equivalente, al aplicar la diferencia de 
potencial V A - V B tomaría la carga Q. 

Por tanto, teniendo en cuenta (13.8) 

Q = (VA - VB)C=(VA -VB)L C¡ 
i 

Luego 

C = LC¡ 
i 

A 

Capacidad. Condensadores 

Fig.13.6 

+ -e, 

B 

On 

Fig. 13.7 

(13.9) 

Es decir, la capacidad equivalente a un conjunto de condensadores asociados en 
paralelo es la suma de las capacidades de los conductores que forman la asociación. 
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13.3.2. Asociación en serie 

Las armaduras de los condensadores se conectan como se muestra en la figura 
13.8. 

Fig.13.8 

Por tanto, la ddp total es 

Supongamos que los condensa­
dores están inicialmente descargados y 
que se establece entre los extremos de 
la asociación una ddp, V A - V 8 • 

Por el propio proceso de carga, todos 
los condensadores de la asociación 
tomarán la misma carga Q. La dife­
rencia de potencial en bornes del con­
densador i-ésimo es V¡ = Q / C¡. 

(13.10) 

Y, si se sustituye la asociación por el condensador equivalente, de capacidad C 

expresión que, comparada con Ia (13.10), da lugar a 

1 n 1 
-=I-
c i=l C¡ 

(13.11) 

Es decir, la capacidad equivalente a un conjunto de condensadores asociados en 
serie es tal que su inversa es igual a la suma de las inversas de las capacidades de 
los condensadores del sistema. 
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13.4. Energía electrostática 

13.4.1. Energía de un conductor cargado 

Tal como se indicó en la lección 11, el trabajo que realizan las fuerzas 
elestrostáticas al desplazar una carga q desde un punto A hasta otro B , con 
potenciales V A y V B , respectivamente, es 

Si VB ) V A, el trabajo resulta ser negativo, lo que indica que, para llevar una 

carga puntual positiva desde un punto de menor hasta otro de mayor potencial, hay 
que realizar un trabajo contra las fuerzas del campo. 

Así, para incrementar en dq la carga de un conductor que ya se encuentra a un 
potencial V será preciso realizar el trabajo correspondiente al desplazamiento de 
una carga dq desde el infinito (potencial cero) hasta el conductor (potencial V). 
Dicho trabajo es ¡ 

dW=Vdq (13.12) 

Por otra parte, como la relación entre la carga y el potencial del conductor es 
constante, C = q / V , la (13.12) puede expresarse como 

dW=q dq/C (13.13) 

El trabajo necesario para cargar el conductor con una carga total Q es, pues, 

(13.14) 

Esta expresión proporciona la energía almacenada en el conductor cargado y, 
teniendo en cuenta la definición de capacidad, dicha expresión puede transformarse 
en 

(13.15) 
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13.4.2. Energía de un condensador 

El proceso de carga de un condensador puede representarse como el paso de 
cargas positivas desde la armadura de menor potencial a la de mayor, para lo cual es 
preciso un aporte de energía que es almacenada por el condensador. 

Supóngase que, en un instante dado, la carga del condensador es q, siendo la 
ddp entre las armaduras q / C . La energía necesaria para incrementar en dq la 

carga del condensador es 

dW=q dq/C 

y la energía almacenada en el condensador para una carga total Q 

W = ÍQ _g__dq = _!_ Q2 
Jo C 2 C 

o bien, teniendo en cuenta la definición de capacidad 

2 
lQ 1( 2 1 . ) W=- -=- V1 -Vz) C=- (V1 -V2 Q 
2 e 2 2 

13.4.3. Localización de la energía electrostática 

(13.16) 

(13.17) 

(13.18) 

En los apartados anteriores se ha definido la energía electrostática de un 
conductor cargado o de un condensador, a partir del trabajo que hay que realizar 
para desplazar las cargas en contra de las fuerzas del campo. Por tanto, parece 
lógico que la energía electrostática se localice en aquellos puntos del espacio en los 
que existe campo eléctrico, es decir, en el espacio entre los conductores. 

Se denomina densidad de energía, w, a la energía almacenada en un campo 
eléctrico por unidad de volumen 

w=dW/dv 

En el caso particular de un condensador plano, cargado y aislado en el vacío, la 
energía almaceneada por el condensador es 
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donde, V1 -V2 =Ed, y C= Eo S 
d 

Por tanto, la energía almacenada es 

(13.19) 

Ahora bien, como el factor Sd = v representa el volumen entre las armaduras, 
la densidad de energía resulta 

(13.20) 

La expresión (13.20) ha sido establecida para un caso particular; no obstante, 
su validez es general. Dicha ecuación permite calcular la energía electrostática W 
por integración, admitiendo que todo elemento de volumen dv contiene una energía 
local igual a 

Ejemplo 13.1 

Sea una esfera conductora ne radio R, con una carga Q. 

a) Calcular la densidad de energía almacenada en el espacio libre. 

b) Calcular la energía total. 

Solución: 

a) El campo eléctrico en un punto situado a una distanciar del centro de la 
esfera es 
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E=O si r ( R 

E=-l _ _9_ si 
47té:o r2 

r) R 

Por tanto, a partir de (13.20) resulta 

w=O si r ( R 

si r) R 

b) Considérese una capa esférica de radio r ) R , espesor dr y concéntrica 

con la esfera. El volumen de dicha capa es 

y la energía almacenada en la misma 

1 Q2 
dW = w dv =-- --dr 

81tco r2 

La enegía almacenada en el espacio que rodea al conductor es, por 
tanto 

l 
W

- Q2 roo dr 
J1 -=----

81tco R r 87té: 0 R 

expresión idéntica a la que se hubiera obtenido a partir de la carga y capa­
cidad del conductor 
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13.5. Fuerza entre armaduras de un condensador 

Sea un condensador plano cuyas armaduras, de superficie S, están separadas 
en el vacio una distancia x. Sea Q la carga del condensador (Fig. 13.9). 

Evidentemente, al estar cargadas las armaduras con cargas opuestas, éstas se 

atraerán con una fuerza f que se calcula a continuación. 

Para ello, consideremos un elemento de 
superficie dS sobre la armadura 1. Según se 
vio en el apartado 12.2.2. Dicho elemento 

está sometido a una fuerza df debida al 
efecto que el campo eléctrico creado por las 
cargas del condensador (excepto las de dS) 
ejercen sobre las cargas ubicadas en dS. 
Esta fuerza es 

donde cr = Q / S es la densidad superficial 

de carga en el elemento dS. La fuerza 
resultante que actúa sobre la armadura 1 es 

dS 

+Q -Q ..... 
~ 
..... 
f s 

..... 
df 

X 

X • 
Un 

Fig.13.9 

la resultante del sistema de fuerzas paralelas distribuidas uniformemente sobre dicha 
armadura. 

(13.21) 

Y, teniendo en cuenta que cr = Q / S , resulta 

(13.22) 

El mismo resultado podría haberse obtenido teniendo en cuenta consideraciones 
energéticas. En efecto, la energía almacenada por el condensador es 
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1 Q2 1 Q2 
X 

W=--=---
2 C 2 E0 S 

Si, manteniendo la carga del condensador constante, se aproximan las 
armaduras una distancia dx, la energía almacenada disminuye en la cantidad. 

1 Q2 
dW=- -dx 

2 E 0 S . 
(13.23) 

Dicha disminución de energía equivale al trabajo realizado por la fuerza f , que 
actúa sobre la armadura 1, en el desplazamiento dx, es decir 

por tanto, 

resultado que coincide con el anteriormente obtenido. 
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PROBLEMAS 

P.13.1. Una esfera conductora de radio R1 se carga a potencial V y se aísla. A 

continuación se conecta, mediante un hilo conductor de capacidad despre­
ciable, a otra esfera conductora de radio R 2 , inicialmente descargada. Ad­

mitiendo que dichas esferas están lo suficientemente alejadas entre sí para 
que los fenómenos de influencia sean despreciables, calcular: 

a) Energía del sistema antes y después de conectar las esferas. 

b) Capacidad del sistema después de conectar las esferas. 

SOLUCIÓN 

a) 

P.13.2. Dada la asociación de la 
figura, calcular: 

a) Capacidad equivalente, 

b) Carga del condensador 
2 si la ddp entre A y 
Bes V. 

SOLUCIÓN 

a) C =3C 
eq 5 

b) Q
2

= ve 
5 

A 

3 

e 

Fig.13.2 
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P.13.3. Un condensador de capacidad C1 es cargado bajo una ddp V1 y aislado. 

A continuación se conecta en paralelo con otro condensador de capacidad 
C2 , inicialmente descargado. Calcular: 

a) ddp de ambos condensadores en el estado de equilibrio. 

b) Energía del sistema antes y después de la asociación. 

SOLUCIÓN 

a) 

b) 

A _____ / 
B 

Fig.13.4 

P.13.4. La figura muestra un conjunto 
de cuatro placas métalicas 
identicas, de superficie S y 
espesor despreciable, situadas 
en el vacío con una separación 
entre placas igual a d. Cal­
cular la capacidad equivalente 
entre AyB. 

SOLUCIÓN 

P.13.5. Repetir el calculo del problema anterior suponiendo que la conexión entre 
placas es como la de la figura. 
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A 

SOLUCIÓN 

(-----8 
P.I3.5 

P.13.6. Un condensador plano cuyas armaduras tienen una superficie S y están 
separadas una distancia d, se carga bajo una ddp V y se aísla. A 
continuación se introduce entre las armaduras una placa métalica de espesor 
a y superficie S. 

a) Calcular la capacidad del condensador. 

b) Calcular la ddp entre las armaduras, V1 • 

c) Calcular la energía almacenada antes y después de 
introducir la placa métalica. 

d) Calcular la carga que tomaría el condensador en 
el supuesto de que la placa sea introducida mien­
tras el mismo está aún conectado a la fuente ( ddp 

constante). 

SOLUCIÓN 

a) 

c) 

d) 

C= EoS 

d-a 

Q= E0 VS 
d-a 

b) 

W =W (d-a) 
1 o d 

a 
H 

d l 
1 

P.13.6 
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P .13. 7. Dado el sistema de la figura, calcular la energía almacenada por cada 
condensador si la ddp entre A y B es V. 

SOLUCIÓN e 2C 

H 
1 2 

A B 

3 4 

H 
2C 6C 

Fig. 13.7 

P.13.8. Calcular la energía de una distribución de carga uniforme y esférica, cuyo 
radio de la distribución es R y la densidad de carga, p . 

SOLUCIÓN 
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,, 
CAPITUL014 

ESTUDIO MACROSCOPICO DE LOS 
DIELÉCTRICOS 

14.1. Dieléctricos. Polarización 

En los capítulos precedentes se han estudiado las leyes de la electrostática, 
válidas en el vacío o en el interior de metales. En el presente se extienden dichas 
leyes al estudio de los fenómenos eléctricos en los medios no conductores. 

A diferencia de los metales, en los dieléctricos no existen cargas libres que se 
puedan mover a través del medio bajo la acción de un campo eléctrico: las partículas 
cargadas que constituyen los átomos y moléculas de un dieléctrico están ligadas a 
los mismos. 

No obstante, cuando un dieléctrico se introduce en un campo eléctrico, puede 
alterarse ligeramente la distribución de cargas de sus átomos o moléculas, de forma 
que cada elemento de volumen adquiere un momento dipolar eléctrico dp . Se dice 

entonces que el dieléctrico se ha polarizado por acción del campo eléctrico. 

El fenómeno de polarización obedece a distintos mecanismos según sea la 
naturaleza del dieléctrico. Así, se pueden distinguir tres tipos de polarización: 
polarización electrónica, polarización por orientación y polarización iónica. Hay que 
señalar que en un mismo medio pueden superponerse varios de estos tipos de 
polarización. 

La polarización electrónica se produce en dieléctricos constituidos por átomos 
o moléculas en los que los baricentros de las cargas positivas y negativas coinciden. 
Así, en ausencia de un campo eléctrico exterior, cada molécula carece de un 
momento dipolar permanente (Fig. 14.1.a). 
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-E=O -P=O 

+ 

b¡ 
E • 

p 

Fig.14.1 

a) -E=O 

-e P=O 

-E 
b) 

8 
p 

8 
Fig.14.2 

Al aplicar un campo eléctrico 
exterior, la nube electrónica de cada 
átomo o molécula se deforma, des­
plazándose ligeramente en sentido 
contrario al campo, de manera que 
se produce una separación de car­
gas positivas y negativas y la mo­
lécula adquiere un momento dipolar 
(Fig. 14.1.b). 

La polarización por orienta­
ción se presenta en aquellos dieléc­
tricos constituidos por moléculas 
polares, esto es, por moléculas con 
momento di polar permanente 
(H 20, CH 3Cl, por ejemplo). En 

ausencia de un campo eléctrico 
exterior (Fig. 14.2.a), los momentos 
dipolares asociados a las moléculas 
están orientados al azar, de forma 
que el momento dipolar de cual­
quier elemento de volumen es nulo. 

Al aplicar un campo eléctrico 
exterior, las moléculas tienen una 
tendencia a orientarse en la direc­
ción del campo, adquiriendo cada 
elemento de volumen un momento 
dipolar no nulo (Fig: 14.2.b ). 

Hay que señalar que el grado de 
orientación de los dipolos está 
limitado por la agitación térmica: a 
medida que aumenta la temperatura 
disminuye la polarización. 

Finalmente, la polarización iónica tiene lugar en los cristales iónicos (Cl Na, 
por ejemplo). Tales sustancias están constituidas por iones positivos y negativos que 
ocupan posiciones más o menos fijas en el espacio. En ausencia de campo eléctrico 
exterior, cada elemento de volumen, además de no poseer carga neta, tiene su 
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momento dipolar nulo. La aplicación de un campo eléctrico provoca una ligera 
deformación de la red cristalina, formando los iones de cada elemento de volumen 
una distribución dipolar. 

14.2. Vector polarización. Cargas de polarización 

Una vez expuestos los distintos mecanismos de polarización de un dielácrico 
nos centramos en el estudio macroscópico de los mismos, es decir, en los fenómenos 
eléctricos asociados a los dieléctricos prescindiendo de su constitución y extructura. 

Desde este punto de vista, un dieléctrico se define como un medio continuo, sin 
cargas libres, en el cual todo elemento de volumen, dv, es susceptible de adquirir, 
bajo la acción de un campo eléctrico exterior, un momento dipolar dp . 

El grado de polarización del dieléctrico se cuantifica mediante el vector 

polarización P, que se define como el momento dipolar por unidad de volumen 

- dp 
P=­

dv 
(14.1) 

Las dimensiones de la polarización son las de una densidad superficial de carga. 

En el S.I. se mide en C / m 2
• 

La relación existente entre la polarización P y el campo eléctrico E en cada 
punto, depende del tipo de dieléctrico. Al objeto de simplificar el estudio de los 
dieléctricos nos referimos, de ahora en adelante, a los denominados dieléctricos 
perfectos que son aquellos que además de homogéneos, isótropos y líneales, no 
tienen ninguna carga libre. En estas condiciones, la relación entre el campo eléctrico 
y la polarización es lineal. 

P=KE (14.2) 

donde K es una constante positiva, característica del medio, que tiene las mismas 
dimensiones que la permitividad del vacio. Por razones de cálculo es conveniente 
sustituir la constante K por 

K=EoX (14.3) 
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siendo E0 la perniitividad del vacío, y x una constante adimensional, característica 

del medio que se denomina susceptibilidad eléctrica del dieléctrico. Evidentemente, 
X vale cero en el vacio (la polarización es nula) y toma valores positivos en los 

dieléctricos perfectos. 

En definitiva 

(14.4) 

Hay que señalar que el campo eléctrico que aparece en la ecuación (14.4) es el 
campo total, es decir el campo creado por todas las cargas presentes, tanto las 

cargas libres, que existirían en ausencia 
a ) del dieléctrico, como por las cargas 

bl DIELECTRICO -E _ .. 
p 

+ 
+ 

+ 

+ 

+ 

ligadas que aparecen como consecuencia 
de la polarización del dieléctrico. 

Para clarificar esta cuestión, consi­
deremos la situación mostrada en la 
figura 14.3: una porción de dieléctrico 
polarizado situada en el interior de un 
campo eléctrico. Si el dieléctrico no 
contiene ninguna carga libre, las cargas 
ligadas de polarización se manifiestan 
únicamente sobre su superficie, apare­
ciendo una densidad superficial de carga 
ligada o¡ . La justificación de dicha den-

sidad de carga inducida resulta clara a 
partir de la figura 14.3, en la que se ve 

Fig. 14.3 que esta carga aparece por los dipolos 
próximos a la superficie que tienen una orientación semejante. Evaluemos el valor de 

Para ello, consideremos un punto A en el interior del dieléctrico, infinitamente 

próximo a su superficie figura 14.4. Sea P el valor de la polarización en dicho 
punto. Tomemos un elemento de volumen como el de la figura, un cilindro oblicuo 

cuya generatriz es paralela a P y cuyas bases son paralelas a la superficie del 
dieléctrico en A. 
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El momento dipolar de dicho 
elemento de vok!Ilen es, según la 
definición de polarización 

dp = P dv=P dS dl cosa (14.5) 

Por otra parte, dp puede calcu­

larse a partir de a¡ , ya que las caras de 

dv tienen una carga ± cr ¡ dS, sepa­

radas una distancia dl, es decir 

dp = (cr¡dS)dl (14.6) 

DIELECTRICO VACIO 

Igualando(_ 14.5) y (14.6) resulta F" 14 4 ig. . 

siendo ün el versor normal de la superficie. En definitiva la componente del vector 

polarización según la dirección normal a la superficie del dieléctrico es igual a la 
densidad superficial de carga inducida por polarización. 

El campo eléctrico en un punto cualquiera, dentro o fuera del dieléctrico, podría 
calcularse como la suma de los campos creados por las cargas libres más el creado 
por las cargas inducidas, representadas por cr ¡ . Ahora bien, la determinación de a¡ 

implica conocer el valor de P que, a su vez, depende de E . Para resolver esta 
indeterminación es preciso definir una nueva magnitud, el desplazamiento eléctrico, 
que será tratada en la siguiente sección. 

14.3. Desplazamiento eléctrico 

Se define el desplazamiento eléctrico :5 , en un punto cualquiera como 

(14.8) 
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Evidentemente, D tiene las mismas dimensiones que la polarización y su 

unidad, en el S.I., es C / m2
• 

En el caso de dieléctricos perfectos, existe una relación muy simple entre el 
desplazamiento y el campo eléctrico. En efecto, teniendo en cuenta (14.4) y 
sustituyendo en (14.8) resulta 

(14.9) 

y, llamando e a 

(14.10) 

resulta 

es decir, el desplazamiento eléctrico es un vector con la misma dirección y sentido 

que el campo. (En el vacío D = c 0 E). La constante e tiene las mismas dimensiones 

que la permitividad de vacío (recuérdese que X es adimensional) y su valor depende 

del medio. Por razones obvias se denomina permitividad del dieléctrico. 

En muchas ocasiones resulta conveniente trabajar con la denominada 
permitividad relativa, definida como la relación entre la permitividad del medio y la 
del vacío. 

(14.11) 

de donde se deduce que cr = 1 para el vacío y cr) 1 en un dieléctrico perfecto. 

El desplazamiento eléctrico es una magnitud que juega un papel fundamental en 
los problemas en los que intervienen dieléctricos. Así, mientras el campo eléctrico 
está relacionado, a través del teorema de Gauss, con todas las cargas eléctricas 
(libres o de polarización), el desplazamiento lo está, únicamente, con las cargas 
libres. Para profundizar en este aspecto, consideremos un conductor cargado en el 
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interior de un medio dieléctrico infinito, de permitividad E , y evaluemos los valores 

de E y D en las proximidades de dicho conductor (Fig. 14.5). 

Puesto que la superficie del 
conductor es equipotencial, el campo 
eléctrico en sus proximidades es 
perpendicular a dicha superficie. 
Teniendo en cuenta (14.4) y (14.10), 

también D y P son perpendiculares a 
la superficie. Denominaremos ü n al 

correspondiente versor. 

Sea cr la densidad superficial de 
carga libre del conductor. Además de 
esta carga, sobre la superficie del 
dieléctrico aparece una densidad 
superficial de carga ligada cr ¡ , de 

signo contrario a cr y cuyo valor vie­
ne dado por (14.7). 

DIELECTRICO (E) 

Fig.14.5 

En definitiva, puede considerarse que el sistema de la figura equivale a un 

distribución superficial de carga, con densidad cr' = cr + cr ¡. El valor de E es, 

teniendo en cuenta el teorema de Coulomb 

E
- cr' _ cr+cr¡_ 
=-U =--.c...u 

E n E n 
o o 

o bien 

y, teniendo en cuenta que cr¡ ün =-P, resulta 

por lo que, a partir de la definición del desplazamiento, se tiene que 

(14.12) 

(14.13) 
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D=oü n (14.14) 

es decir, el desplazamiento eléctrico en las proximidades de un conductor cargado es 
un vector perpendicular a la superficie del conductor y su módulo es igual a la 
densidad superficial de carga libre. 

Queda, pues, patente la relación existente entre cada tipo de carga y los tres 
vectores eléctricos: el desplazamiento está relacionado con las cargas libres, la 
polarización con las cargas ligadas y el campo eléctrico con todas las cargas. 

Las expresiones (14.12) y (14.14) permiten establecer la relación existente entre 
las densidades superficiales de carga libre y ligada en la frontera de un conductor 
cargado y un dieléctrico. En efecto 

E= D = o+oi = o 
E E0 E 

por tanto, despejando o i , se obtiene 

o - = - o (1 -...!__) 
1 o E 

r 

(14.1 5) 

Es decir, la densidad superficial de carga inducida es de signo contrario a la 
densidad de carga libre y menor que ésta, en valor absolulto, ya que 

14.4. Teorema de Gauss en presencia de dieléctricos 

Una vez definidos los tres vectores eléctricos, estudiemos la expresión del 
teorema de Gauss en presencia de dieléctricos. 

Para ello consideremos el sistema de la figura 14.6, constituido por un conjunto 
de conductores cargados en el seno de un medio dieléctrico perfecto e infinito. La 
carga libre de cada conductor está repartida sobre su superficie, con densidad o . 
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Por otra parte, en la frontera entre el dieléctrico y los conductores aparece, por 
polarización, una densidad superficial de carga inducida, o¡ . 

Sea S una superficie ce­
rrada que rodea al sistema de 

conductores. El flujo de E a tra­
vés de Ses 

- - Q' 
E -dS=-

Eo 
(14.16) 

donde Q' es la carga total ence­

rrada en S, suma de las cargas 
libres más las inducidas: 

Q' = Q+Q¡ = JJ. (o +o¡)dS 
S1+S2 

1 
1 

\ 
\ 

' ' 

pero, a partir de (14.15), resulta inmediato que 

por tanto 

----
Fig.14.6 

I 
/ 

/ 

(14.17) 

es decir, la carga total encerrada en S es igual a la carga libre dividida por la 
permitividad relativa. 

Sustituyendo (14.17) en (14.16) resulta 

(1 4.18) 
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de donde se deduce que la expresión que se obtiene para el teorema de Gauss es 
idéntica a la que se dedujo para el vacío, pero sustituyendo la permitividad del vacío 
por la del medio. 

Si se multiplican ambos miembros de la ecuación (14.18) por E se obtiene 

(14.19) 

expresión que constituye una generalización del teorema de Gauss: "El flujo del 
vector desplazamiento eléctrico a través de una superficie cerrada es igual a la carga 
libre encerrada por la superficie". 

De lo visto hasta ahora se deduce que, para resolver problemas en los que 
intervienen dieléctricos perfectos se puede seguir un procedimiento similar al 
estudiado en el caso de cargas o sistemas de conductores en el vacío, pero 
trabajando con el desplazamiento en lugar de con el campo eléctrico. Así, a partir 

del teorema de Gauss ( en forma integral o diferencial) se puede calcular :5 . Una vez 

conocido D se obtiene E directamente, empleando la relación E = :5 / E y P a 

partir de la ecuación P=E 0 xE. Una vez establecido E resulta inmediato el 

cálculo de diferencias de potencial o de otras magnitudes que dependen de E . 

VACIO 

Fig.14.7 
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Ejemplo 14.1 

Una esfera metálica de radio R 1 se 

encuentra rodeada por una capa de 
dieléctrico de permitividad E y radio 
R2 figura 14.7. Sabiendo que la carga 

total de la esfera conductora es Q, 
calcular: 

a) D, E y P. 

b) Cargas inducidas en el dieléc­
trico. 

c) Potencial del conductor. 
d) E (r) y V (r) cuando R 2 

tiende a infinito. 
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Solución: 

Por razones de simetría, los tres vectores eléctricos serán radiales 

D = D (r) E= E (r) P = p (r) 

y la carga Q se distribuye sobre la superficie del conductor con densidad 

<J=-Q-
41tRi 

a) Aplicando el teorema de Gauss al cálculo del flujo D a través de una 
superficie esférica de radio r y centro en O se obtiene 

D=O si 

si 

obsérvese de D (r) no cambia de forma al pasar del dieléctrico al vacío. 

Una vez calculado D (r), el campo eléctrico es 

E=O si 

E-º- Q si 
- E - 47tEr2 

En el caso del campo eléctrico aparecen dos discontinuidades, una en 
la frontera metal-dieléctrico y otra en la frontera dieléctrico-vacío. 

Finalmente, la polarización en el dieléctrico viene dada por 

P=E XE=(E-E )E =(E-Eo )_g__ 
o o E 41tr2 
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para 

b) La carga inducida en el dieléctrico está localizada sobre sus superficies, 
siendo la densidad de carga 

- - ( 1 ) Q cr-(R 1)=P•u 1 = - P(R 1)=- 1- - ---
1 . º e 4 R2 

r 7t I 

La carga total del dieléctrico, sin embargo es nula 

c) El potencial del conductor viene dado por la expresión: 

V= roo Edr= rR2 Q dr+ roo Q dr 
JR1 JR1 41tcr 2 JR2 41tc r 2 

o 

d) Si R 2 tiende a oo, entonces el dieléctrico ocupa todo el espacio. La ex­

presión del desplazamiento no se vería afectada y la del campo sería 

E=O 
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E=-1 _ _9__ 
41t E r 2 

El potencial electrostático se calcula como 

V= ÍOOEdr=-1 Q 
Jr 47tE r 

Obsérvese que, al sustituir el vacío por un medio dieléctrico perfecto, 
se han obtenido expresiones iguales a las correspondientes al vacío, en las 
que sólo se ha cambiado la perrnitividad 

14.5. Condensador plano con varias capas de dieléctrico 

Sea un condensador plano cuyas 
armaduras están cargadas con una 
densidad superficial ± cr , y en el que 

se han introducido dos capas de 
dieléctrico, una de espesor d 1 y per-

mitividad E 1 y otra de espesor d 2 y 

permitividad E2 . 

Las dos placas de dieléctrico se 
encuentran polarizadas, de manera que 
sobre sus superficies aparecen 
densidades de carga inducidas, ± cr ¡1 y 

± cr ¡2 , respectivamente (Fig. 14.8). 

Dada la geometría del problema, 
los tres vectores eléctricos tienen la 
dirección del eje OX: 

- - - -
D=D(x)i; E=E(x)i; 

Fig.14.8 

- -
P=P(x)i 

Calculemos el valor del desplazamiento eléctrico. Para ello consideremos una 
superficie cerrada como la de la figura: un cilindro recto cuyas bases, de área S 1 , 
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son paralelas a las armaduras; una de las bases está dentro de una de las armaduras 

y la otra en uno de los dieléctricos, el flujo de :6 a través de dicha superficie es 

<!>=D(x)S1 =crS1 (14.20) 

luego 

D(x)=cr (14.21) 

es decir, el desplazamiento es un vector dirigido en la dirección y sentido del eje OX 
y su módulo es constante e igual a la densidad superficial de carga libre de las 
armaduras. Obsérvese que el valor de D no cambia al pasar al otro dieléctrico, ya 
que las cargas que aparecen en la superficie de separación de ambos dieléctricos no 
son libres, sino ligadas. 

El campo eléctrico en cada uno de los dieléctricos es 

(14.22) 

(14.23) 

y la polarización 

(14.24) 

(14.25) 

La diferencia de potencial entre las armaduras es 

V A -VB =JBEdx=E1 d 1 +E2 d 2 =cr(~+~) 
A E¡ E2 

y la capacidad del condensador 
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(14.26) 

expresión que puede escribirse en la forma 

(14.27) 

donde €ri y €rz son las permitividades relativas. 

En general, si el condensador tiene n capas dieléctrico, su capacidad es 

(14.28) 

Un caso particular, en el que merece la pena insistir, ya que suele ser el más 
frecuente, es el de un condensador con una única capa de dieléctrico (Fig. 14.9). 

Aplicando los resultados anteriores 
resulta, 

es decir, las expresiones del campo eléc­
trico, potencial y capacidad son idénticas 
a las que se obtuvieron en el capítulo 13, 
pero sustituyendo la permitividad del 

Fig.14.9 

vacio por la del medio. Obsérvese que la capacidad del condensador es er veces 
1 

mayor que la de uno de igual geometría pero sin dieléctrico. Así, rellenando un 
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condensador con un dieléctrico de permitividad elevada puede aumentarse su 
capacidad. 

14.6. Densidad de energía electrostática en un dieléctrico 

En la sección 13.4 se dedujo el valor de la densidad de energía electrostática, a 
partir del caso particular de un condensador plano. 

Siguiendo un razonamiento similar para un condensador plano relleno con 
dieléctrico de permitividad E se llegaría a la expresión 

1 
w=- E E 2 

2 

ecuación que puede escribirse, con toda generalidad, como 

1 - -
w=- E-D 

2 

(14.29) 

(14.30) 

Nota complementaria 14.1. Dieléctrico con densidad volumétrica de 
carga. 

En los apartados anteriores se ha descrito el comportamiento de los dieléctricos 
aceptando una serie de hipótesis simplificativas: los dieléctricos estudiados son 
lineales, isótropos, homogéneos y no contienen ninguna carga libre, entendiendo 
por cargas libres aquellas distintas de las que aparecen por la polarización (cargas 
sobre los conductores, cargas puntuales o distribuciones volumétricas de carga en el 
interior del dieléctrico). 

Bajo estas condiciones, el efecto de la polarización del dieléctrico se manifiesta 
únicamente por la aparición sobre su superficie de una distribución de carga 
inducida. Si el dieléctrico no está polarizado, no existe ninguna distribución de 
carga, ni superficial ni volumétrica (Fig. 14.10.a). 

Ahora bien, si el dieléctrico no es homogéneo o si en su interior existe una carga 
distribuida espacialmente, con densidad p , la polarización implicará dos conse-

cuencias: 
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a) Aparición de cargas superliciales inducidas, ya consideradas y cuyo valor 
viene dado por la ecuación (14.7). 

b) Aparición de una distribución volumétrica de carga inducida, de densidad 
p¡ que se superpone a la distribución de carga libre de densidad p . (Fig. 

14.10.b). 

Para calcular el valor de p ¡ partiremos de la base de que la expresión del 

teorema de Gauss dada por (14.9) sigue siendo válida. Escribiendo dicho teorema en 
forma diferencial se llegaría a 

divD = p (14.29) 

Por otra parte, la divergencia del 
campo eléctrico es igual, según 
(11.38), a 

- p + p­
divE=--1 

Eo 
(14.30) 

ya que deben tenerse en cuenta todas 
las cargas presentes. 

Por otra parte, a partir de la defi­
nición de desplazamiento se tiene que 

(14.31) 

por lo que 

a) 

b) 

Fig. 14.10 

a¡ 

a: 1 

Es decir, si la divergencia de la polarización es distinta de cero, en el seno del 
dieléctrico aparece una densidad volumétrica de carga inducida cuyo valor es 

p¡ = - divP (14.32) 
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Si el dieléctrico es homogéneo, Pi será distinto de cero, sólo si lo es p. En 

efecto, si p = O, entonces div :5 = O y, puesto que 

- :5 
E=-

E 

- 1 -
divE=- divD=O 

E 

Por tanto 

- -
divP=E 0 XdivE=O 

Si el dieléctrico no es homogéneo, puede aparecer Pi aún cuando p sea nulo, 

ya que en este caso div :5 = O no implica que div E sea nula. 

Centrándonos en el caso de dieléctricos homogéneos y lineales, pasemos a 
calcular la relación existente entre Pi y p. Teniendo en cuenta (14.32) y (14.4) re-

sulta. 

- -
p¡ =-divP=-XE0 divE=-x(p+p¡) (14.33) 

y, despejando Pi es 

expresión similar a la (14.15). 

La densidad de carga total es, por tanto 

(14.34) 

Por lo que la expresión diferencial del teorema de Gauss es 
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divE = E. (14.35) 
E 

idéntica a la correspondiente al vacío, pero sustituyendo E 0 por la perrnitividad del 
',. 

medio. 

Finalmente, las ecuaciones de Poisson y Laplace son 

(14.36) 

en regiones en las que p = O , y 

(14.37) 

en regiones con densidad de carga espacial. 
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PROBLEMAS 

P.14.1. Una placa dieléctrica de espesor d, permitividad relativa Eri y dimensio­

nes infinitas está en el interior de un medio dieléctrico de permitividad 

relativa Er2 . En el medio existe un campo eléctrico uniforme E 2 , perpen­

dicular a la placa. Calcular: 

c) Densidad superficial de carga en el plano de separación de dos dieléctri­
cos. 

SOLUCIÓN 

c) 

P.14.2. El espacio entre las armaduras de un condensador 
plano está inicialmente lleno de aire (permitividad 
E0 ), siendo el campo eléctrico E 0 • A continua­

ción se rellena la mitad con un dieléctrico perfecto 
de permitividad relativa Er, como se muestra en 

la figura. Calcular los valores de E y D en el 
dieléctrico y en el aire suponiendo que la placa de 
dieléctrico se introduce: 

JP.14.2 
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a) Manteniendo constante la carga de las armaduras (condensador aislado). 

b) Manteniendo constante la ddp entre las armaduras ( condensador conec­
tado a la fuente). 

SOLUCIÓN 

a) 

b) D 1 = D2 =2c 0 crE 0 / (cr + l); 

E 1 =2E0 cr/(cr+l); 

E 2 =2E 0 / (cr + 1) 

P.14.3. Sea un condensador plano cuyas armaduras tienen una superlicie S y están 
separadas una distancia d. Entre las armaduras se coloca una placa de 
dieléctrico de permitividad relativa e y espesor d / 2 . 

a) ¿Cual es la capacidad del condensador?. 

b) ¿ Cuánto deberían separarse las armaduras del condensador para que su 
capacidad, después de introducir el dieléctrico fuese igual a la que tenía 
antes?. 

SOLUCIÓN 

P.14.4. Sea un condensador plano cuyas armaduras tienen una superlicie S y están 
separadas una distancia d. El condensador es cargado con una carga Q y 
aislado. 
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Entre las armaduras se introduce parcialmente una placa de 
dieléctrico de espesor d y dimensiones iguales a la de las armaduras, tal y 
como se muestra en la figura. Calcular: 

1 L 1 

---~-----.} 
1 X 1 

P.14.4 

a) Capacidad del condensa­
dor en función de x. 

b) Energía del condensador. 

c) Fuerza que actúa sobre 
el dieléctrico. 

SOLUCIÓN 

P.14.5. Un condensador esférico está formado por dos superficies esféricas conduc­
toras, de radios R1 y R 3 (R3 ) R1). Entre R 1 y R2 (R1 ( R 2 ( R3 ) 

existe un dieléctrico perfecto de permitividad E1 y entre R 2 y R 3 hay 

otro dieléctrico de permitividad E2 • Calcular la capacidad de condensador. 

SOLUCIÓN 

C= 41tE1 E2 R 1 R 2 R 3 

R3 (R2 E2 +E1 R 1)- R 1 (R 3 E2 + E1 R2 ) 
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P.14.6. Calcular la capacidad de un condensador cilíndrico de longitud L y radios 
R 1 y R 3 (R 3 ) R 1), sabiendo que entre las armaduras hay dos capas de 

dieléctrico permitividad E1 y E2 , respectivamente. La superficie de sepa­

ración entre los dieléctricos está en r = R 2 (R 1 ( R2 ( R 3 ) . 

SOLUCIÓN 

P.14.7. En el interior de una esfera de dieléctrico perfecto de permitividad E existe 

un campo eléctrico uniforme E . Sabiendo que el radio de la esfera es R, 
calcular: 

a) Valor máximo de la densidad superficial de carga inducida. 

b) Carga inducida total del mismo signo. 

SOLUCIÓN 
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, 
CAPITULO 15 

CORRIENTE CONTINUA 

15.1. Corriente eléctrica 

En su sentido más amplio, se denomina corriente eléctrica a todo desplaza­
miento de cargas en un medio cualquiera. 

Según que tal movimiento de cargas implique o no, una transferencia de masa, 
se pueden distinguir dos tipos de corrientes eléctricas: corrientes de convección y 
corrientes de conducción. 

Las corrientes de conducción se producen por el movimiento de cargas 
eléctricas en el interior de un medio material: electrones libres en un metal, iones 
positivos y negativos en un electrolito de electrones y huecos en un semiconductor. 

Las corrientes de convección tienen su origen en el desplazamiento masivo de 
un medio cargado: hay un transporte de materia además de un transporte de carga. 
Como ejemplos de corrientes de convección se puede citar el desplazamiento de 
masas de aire cargado en la atmósfera, o el movimiento de partículas cargadas en el 
vacío (electrones en un tubo de rayos catódicos; por ejemplo). 

En esta lección, y en las siguientes, nos limitaremos al estudio de las corrientes 
de conducción en conductores metálicos. Posteriormente, en la última parte del libro, 
se estudiarán las corrientes eléctricas en los semiconductores. 

En la lección 12 se estableció un modelo de metal que será el utilizado aquí para 
el estudio de las corrientes eléctricas. Asimismo, se analizaron los mecanismos de 
redistribución de cargas libres en un metal cuando esté se introduce en un campo 

eléctrico E : los electrones libres se desplazan hasta que se crea, en todo el volu­

men ocupado por el conductor, un campo eléctrico igual y opuesto a E. Cuando 
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esto se consigue, cesa el movimiento de electrones y el conductor se encuentra en un 
estado de equilibrio. 

Ahora bien, desde que se aplica el campo E hasta que se alcanza el nuevo 
estado de equilibrio tiene lugar un movimiento de cargas y, por tanto, se produce 
una corriente eléctrica. En definitiva, para producir una corriente eléctrica en un 
metal es necesario que exista en su interior un campo eléctrico no nulo o, lo que es 
igual, que exista un gradiente de potencial. 

Consideremos ahora dos conductores C1 y C2 cargados y aislados (Fig. 

15.1). Supóngase que V1 ) V2 . Si dichos conductores se unen mediante un hilo 

Fig.15.1 

conductor C3 , se produce una corriente 

eléctrica a través de C3 hasta que el 

conjunto C1 , C2 y C3 alcanza el 

mismo potencial. Este desplazamiento de 
cargas se debe, únicamente, al 
movimiento de electrones libres desde C2 

hasta C1 . No obstante la transfe-rencia 

de una carga -Q desde C2 hasta C1 

es equivalente a la transferencia de una carga + Q desde C1 hasta C2 . Por 

convenio, se adopta como sentido de la corriente el del movimiento de las cargas 
positivas. 
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Los ejemplos descritos hasta ahora se refieren a corrientes transitorias, ya que 

GENERADOR 

---◄ + 

Fig .. 15.2 

no se mantienen más que por un tiempo 
muy breve, hasta que se igualan los 
potenciales de todos los conductores. 

Para obtener una corriente eléctrica 
"permanente" es preciso mantener una 
ddp constante entre los conductores 
C1 y C2 , unidos por el hilo C3 , del 

ejemplo precedente. Esto puede 
conseguirse si C1 y C2 se conectan a 

los bornes de un dispositivo 
denominado generador (Fig. 15.2). 



Corriente continua 

La función del generador es mantener un estado de desequilibrio permanente 
entre C1 y C2 de forma que el campo eléctrico en el hilo que los une sea 

estacionario, circulando por él una corriente continua. 

El régimen así establecido es estacionario, es decir, es un régimen en el cual 
todas las magnitudes asociadas al desplazamiento de las cargas son independientes 
del tiempo. Así, los valores en cada punto del campo eléctrico, potencial, velocidad 
media de las cargas o densidad volumétrica de portadores de carga son constantes 
(aunque pueden cambiar de un punto a otro). 

Obsérvese que para mantener una corriente continua es preciso una sucesión 
ininterrumpida de conductores que constituyen un circuito eléctrico. La corriente 
circula en este circuito desde C1 hasta C2 a través del hilo, y desde C2 hasta C1 a 

través del generador. 

En definitiva, un generador puede 
definirse como un dispositivo capaz de 
mantener un ddp permanente entre dos 
puntos de un conductor. El punto que se 
encuentra a mayor potencial (conductor 
C1 en el ejemplo anterior) se denomina 

polo positivo. El conductor C2 sería el 

polo negativo. En la figura 15.3 se mues­
tra el esquema convencional utilizado 
para representar un generador. 

15.2. Densidad e intensidad de corriente 

Fig.15.3 

Sea una porción de un conductor por el que circula una corriente continua (Fig. 
15.4). Siguiendo el convenio anteriormente establecido, admitiremos que el 
transporte de cargas se debe al desplazamiento de las cargas positivas. 

Denotaremos por v a la velocidad media de las cargas positivas en cada punto. 
Dicha velocidad recibe el nombre de velocidad de arrastre o de deriva. 
Evidentemente, en el régimen estacionario v es una función de punto independiente 
del tiempo. 
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Fig.15.4 

1 

' I 
I 

Las líneas del campo de 
velocidades de arrastre se deno­
minan líneas de corrientes, y coin­
ciden con las trayectorias de los 
portadores de carga. Se llama tubo 
de corriente al conjunto de líneas de 
corriente que atraviesan un elemen­
to de superficie situado en el inte­
rior del conductor. 

Se denomina intensidad de 
corriente eléctrica a la cantidad de 
carga que atraviesa, en la unidad de 
tiempo, una sección transversal 
cualquiera del conductor 

. dq 
l=-

dt 
(15.1) 

Evidentemente, dicha magnitud no depende, en régimen estacionario, de cual 
sea la sección transversal considerada; lo contrario implicaría una variación, con el 
tiempo, de la densidad de portadores de carga. 

En el S.I. de unidades la intensidad es una magnitud fundamental. Su unidad es 
el amperio, cuya definición se realizará posteriormente a partir de las propiedades 
magnéticas de las corrientes eléctricas. 

La intensidad de corriente cuantifica el flujo total de carga a través de una 
sección del conductor, pero no ofrece ninguna información sobre la distribución 
puntual de este flujo de portadores de carga. 

El estado de movimiento de las cargas puede ser descrito a través del campo 
vectorial de velocidades de arrastre, o bien mediante un nuevo campo, el campo de 
densidades de corriente, que se define a continuación. 

Consideremos un punto cualquiera, P, del conductor. Sea v la velocidad de 
arrastre en P y ü el versor correspondiente (Fig. 15.4). Llamaremos dSn a un 

elemento de superficie, centrado en P y perpendicular a ü . La intensidad que 

atraviesa dSn es di. Se define el vector densidad de corriente, J, como 
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di _ 
=--u 

dS 0 

Corriente continua 

(15.2) 

es decir, la densidad de corriente es un vector cuya dirección y sentido son los de la 
velocidad de arrastre en cada punto y cuyo módulo es la carga que atraviesa, en la 
unidad de tiempo, una unidad de superficie normal a v . 

Las dimensiones de la densidad de corriente son las de una intensidad por 
unidad de superficie (IL-2

) y se mide en Am-2
• 

La intensidad di, que circula por 
el tubo de corriente que se apoya en 
dS

0 
es, según (15.2) (Fig. 15.5). 

(15.3) 

o bien, si se considera una sección 
transversal cualquiera de dicho tubo 

di= J dS cosa= j. dS (15.4) 

es decir, la intensidad a través de un 
elemento de superficie es igual al flujo 
de la densidad de corriente a través de 
dicho elemento. Por tanto, la 
intensidad que circula a través de una 
sección transversal cualquiera del 
conductor, S, es 

i= ffs J -dS 

Fig.15.5 

(15.5) 

o sea, la intensidad es el flujo de la densidad de corriente a través dé una sección 
transversal. 

Finalmente, estableceremos la relación que liga a los campos de las velocidades 
de arrastre y de densidades de corriente. 

259 



Electromagnetismo y semiconductores 

Fig.15.6 

Para ello supongamos que en el conductor 
hay un sólo tipo de cargas libres, siendo q la 
carga de cada una. Llamaremos n al número 
de cargas libres por unidad de volumen. 
Consideremos, en un punto P, un elemento 

de superficie dS n normal a j . Sea v la 

velocidad de arrastre en P. Todas las cargas 
que atraviesan dSn durante el inter-valo de 

tiempo dt se encuentran en el interior de un 
cilindro recto de base dS n y de altura vdt 

(Fig. 15.6). La carga total contenida en dicho 
cilindro es 

dQ=v-dSn qndt 

Pero, por otra parte dQ puede calcularse como 

dQ=didt = j -dSn dt 

Igualando ambas expresiones de obtiene 

J=vqn 
,. 

(15.6) 

15.3. Ley de Ohm. Resistencia 
~ . 

15.3.1. Ley de Ohm 

Tal como se ha indicado en las secciones precedentes, la corriente eléctrica se 

establece en un conductor bajo la acción de un campo eléctrico E . Salvo que se 
indique lo contrario, admitiremos que dicho campo eléctrico es del mismo tipo que el 
descrito en lat)lectrostática: deriva de potencial y obedece a la ecuación de Poisson. 

En numerosos conductores (metales a temperatura constante, por ejemplo) se 
puede establecer una relación local muy simple entre el campo eléctrico E y la 
densidad de corriente que produce, j . Esta relación recibe el nombre de ley de Ohm. 

(15.7) 
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Es decir, la densidad de corriente y el campo eléctrico son proporcionales. La 
constante cr es una característica del conductor y de la temperatura, independien-

- -
temente de J y de E . Se denomina conductividad. La inversa de la conductividad 
se llama resistividad p . 

1 
p=­

(J 
(15.8) 

Hay que señalar que la ley de Ohm no constituye una ley general de la 
electricidad sino que se trata de una propiedad de cierto tipo de conductores. Los 
conductores que verifican la ley de Ohm se denominan óhmicos o lineales. 

15.3.2. Resistencia 

Sea un tramo de conductor 
comprendido entre dos superficies 
equipotenciales S1 y S2 , de potencia-

les V1 y V2 , respectivamente (Fig. 
15.7). La intensidad que circula por 
dicho conductor es i. Se define como 
resistencia del conductor entre las 
secciones S 1 y S 2 a la relación 

(15.9) 

Hay que señalar que, si el conduc- V1 
51 tor es óhmico y el flujo de cargas se 

debe únicamente a la existencia de un 
campo de tipo electrostático (no hay 

Fig.15.7 

fuerzas electromotrices), la relación (15.9) es una constante independiente de 
V1 - V2 y de i. · Para demostrarlo basta considerar que si se multiplican por un 

escalar A los potenciales V1 y V 2 , el campo eléctrico en cada punto también se ve 

aumentado por el factor A , así como las densidades de corriente j . En definitiva, al 
multiplicar por A a V1 y V2 , entonces la intensidad i a través S1 o S2 es 

multiplicada por el mismo factor, con lo cual la relación (15.9) no cambia. 

261 



Electromagnetismo y semiconductores 

En estas condiciones, el producto Ri = V1 - V 2 se llama caída de tensión 

óhmica entre S 1 y S 2 . 

El cálculo de la resistencia de un conductor de forma cualquiera es un problema 
complejo. A continuación estudiaremos algunos casos particulares sencillos. 
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a) Resistencia de un conductor cilindrico y homogéneo (Fig. 15.8). 

Consideremos un conductor 
cilíndrico y homogéneo de longi­
tud L y sección recta S. Sean 
V1 y V2 los potenciales de las 

secciones extremas e i la in­
tensidad que circula por el con­
ductor. 

Por razones de simetría, las Fig. 15.8 
líneas de corriente son rectas 
paralelas al eje del cilindro. Por otra parte, la densidad de corriente toma 
el mismo valor en todos los puntos de una una sección recta, es decir 

i=J -S 

Por tanto 

1 
J=-=crE 

s 

La ddp entre las secciones extremas es, en defmitiva 

pi 
V1 -V2 =E-L=-L 

s 

de donde se deduce que 

V1 -V2 pL 
R= . = 

1 S 
(15.10) 
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b) Resistencia de un conductor filiforme de sección variable (Fig. 15.9). 

Sea un conductor 
filiforme de sección len­
tamente variable. Admi­
tiremos que las sec­
ciones rectas son super­
ficies equipotenciales. 
En estas condiciones, el 
hilo puede ser descom­
puesto en elementos de 
secc1on S y longitud 
dL. La resistencia de tal 
elemento es según 
(15.10) 

dR= pdL 
s 

por lo que la resistencia del hilo es 

J,
2 pdL 

R= -
1 S 

Fig.15.9 

(15.11) 

c) Resistencia de un conductor situado entre las armaduras de un conden­
sador (Fig. 15.10). 

Supongamos un conductor que rellena el espacio entre las armaduras 
de un condensador. Admitiendo que la resistividad de las armaduras es 
despreciable frente a la del conductor, entonces dichas armaduras 
constituyen superficies equipotenciales. Por tanto, las líneas del campo 
eléctrico, así como las líneas de corriente son normales a las armaduras. 
Sean V1 y V2 (con V1 ) V2 ) los potenciales constantes de las mismas. 

Consideremos una superficie cerrada S que rodea a la armadura 1. 
La intensidad que circula a través de S es 

i = ff s j · dS = cr ff s E . dS (15.12) 
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Fig.15.10 

Para calcular la integral que 
aparece en (15.12) consideremos 
un sistema similar al de la figura 
15.10 pero en la que se ha 
eliminado el conductor, existiendo 
vacío entre las armaduras. Las 
armaduras son matenidas a los 
potenciales V1 y V2 • 

Evidentemente, la distribu­
ción de potenciales es la misma en 
los dos sistemas, ya que en ambos 
casos V debe verificar la misma 
ecuación (ecuación de Laplace) y 
las condiciones de contorno son 
idénticas. Por tanto, el campo 
eléctrico también es idéntico en los 
dos sistemas. Teniendo en cuenta 
el segundo sistema, es obvio que 

(15.13) 

donde C 0 es la capacidad de dicho sistema. Sustituyendo (15.13) en 

(15.12) se llega a 

de donde se deduce que 

R= (V1 -Vz) =~ 
i creo 

(15.14) 

15.3.3. Dimensiones y unidades 

Teniendo en cuenta (15.9) se deduce que la ecuación de dimensiones de la 
resistencia es 
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[V] ML2 T-2 1-1 T-1 

[R]=-=-----=ML2 T-2 ¡-2 

[i] I 

La unidad de resistencia es el ohmio (Q) que se define como la resistencia que 

existe entre dos puntos de un conductor cuando al aplicar entre dichos puntos una 
ddp de 1 voltio circula una intensidad de 1 amperio. 

La relación dimensional entre la resistividad y la resistencia que queda reflejada 
en la expresión (15.10) 

[p]=[R]L 

Por tanto, en el S.I., la unidad de resistividad es el n • m. La conductividad se 

mide en n-1m-1• 

El símbolo utilizado para representar una resistencia en un circuito electrico es 

~ Aquellos conductores con resistencia despreciable se representan 
mediante líneas rectas. 

15.3.4. Asociación de resistencias 

a) Asociación en serie. 

La figura 15.11, -
muestra un conjunto de 
n resistencias asocia­
das en serie. En este 
tipo de asociación, la 
corriente i que circula 
por todos los elementos 
de la misma. 

Aplicando la ecua-
ción (15.9) a cada 
resistencia y teniendo en 
cuenta que 

A Re ------W\N'v------· B 

Fig.15.11 
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A 

266 

resulta que 

VA -VB =~ Rji=i~ Rj =iReq 
J J 

Por tanto, la resistencia equivalente del sistema es 

b) Asociación en paralelo. 

11 

I¡ B 

In 

Fig.15.12 

(15.15) 

La figura 15 .12 muestra un 
conjunto de n resistencias asociadas 
en paralelo. En este caso, la inten­
sidad que circula por cada resistencia 
es distinta, pero la caída de tensión es 
la misma en todas. 

Aplicando la ecuación (15.9) a la 
resistenciá j-ésima resulta 

y, teniendo en cuenta que 

i=I i-. J 
J 

En definitiva, el conjunto de resistencias en paralelo se puede sustituir 
por una resistencia única cuyo valor viene dado por la expresión 
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1 n 1 
-=¿-
Req j=l Rj 

(15.16) 

15.4. Ley de Joule 

Supongamos un conductor de forma cualquiera, limitado por dos secciones 
equipotenciales V1 y V2 (Fig. 15.7), en el que se ha establecido un régimen 

estacionario caracterizado por una densidad de corriente j o una intensidad i. Ana­
licemos la variación de la energía de los portadores de carga al pasar desde la 
sección S1 a la sección S2 . 

En cada posición, la energía total de un portador de carga es la suma de sus 

energías cinética (T = 1 / 2 m v2
) y potencial (U = q V). Ahora bien, teniendo en 

cuenta que la masa de los electrones es muy pequeña y que las velocidades de 
arrastre son muy débiles (ver problema 15.1) es posible despreciar las variaciones 
de la energía cinética de los portadores y considerar únicamente su energía potencial. 

Así, durante un intervalo de tiempo dt, por la sección S 1 entra una carga idt, 

cuya energía potencial es 

mientras que, por la sección S2 sale la misma carga pero con una energía potencial 

menor 

por tanto, durante este intervalo de tiempo los electrones pierden una energía 
potencial 

(15.17) 

o bien, teniendo en cuenta la definición de resistencia 

dW= ¡2 Rdt (15.18) 
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Esta energía eléctrica se transforma en calor, lo que constituye el denominado 
efecto Joule. 

La potencia disipada es, a partir de (15.18) 

(15.19) 

La expresión (15.19) lleva a la definición del voltio, a partir del vatio y del 
amperio, como la diferencia de potencial existente entre dos puntos de un conductor 
cuando, al circular por éste una intensidad de 1 amperio, la potencia disipada entre 
dichos puntos es de un vatio. 

Hay que señalar que la noción de resistencia está ligada al ejecto Joule; así, una 
resistencia pura queda caracterizada por el hecho de que toda la energía que 
consume se transforma en calor (a diferencia de otros elementos como autoin­
ducciones o motores, que pueden transformar energía eléctrica en otros tipo de 
energía). 

Fig.15.13 

tensión es 

dV=Edl=pJdl 
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Calculemos a continuación la 
potencia disipada, por unidad de 
volumen en cada punto del 
conductor. Para ello consideremos 

,,,, una porción de un tubo de co­
rriente, de sección recta dS y 
longitud dl (Fig. 15.13). 

La carga que entra y que sale 
en dicho elemento de volumen en 
el intervalo de tiempo dt es 

dq =1 dS dt 

Por otra parte, la caída de 
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Por tanto, la pérdida de energía potencial es 

y la potencia disipada 

En definitiva, la potencia disipada por unidad de volumen, P, es 

dP 2 2 P=-=p J =crE 
d-r 

(15.20) 

expresión que constituye la forma local de la ley de Joule. 

269 





Corriente continua 

PROBLEMAS 

P.15.1 Un hilo de cobre de 2'5 mm. de diámetro transporta una corriente de 10 A. 
Suponiendo que en el cobre hay un electrón libre por cada átomo, calcular la 
velocidad de arrastre de los electrones. Datos: 

- Peso atómico del cobre = 63'5 g /mol . 

- Densidad = 8 '9 • 103 kg / m 3 
. 

- Número de Avogadro = 6'02-1023 átomos/ mol. 

SOLUCIÓN 

V=l'5-10-4m/s 

P.15.2. Sea un conductor cilíndrico muy largo, de sección circular y radio r0 • La 

resistividad del conductor varía según la relación p =a/ r 2
, donde r es la 

distancia del punto considerado al eje del cilindro. Calcular: 

a) Resistencia de una longitud L de dicho hilo. 

b) Campo eléctrico en el conductor para una intensidad de corriente i. 

SOLUCIÓN 
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P.15.3. Dos electrodos esféricos y concéntricos, de radios r1 y r2 (r2 ) r1) estan 

conectados a un generador, de forma que sus potenciales son V1 y V2 

respectivamente. Entre dichos electrodos se encuentra un conductor cuya 
conductividad, o , es despreciable frente a la de los electrodos. Calcular la 
resistencia entre los electrodos. 

SOLUCIÓN 

P.15.4. Un conductor cilíndrico de sección S y longitud L es recorrido por una 
corriente i. La resistividad de dicho conductor varía según la relación 
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donde x es la distancia de una sección recta cualquiera a uno de los extre­
mos del hilo. Calcular: 

a) Resistencia del hilo. 

b) Potencia disipada en el hilo por efecto Joule. 

SOLUCIÓN 
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P.15.5. Un condensador plano tiene entre sus armaduras un dieléctrico de 
permitividad E y conductividad cr . El condensador se carga con una carga 
inicial q 0 • 

a) Demostrar que el condensador se descarga a través del dieléctrico según 
la ley exponencial. 

q ( t) = q 
O 

exp ( -cr ti E) 

b) Demostrar que la energía disipada en el dieléctrico por efecto Joule 
durante la descarga es igual a la energía electrostática almacenada inicial­
mente en el condensador. 

P.15.6. Dada la asociación de resis­
tencias de la figura, indicar 
cuál de ellas consume más 
potencial al aplicar entre A 
y B unaddp V. 

SOLUCIÓN 

La resistencia 2 R, que con­
sume una 

2 y2 
P=--

9 R 

A 

R 

3R 

2R 

9R 

P.15.6 

B 

P .15. 7. Dada la asociación de resistencia de la figura, indicar cual de ellas consume 
más potencia al aplicar entre A y B una ddp V. 
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R 
SOLUCIÓN 

3R 
La resistencia 3 R, que 

A consume 

2 

P=0'198~ 
R 

2R 9R 

P.15.7 
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CAPÍTULO 16 

CIRCUITOS DE CORRIENTE CONTINUA 

16.1. Generadores. Fuerza electromotriz 

Tal como se ha visto en el capítulo ant~rior, la existencia de una corriente 
continua a través de los conductores que constituyen un circuito eléctrico implica 
una disipación de energía en forma de calor por efecto de Joule. Por otra parte, en 
un circuito pueden aparecer otros dispositivos que transformen enegía eléctrica en 
otras formas de energía (motores, acumuladores, etc.). 

En definitiva, en todo circuito eléctrico existen elementos pasivos (que 
consumen energía), por lo cual, para mantener una corriente continua, son 
necesarios otros elementos que aporten energía eléctrica al circuito. Ésta es la 
función de los generadores, que son dispositivos capaces de transformar algún tipo 
de energía (mecánica, química, luminosa, térmica, etc.) en energía eléctrica. 

Se denomina fuerza electromotriz (f.e.m.), E, de un generador a la cantidad de 
energía eléctrica que desarrolla este por unidad de carga que pasa entre sus bornes. 

E=dW 
dq 

(16.1) 

Evidentemente, la f.e.m. tiene dimensiones de potencial y su unidad, en el S.I. , 
es el voltio. 

La potencia desarrollada por el generador es, a partir de (16.1 ), 

p = dW = dW dq = E i 
dt dq dt 

(16.2) 
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E,r 
A B 

Fig.16.1 

Hay que señalar que no toda la 
potencia desarrollada por el generador 
queda disponible para ser consumida en el 
resto del circuito:· una parte de dicha 
potencia es disipada en el mismo generador 
por efecto Joule. 

Para precisar esta cuestión consi­
deremos un generador, de f.e.m. E , que 
forma parte de un circuito. Sea i la 
intensidad de corriente en dicho circuito, y 
V A y V B los potenciales en bornes del 

generador (VA > VB), tal como se mues­

tra en la figura 16.1. 

Los portadores de carga salen desde el punto A, con una energía q V A , 

recorren el circuito y llegan a B con una energía menor, q V B . La potencia 

consumida en el tramo AB (no dibujado en la figura) es, por tanto, 

(16.3) 

Si P1 = P, entonces el_~enerador se llama ideal y, comparando (16.2) y (16.3) 

se deduce que 

(16.4) 

Es· decir, en un generado!' ideal la diferencia de potencial entre sus bornes es 
igual a la f.e.m., independientemente de la intensidad que circule por él. 

En los generadores reales, por el contrario, la potencia desarrollada es superior 
a la consumida por el resto del circuito, P > P1 , por lo que 

Esta diferencia de potencias puede explicarse si se tiene en cuenta que en el 
generador se disipa, por efecto Joule, una potencia igual a 

(16.5) 
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donde r es la resistencia interna del generador. 

La potencia desarrollada P es, en definitiva, la suma de las potencias 
P1 y P2 , consumidas fuera y dentro del generador respectivamente: 

o bien 

(16.6) 

y, dividiendo por i; 

(16.7) 

Finalmente despejando V A - V 8 , resulta 

(16.8) 

es decir, la ddp entre los bornes de un generador es igual a f.e.m. menos la caída de 
tensión óhmica debida a su resistencia interna. 

Si el circuito está abierto (i = O), entonces V A - V 8 = € , por lo que f.e.m. 

puede obtenerse como la ddp entre los bornes del generador en circuito abierto. 

De ahora en adelante se supondrá que tanto la f.e.m. como la resistencia 
interna del generador son valores constantes, independientes de la intensidad de 
corriente. Los generadores que cumplen esta condición se llaman generadores 
lineales, ya que la curva que representa la variación V en función de i es una línea 
recta. Dicha curva recibe el nombre de característica tensión-corriente del generador. 

En la figura 16.2, se representan las caracteristicas tensión-corriente de un 
generador ideal y de uno lineal. En ambos casos, la f.e.m. es la ordenada en el ori­
gen. La pendiente de la recta, cambiada de signo, representa la resistencia interna del 
generador. 

Finalmente, definiremos el rendimiento del generador como el cociente entre la 
potencia que suministra el circuito y la potencia total que desarrolla: 
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V 

Fig. 16.2 

TJ=.!l_= V= E-ir =l- ir 
P E E E 

(16.9) 

de donde se deduce que el rendimiento 
aumenta al disminuir la resistencia 
interna. En un generador ideal el 
rendimiento es la unidad. 

16.2., Receptores. Fuerza contraelectromotriz 

Se denomina receptor a un dispositivo que transforma una parte de la energía 
eléctrica que recibe del circuito en otra forma de energía distinta de la calorífica 
producida por efecto Joule. Como ejemplo de receptores podemos señalar los 
motores o las cubas electrolíticas, que transforman la energía eléctrica en energía 
mecánica y química, respectivamente. El esquema convencional para representar un 
receptor es 

Consideremos un receptor conectado a un circuito eléctrico por el que circula 
una corriente i. Denotaremos por dW' la energía eléctrica que, durante un 
intervalo de tiempo dt, es transformada en otra forma de energía distinta de la calo­
rífica. Durante dicho intervalo de tiempo, por el receptor pasa una carga dq. Se de-

fine la fuerza contraelectromotriz (f.c.e.m.) del generador, E', como 

(16.10) 

es decir, la f.c.e.m. es la energía (no calorífica) que desarrolla el receptor por 
unidad de carga que pasa entre sus bornes. Evidentemente la f.c.e.m. tiene las 
mismas dimensiones y unidades que la f.e.m. 
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La potencia no calorífica que desarrolla el receptor es, teniendo en cuenta 
(16.10) 

P'= dW' = dW' dq = c'i 
dt dq dt 

(16.11) 

De forma similar a lo visto en el caso de los generadores, la transformación de 
energía eléctrica en energía mecánica o química no es completa. Así, en los 
receptores reales una parte de la energía eléctrica que reciben del circuito se disipa 
en forma de calor por efecto Joule. 

En efecto, teniendo en cuenta la 
situación mostrada en la figura 16.3, la 
potencia total que el receptor toma del 
circuito es 

La potencia que se disipa por el 
efecto Joule es 

donde r' es la resistencia interna del receptor. 

• 

E', r' 

A ® • 

Fig. 16.3 

Finalmente, la potencia no calorífica que desarrolla el receptor es 

B 
• • 

Teniendo en cuenta el principio de conservación de la energía, puede escribirse 
que 

(V V ) . ·2 , ~'. 
A - B I=l r +c. 1 

y, dividiendo por i, resulta 

(16.12) 

(16.13) 
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Es decir, la ddp en bornes de un receptor es igual a su f.c.e.m. más la caída de 
tensión óhmica que aparece en el mismo como consecuencia de su resistencia 
interna. 

En el caso más general, la f.c.e.m. E' es una función de la intensidad que 
circula por el receptor, de forma que la característica tensión corriente no es una 

recta. No obstante, en algunos casos es posible considerar que tanto E' como r' 
son independientes de i, al menos para un cierto intervalo de intensidades. En estas 
condiciones, se dice que el receptor el lineal. 

16.3. Aparatos polarizados y no polarizados 

Existen aparatos que pueden funcionar, bien como generadores, bien como 
receptores. Así, un acumulador puede comportarse como un generador si la corriente 
pasa a través de él desde el polo - hacia el polo +; si la corriente circula en sentido 
contrario el acumulador funciona como receptor. Estos dispositivos reciben el 
nombre de aparatos polarizados. El símbolo utilizado para representarlos en los 
circuitos es el mismo que se emplea para los generadores. 

Si la f.e.m. y la f.c.e.m. de un aparato polarizado son iguales, entonces se dice 
que este es reversible. 

Por el contrario, hay otros dispositivos que funcionan siempre como receptores, 
consumiendo energía eléctrica independientemente del sentido de la corriente. Tal es 
el caso de los motores y de ciertas cubas electrolíticas. Estos aparatos reciben el 
nombre de polarizados. 

16.4. Tensión entre dos puntos de un circuito 

~r 

A 

Fig.16.4 
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r' 

B 

Consideremos un tramo AB de 
un circuito, en el que hay 

. conectados en serie una resistencia 
R, un generador de f.e.m. E y re­
sistencia interna r, y un receptor de 

f.c.e.m. E' y resistencia interna r' 
(Fig. 16.4). 
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Efectuemos un balance de potencias en dicho tramo: 

La potencia suministrada por el resto del circuito es 

Por otra parte, la potencia suministrada por el generador es 

Finalmente, en el tramo AB se consume una potencia igual a la suma de las 
potencias consumidad en cada resistencia, más la potencia consumida en d receptor. 
En definitiva, la potencia total consumida es 

Aplicando la conservación de la energía, se deduce que 

es decir 

(16.14) 

y, despejando V A - V B , resulta 

(16.15) 

o, escrito en forma genral 

(16.16) 

donde ¿ R es la suma de todas las resistencias y ¿ e es la suma de las f.e.m. 

(consideradas como positivas) y de las f.c.e.m. (negativas). 

En definitiva, la ddp entre dos puntos A y B, de un circuito es igual a la caída 
de tensión óhmica menos la suma de f.e.m. (las f.c.e.m. se consideran como f.e.m. 
negativas). 
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La expresión (16.16) recibe el nombre de ley de Ohm generalizada. 

16.5. Ecuación del circuito 

é 

r 

A 

r' 

Fig. 16.5 

Sea un circuito cerrado como el 
mostrado en la figura 16.5. Para obtener una 
relación entre las magnitudes eléctricas de 
todos los elementos que forman parte del 
mismo, basta con aplicar la relación (16.15) 
cuando los dos puntos A y B coinciden. 

R Entonces, V A - V A = O y, despejando i 

resulta 

E- e ' 
i =----

R+r +r' 

o, de forma más general 

(16.17) 

(16.18) 

es decir, la intensidad que circula por un circuito viene dada por el cociente entre la 
suma algebraica de todas las f.e.m. del mismo y la suma de todas las resistencias 
del mismo. 

16.6. Asociación de generadores 

El caso general de asociación de generadores de características distintas se 
calcula a partir de métodos específicos de análisis de circuitos que serán explicados 
en un capítulo posterior. Por tanto, en este apartado nos ceñiremos al estudio de la 
asociación de generadores de idénticas características. 
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a) Asociación en serie (Fig. 16.6.a). 

Consideremos un conjunto de n generadores idénticos de f.e.m. E y 
resistencia interna r. 



Si dicha asociación se 
conecta a una resistencia R, 
la ecuación del circuito resulta 
de 

nE 
l=---

R+nr 
(16.19) 

de donde se deduce que el 
conjunto de generadores equi­
vale a uno sólo, cuya f.e.m. 
y resistencia interna son 

req = nr 

b) Asociación en paralelo. 

Circuitos de corriente continua 

a) 

b) A 

Fig.16.6 

Si los n generadores se asocian en paralelo (Fig. 16.6.b), por cada 
uno de ellos pasa la intensidad i / n , y la ddp entre A y B es, de acuerdo 
con (16.16) 

despejando i, resulta 

E 
i=---

R+r/n 
(16.20) 

De donde se deduce que el generador equivalente a la asociación tiene 
como f.e.m. y como resistencia interna los valores 
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Nota complementaria 16.1. Campo electromotor. Circulación de E a lo 
largo de un circuito cerrado. 

€ 

r 

+ 

Fig.16.7 

en un circuito filiforme, por tanto 

i- - J pdl 
:rE-dl = i¡ s = i(R+r) 

R 

Consideremos un circuito como el 
mostrado en la figura 16. 7, constituido por 
un conductor filiforme y óhmico y un 
generador de f.e.m. t y resistencia inter­
nar. 

Denominaremos E al campo eléc­
trico en una sección cualquiera del cir-

cuito. Veamos cual es la circulación de E 
a lo largo de todo el circuito. Así, teniendo 
en cuenta la ley de Ohm resulta 

pero 

j -dl = idl 
s 

(16.21) 

donde Res la resistencia del conductor. Observese que en (16.21) aparece también 
la resistencia interna del generador ya que la integral se extiende a lo largo de todo el 
circuito. 

Por otra parte, según la ecuación del circuito, (16.21) se transforma en 

(16.22) 

es decir, la circulación de E a lo largo de un circuito es igual a la f.e.m. del 
mismo. Esta expresión constituye otra forma de definir la f.e.m. de un generador. 
Comentemos brevemente las consecuencias de esta ecuación. 
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En la lección 11 se definió el campo electrostático y se establecierón algunas de 
sus propiedades fundamentales. Una de ellas es que dicho campo deriva de potencial 
por lo cual su circulación a lo largo de cualquier camino cerrado debe ser nula. 

Ahora bien, en la ecuación (16.22) hemos llegado al resultado de una 

circulación no nula. Ello implica que el campo E que aparece en ella no es 
electrostático en todos los puntos del circuito. 

En efecto, si admitimos que la f.e.m. del circuito está concentrada en el 
generador (el resto del circuito es puramente resistivo), las cargas eléctricas salen 
del polo positivo y se desplazan a lo largo del conductor R por acción de un campo 

electrostático E1 • Sin embargo, al llegar al polo -, las cargas pasan de un 

potencial V B a otro mayor V A • Evidentemente, la fuerza que eleva la energía 

potencial de las cargas en su paso por el generador no es naturaleza electrostática. 
Esto puede explicarse si se admite que en el interior del generador existe, además del 

campo E. 1 (dirigido en el sentido de los potenciales decrecientes) otro campo, 

denominado campo electromotor E. 2 , que no deriva de potencial y que va dirigido 

en el sentido de los potenciales crecientes. La naturaleza de este campo electromotor 
depende del tipo de generador. En la lección 19 estudiaremos como puede generarse 
a partir de un campo magnético variable. 

La relación existente entre el campo electromotor y la f.e.m. puede obtenerse si 
se tiene en cuenta que 

ya que E 1 sí deriva de potencial. 

Por tanto 

fE-dl = JAB E¡ •di+ JBA (E¡ +E2)•dl =f E1 ·di+ JBA E2 -di= 

= f E2 -dl 
JBA 
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En definitiva 

f E2 -dl =E 
JBA 

es decir, la f.e.m. es igual a la circulación del campo electromotor a lo largo del 
generador. 
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PROBLEMAS 

P.16.1 Dado el circuito de la figura, cal­
cular el valor de la resistencia R 
para que la potencia consumida por E 

ella sea máxima. r 

SOLUCIÓN 

R=r 

P.16.2. Dado el circuito de la 
figura, calcular la ddp 
entreAyB 

Datos: 

R 1 =100; 

R 2 =200; 

R 3 =300 

E1 =20V; 

E2 =5V; 

E3 =30V 

SOLUCIÓN 

VAB=45V 

B 

R 

P.16.1 

P.16.2 
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P.16.3. Un conjunto de n generadores idénticos, con f.e.m. E y resistencia inter­
na r cada uno, se asocian en serie, cerrando el circuito mediante un hilo 
sin resistencia. 

a) Calcular la intensidad que circula por el circuito. 

b) Calcular la ddp entre dos puntos cualesquiera del circuito. 

SOLUCIÓN 

a) i =e/ r 

b) V=O 

E E 
...-----1 ,..__ l----, 

P.16.4. Dado el circuito de la figura, donde 
r1 ) r2 , calcular el valor de R para 

que se anule la ddp en bornes de uno 
de los· generadores. Indicar en cuál de 
ellos. 

r, 

R 

P.16.4 

SOLUCIÓN 

Se anula la ddp en bornes del gene­
rador con r1 si R = r1 - r2 

P.16.5. Demostrar que la potencia suministrada por un generador a un circuito es 
máxima cuando por él circula una intensidad igual a la mitad de la 
correspondiente al circuito. 
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P.16.6. Sea el circuito de la figura, 
constituido por un genrador de 
f.e.m. E y resistencia interna 
despreciable, una línea de resis­
tencia total R y un motor de E 

resistencia interna r y f.c.e.m. 
variable, e. 

a) Calcular e para que la poten­
cia mecánica desarrollada por 
el motor sea máxima. 

Circuitos de corriente continua 

R 

P.16.6 

A 

B 

e 
r 

b) Calcular la máxima potencia desarrollada por el motor. 

c) Definiendo el rendimiento del motor como el cociente entre la potencia 
desarrollada por el mismo y la potencia consumida ( T] = E i / V AB i), 

calcular dicho rendimiento para el valor de e obtenido en el apartado 
a). 

SOLUCIÓN 

a) 

b) 

c) 

E 
e=-

2 

4(R + r) 

R+r 
T]=---

R+2r 
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CAPÍTULO 17 

ACCIONES MAGNÉTICAS SOBRE CARGAS EN 
MOVIMIENTO 

17.1. Introducción 

En los capítulos 11 al 13 se estudiaron las interacciones entre cargas eléctricas 
en reposo. Así, a partir de la ley de Coulomb y del principio de superposición se 

obtuvieron las expresiones para el cálculo del campo eléctrico E , que cuantifica la 
acción que una distribución de cargas en reposo ejerce sobre una carga de prueba q, 
también en reposo. En este capítulo y el siguiente se dedican al estudio de las 
interacciones entre cargas eléctricas en movimiento. 

·-
Para ello es preciso introducir el concepto de Ífl.ducción o campo magnético que 

se cuantifica mediante un campo 
vectorial cuya definición se intro­
ducirá en el apartado próximo. 

17.2. Campo magnético 

Sea un conjunto de cargas 
qi (i = 1,2, ... n) animadas de velo-

cidades v ¡ . La fuerza que este sis­

tema ejerce sobre una carga de 
prueba q situada en P y con 
velocidad v se puede expresar co­
mo la suma de dos términos: 

Fig.17.1 
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El primero, independiente de la velocidad v de q, al que se denomina fuerza 

eléctrica y que se expresa por f1 = qE donde E es el campo eléctrico (que 

coincidiría con el campo electrostático definido en el capítulo 11 si las cargas 
q ¡ se encontraran en reposo). 

Un segundo término, denominado fuerza magnética, ( f 2 en la figura), que 

viene dado por la expresión f 2 = q v x B , donde B es el nuevo campo vec­

torial al que se ha denominado campo magnético. 

La fuerza total ejercida por el sistema de cargas q¡ sobre la carga q es, por 

tanto 

(17.1) 

expresión que recibe el nombre de fuerza de Lorentz. 

Puesto que B está definido a partir de un producto vectorial, su sentido depende 

de la orientación del sistema de referencia (es un vector axial). En adelante, se 

supondrá a B referido a un sistema dextrógiro. 

La ecuación de dimensiones de el campo magnético puede establecerse a partir 
de (17.1). 

La unidad en el S.I. es el Tesla (T), que es el campo magnético que produce la 
fuerza de un newton sobre una carga de un culombio que se mueve normalmente al 
campo con una velocidad de un metro por segundo. 

Algunas manifestaciones de las interacciones magnéticas (fuerza entre imanes, 
por ejemplo) fueron conocidas y estudiadas desde hace mucho tiempo. Sin embargo, 
el origen de estos fenómenos y su relación con el movimiento de las cargas no 
empezaron a ser comprendidos hasta principios del siglo pasado, cuando Oersted 
comprobó los efectos magnéticos asociados a las corrientes eléctricas. 
Posteriormente, los trabajos de Henry, Faraday y, sobre todo, Maxwell permitieron 
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establecer las leyes fundamentales del magnetismo y la estrecha relación existente 
entre los campos eléctrico y magnético como manifestaciones distintas de un mismo 
tipo de interacción: la interacción electromagnética. 

El problema de calcular las fuerzas magnéticas ejercidas entre cargas móviles 
presenta dos aspectos diferenciados. El primero consiste en determinar el campo 
magnético creado por un sistema de cargas en movimiento; en el segundo, se trata de 
calcular la fuerza que actúa sobre una carga que se mueve en el interior de un 
campo dado. Por razones pedagógicas, comenzaremos por estudiar este segundo 
aspecto, es decir, consideraremos conocido el campo magnético, creado por cargas 
móviles o por corrientes eléctricas, y analizaremos la influencia que éste ejerce sobre 
otras cargas o corrientes situadas en su interior. 

En el capítulo siguiente se estudiarán los campos creados por corrientes 
eléctricas. 

17.3. Movimiento de una partícula cargada en un campo 
magnético uniforme 

Tal como se indicó en la sección 
anterior, la fuerza que actúa sobre una 
carga en movimiento viene dada por la 
expresión 

f =q(E+vxB) (17.1) 

Si en la región del espacio 
considerada sólo existe campo mag-

nético (E = O) , entonces la ecuación 

se transforma en 

f=qvxB (17.2) 

Observese que la fuerza dada por la 
(17.2) es perpendicular a la velocidad 

de la carga (f • v = O) , de modo que 

z 

-B 

Fig.17.2 

la fuerza magnética no efectúa trabajo sobre la misma. Por tanto, la energía cinética 
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de una partícula cargada que se mueve bajo la única acción de una fuerza magnética 
permanece constante: el efecto del campo magnético es el de cambiar la dirección de 
v , pero no su módulo. 

Estudiemos el movimiento de una partícula cargada en el interior de un campo 
magnético uniforme. Para ello adoptaremos un sistema de referencia como el de la 

figura 17 .2, de forma que le eje OZ tenga la dirección y sentido del campo B . 
Supondremos que la partícula se encuentra inicialmente en O y, para simplificar el 

problema, consideraremos, por ahora, que la velocidad inicial es v O = v O j , esto es 

perpendicular a B . 

Evidentemente, el movimiento de la partícula es plano, ya que fuerza f , que 

actúa sobre ella, es paralela al plano z = O (perpendicular a B) y, puesto que la 
particula se encuentra inicialmente en dicho plano y la velocidad v O también está 

contenida en el mismo, la partícula describirá una trayectoria sobre el plano z = O. 

Por tanto, el módulo de la fuerza ejerciada sobre q es 

f = q v B sen 90° = q v B 

La aceleración de la partícula es a = f / m, y su módulo 

qvB 
a=--=aN 

m 

valor que corresponde a la aceleración normal, ya que la aceleración tangencial es 

nula al ser f • v =O. Teniendo en cuenta que aN = v 2 
/ p, el radio de curvatura es 

mv mv 0 R 
p=-=-= 

qB qB 

ya que v = lvl = v O = c te , por las razones antes expuestas. 

(17.3) 

En definitiva, la partícula describe un movimiento circular uniforme cuyo radio 
viene dado por la ecuación (17.3). 
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En la figura 17 .2 se muestra la órbita correspondiente a una carga positiva. Una 
carga negativa describiría una trayectoria similar pero simétrica con respecto al 
plano x = O. 

La velocidad angular de este movimiento circular es 

w=v/R=qB/m 

o, en forma vectorial 

-q -
w=-B 

m 

(17.4) 

(17.5) 

Obsérvese que la velocidad angular es independiente de la velocidad inicial de la 

partícula y sólo depende de sus características ( carga y masa) y del valor de B . Así, 
partículas idénticas lanzadas con distintas velocidades en el mismo campo 
magnético, describirán movimientos circulares de radios distintos (el radio sí 
depende de v O ) pero con la misma velocidad angular y, por tanto, con el mismo 

período. 

Si la velocidad inicial de la partícula no es normal al campo B (Fig. 17.3), po­
demos descomponerla en dos, una en la dirección del campo v oB y otra según la 

normal v oN . Puesto que f siempre es perpendicular a B , la aceleración en la 

dirección del campo es nula, y la proyección del movimiento sobre la dirección OZ 
es un movimiento rectilíneo uniforme de velocidad v oB . La proyección del 

movimiento sobre un plano normal B es un movimiento circular de radio 

mvoN R=--
qB 

y velocidad angular 

w=qB/m 

La compos1c1on de ambos movimientos da como trayectoria una hélice 

cilíndrica cuyo eje es paralelo a B y cuyo paso P, es 
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, 
' ,. , 

Fig.17.3 

27t 21tv oB m 
P=voB-=-----'---

w qB 

Este caso general de 
movimiento de una partícula carga-

da en un campo uniforme B se ana­
liza con más detalle en el ejemplo 
17.1. 

Ejemplo 17 .1 

Una partícula de carga q y 
masa m se mueve en el interior de 
un campo magnético uniforme 

B = Bk . En el instante t = O, la 
- -

partícula se encuentra en O y su velocidad inicial es v O = v oN j + v oB k . Obtener 

las ecuaciones del movimiento. 

Solución: 

La fuerza que actúa sobre la partícula es 

i j k 

f=qvxB=qx 
- -

y z =q(yBi-xB j) 

o o B 

Por tanto, las ecuaciones diferenciales del movimiento son 

- - - - - -
f =ma ➔ q(yBi-xBj)=m(xi +y j+zk) 

o bien 
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de la ecuación c) se deduce directamente que 

La ecuación a) puede escribirse como 

dy dx 
q-B = m-

dt dt 

luego 

dx= qB dy 
m 

que integrada da 

(1) 

donde C es una constante de integración de valor nulo ya que en t = O, x = O e 
y=O. 

Sustituyendo x en b), resulta 

-(qB)2 .. 
--- y=my 

m 

o bien 

ecuación que tiene como integral 

(2) 

donde w = q B/m 
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Siguiendo un razonamiento similar para el caso de la ecuación b ), podría 
obtenerse la realción y(x): 

. qB 
y=--x+voN 

m 

ecuación que sustituida en la a) da lugar a 

Cuya integración resulta 

mvoN 
x=--+A1 sen(wt+<p 1) 

qB 

donde w = q B/m 

(3) 

Las constantes de integración A 1, A 2 , cp 1 y cp 2 de las ecuaciones (2) y (3) se 

calculan teniendo en cuenta las condiciones iniciales del movimiento. Dichas cons­
tantes toman los valores 

En definitiva, las ecuaciones del movimiento son 

mvN 
X= --0 -(1- COS wt) 

qB 

mv N 
y=--º- sen wt 

qB 

Z = V 0B t 

La trayectoria es, pues, una hélice cilíndrica cuyo eje es una recta vertical que 
pasa por el punto 
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(
m v oN O o) 

qB ' ' 

El radio de la proyección de la hélice sobre le plano z = O es 

R= mvoN 
qB 

17.4. Fuerzas magnéticas sobre conductores que transportan 
corrientes 

Supongamos un conductor que 
transporta una corriente eléctrica i, 
situado en reposo en el interior de 

un campo magnético B (x, y, z). 

Evidentemente el campo B ejerce 
una fuerza sobre los portadores de 
carga del conductor, de forma que 

éste está sometido a una fuerza f 
que se pretende cal-cular. 

Para ello, considerando un 
elemento de volumen d't alrede­
dor de un punto cualquiera P del 

i 

conductor (Fig. 17.4) y siendo J y F · 17 4 ig. . 
v la densidad de corriente y 
velocidad de arrastre, respectivamente, en P, la carga móvil contenida en d't es 

dq = qn d't 

donde n representa la densidad de portadores de carga. Por tanto, la fuerza mag­
nética ejercida sobre d't es 

df = qn v x B d't (17.6) 

Y, teniendo en cuenta la relación (15.6), existente entre v y J , resulta 
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df =J X B d't (17.7) 

La resultante de las fuerzas que actúan sobre el conductor, es por tanto 

f = JI f. j X B d't 

donde 't es el volumen ocupado por el conductor. Esta expresión constituye la 
denominada ley de Laplace. 

-
--

e -
Fig.17.5 

s 

Fig.17.6 
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Si se particulariza la expresión ( 17. 7) al 
caso de un conductor filiforme recorrido por 
una corriente i figura 1 7 .5 el vector j d't 
puede expresarse como 

- i - -
J d't=- dlS=i dl s 

donde d 1 es un elemento de longitud del 
conductor, con el mismo sentido de la co­
rriente eléctrica, con lo cual la ley de Laplace 
se expresa como 

df =i di X B (17.8) 

y la resultante de las fuerzas que actúan sobre 
el conductor es, en este caso, 

(17.9) 

donde C es la curva que representa al con­
ductor. 

Si este conductor filiforme se encuentra 
en el interior de un campo magnético 
uniforme, la expresión (17.9) se puede 
simplificar como 
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(17.10) 

donde 1 es un vector que tiene su origen en el inicio del conductor y su afijo en el 
otro extremó (Fig. 17.6). Evidentemente, la resultante de las fuerzas que un campo - - -
B , uniforme ejerce sobre un circuito cerrado es nula ( 1 = O). 

17.5. Acción de un campo magnético sobre un circuito plano. 
Momento magnético 

Sea un circuito plano, recorrido por una intensidad i, . que está situado en el 

interior de un campo magnético uniforme B . Para mayor sencillez, supondremos 
que dicho circuito es una espira rectangular, de lados a y b (Fig. 17.7). 

Las fuerzas que el campo ejerce 
sobre cada uno de los lados son, a 
partir de (17.10) 

f1 =-iaxB 

f2 =-ibxB 

f3 =iaxB 

f4 =ibxB 

cuya resultante es nula, al tratarse de 
un circuito cerrado. 

No obstante el momento resul­
tante de dicho sistema de fuerzas no 
es nulo. En efecto, tomando momen­
tos respecto del punto O, es 

- b -
M 1 =-i - x(axB) 

2 

- a - -
M 2 =i - x(bxB) 

2 

/ 
/ 

/ 

,_ 
M 

Fig.17.7 

B 
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- b -
M 3 =-i - x(axB) 

2 

- ª -M 4 =i - x(bxB) 
2 

y en consecuencia el momento resultante viene dado por 

4 

M = _I M¡ =i[ax(bxB)- bx(axB)] 
l=l 

Ahora bien, teniendo en cuenta que los dobles productos vectoriales de esta 
expresión son 

ax (b x B) = (a . B) 6 

bx(axB) = (b. B)a 

resulta que 

M =i[(a-B)b-(b. B)a ]= iBx(bxa) =i(ax b) xB (17.11) 

o bien recordando que (ax b) representa la superficie delimitada por la espira 

M=i SxB (17.12) 

y, denominando momento magnético del circuito iñ, a 

iñ=i s 
se obtiene la expresión definitiva, 

M=iñxB (17.13) 

La ecuación de dimensiones del momento magnético es [m ]= I L2 y su unidad 

en el S.I. es el A.m2
• 
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Si bien en la deducción seguida para la 
obtención de la expresión (17.13) se ha 
utilizado una espira rectangular, dicha ex­
presión es de validez general, independien­
temente de la forma del circuito. 

Así, para una espira circular, el mo­
mento magnético es (Fig. 17.8) 

m=iS=i1tr2 ü n 

donde ü 0 es un versor normal al plano de la 

espira cuyo sentido viene dado por la regla 
de la mano derecha (Fig. 17 .8). 

Si el circuito está compuesto por N 
espiras superpuestas, el momento magnético es 

m=niS 

Obsérvese que el momento que B ejerce sobre 

el circuito cerrado es nulo si Iñ y B son paralelos. 
Por tanto existen dos posiciones de equilibrio; 

cuando Iñ y B formen un ángulo de O ó 1t 
radianes. 

La primera posición es de equilibrio estable 
(Fig. 17. l .a), mientras que la segunda es de equi­
librio inestable (Fig. 17.9.b). 

- -m=iS 

Fig.17.8 

-m 

-m 

Fig.17.9 

(17.14) 

1: 
M=O 
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PROBLEMAS 

+ 
" " 'I( · i 

P.17.1 Un haz de electrones se lanza entre 
las armaduras de un condensador 
cargado a potencial V. Entre las 
armaduras existe un campo mag­
nético uniforme, perpendicular al 
campo eléctrico. Sabiendo que las 
armaduras están separadas una 
distancia d, calcular la velocidad 
de los electrones que no se desvían 
al pasar por el condensador. 

---1---~o)--•--------E! X " Xy>< " 

SOLUCIÓN 

v=V/Bd 

x X 'I( ',e X 

P.17.1 

')( " ')( 

P .17 .2. Una partícula de carga q y masa m se deja en reposo en el punto 
(0,0,0). Dicha partícula está sometida a la acción del campo eléctrico 

E = E J y del campo magnético B = B k . 

Obtener las ecuaciones del movimiento. 

SOLUCIÓN 

E 
y=-[1-cos wt] 

Bw -
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X 

X 

" 
X 

con 

X " 

" ,e 

X X 

X ,e 

qB 
w=­

m 

Z=Ü 

+ 
" " 

" X 

-X " 
X " 

P.17.3 

P.17.3. 

" ,e -+" 
B 

" 
X 

,e 

a) Calcular la velocidad de las 
partículas. 

b) Calcular la relación lql / m . 

SOLUCIÓN 

a) 
V 

v=-
qB 

b) 
m dRB2 

Una haz de partículas carga-
das pasan sin desviarse entre 
las armaduras de un conden-
sador plano cargado a poten-
cial V en el que, además 
existe un campo magnético 
perpendicular al campo eléc-
trico. Una vez que salen del 
condensador, las partículas 
describen una órbita circular 
de radio R. 

P.17.4 Una barra metálica AA' d,escansa sobre dos raíles paralelos y horizon­
tales, como se muestra en la figura .. 
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Por la barra circula 
una corriente conti­
nua de intensidad i. 

Sabiendo que el peso 
de la barra _es P y que 
entre la barra y los 
raíles existe un roza­
miento seco, de coefi­
ciente µ , calcular el 

mínimo campo mag­ P.17.4 

netico capaz de mover la barra, indicando el ángulo que debe formar con 
la vertical. 

SOLUCIÓN 

B Psen<p 
if 

con tg<p = µ 

P .17 .5. Un hilo metálico, de secc1on 
S y densidad p , forma tres 

lados de un cuadrado de lado 
1, puede girar alrededor del 
eje horizontal XX' , tal como 
se muestra en la figura. El 
hilo está colocado en un 
campo magnético uniforme y 
vertical. Calcular el valor de 
dicho campo sabiendo que el 
hilo se aparta de la vertical un 
ángulo a cuando la corriente 
que pasa por el hilo es i. 

SOLUCIÓN 

B= 2 p_gstga 
1 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ en J 

\ ,,,.,,. 
\ / 
\ ,,,,., 
v"' 

P.17.5 
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-+ 
B 

P. 17.6 

SOLUCIÓN 

P.17.6. Un disco metálico de radio R 
puede girar al rededor de su eje 
O. El disco se encuentra en el 
interior de un campo magnético 

uniforme B , perpendicular al 
mismo. Entre el centro del disco 
y su periferia se establece una 
diferencia de potencial, circu­
lando una corriente i, como se 
muestra en la figura. Calcular el 
momento resultante, con res­
pecto a O, de las fuerzas mag­
néticas que actúan sobre el 
disco. 

P.17.7. Una espira circular de radio R se encuentra sobre el plano z = O, de 
forma que su centro coincide con el origen de coordenadas. En esa región 
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del espacio existe un campo magnético B = C y K , donde C es una 
constante. Sabiendo que por la espira circula una intensidad I, calcular la 
resul~te de las fuerzas magnéticas que se ejercen sobre la misma. 

SOLUCIÓN 
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CAPÍTULO 18 

CAMPOS MAGNÉTICOS INDEPENDIENTES 
DEL TIEMPO 

18.1. Introducción 

En el capítulo precedente se estableció la expresión que determina la fuerza que 
actúa sobre una carga en movimiento: 

que es de validez general cualquiera que sea el tipo de movimiento del sistema de 
cargas considerado. 

Ahora bien, para que el problema de la acción entre cargas en movimiento 
quede completamente resuelto, es preciso determinar los campos eléctrico y 
magnético creados por dicho conjunto de cargas. 

La solución general de este problema se sale de los objetivos del presente texto, 
por lo que nos limitaremos al estudio de un problema particular, pero de gran 
importancia por sus aplicaciones; se trata del campo magnético creado por un 
circuito en reposo, situado en el vacío (o en el aire) y recorrido por una corriente 
continua. 

Eh estas condiciones, B es independiente del tiempo. Por tanto, y salvo que se 
indique· lo contrario, las expresiones y teoremas que se desarrollaran en este capítulo 
son aplicables, únicamente, a los campos magnéticos estacionarios. Posteriormente 
se ampliaran algunos de los resultados aquí obtenidos al caso de campos magnéticos 
asociados a regímenes variables. · 
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18.2. Campo magnético producido por una corriente continua 

Sea un circuito de forma cualquiera, cerrado y recorrido por una corriente 

continua i. Experimentalmente, se comprueba que el campo magnético B creado 
por dicha corriente en un punto cualquiera P viene dado por la expresión. 

e 

Fig, 18.1 

(18.1) 

donde V es el volumen ocupado por el 

circuito. j es la densidad de corriente y 
r es el vector de posición del punto con 
respecto al elemento de volumen 
considerado (Fig. 18.1). K es una 
constante cuyo valor depende del 
sistema de unidades utilizado. En el 
S.I., K vale 10-7 mkg s-2 A - 2 , por 
razones de comodidad en los calculos, 
se conviene dar a K el valor 

(18.2) 

donde µ 0 es una nueva constante, denominada permeabilidad magnética del vacío, 

cuyo valor es µ 0 = 41t • 10-7 NA -2 • Sustituyendo (18.2) en (18.1) resulta 

(18.3) 

expresión que recibe el nombre de ley de Ampere-Laplace. 

Obsérvese que el campo B dado por (18.3) es el mismo que el que se obtendría 

suponiendo que cada elemento de corriente j dV crea en P un campo elemental 
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El concepto de campo diferencial creado 
por un elemento de corriente es útil como 
instrumento de cálculo. Sin embargo no hay 
que olvidar las hipótesis de partida bajo las 
cuales se verifica la ley de Ampere-Laplace: el 

campo B es creado por todo el circuito y no 
tiene sentido intentar calcular el campo que 
crearía una porción aislada del mismo ya que 
los elementos de corriente no son entidades 
físicas separables del conjunto. 

Las expresiones (18.3) y (18.4) son 
aplicables a un circuito cerrado de una 
geometría cualquiera. No obstante, en la 
práctica, los problemas que se presentan se 
refieren a circuitos filiformes (Fig. 18.2). 

Fig.18.2 

En este caso, el elmento de corriente j dV puede expresarse como 

JdV=idl (18.5) 

donde i. es la intensidad de corriente que circula por el circuito. Con ello, (18.4) se 
transforma en 

- µ 0 i di xr 
dB=---

41t r 3 

y (18.3) en 

- µ il B=-º-
41t e 

dlxr 

r3 

(18.6) 

(18.7) 

Ecuación que constituye la expresión de la ley de Ampere-Laplace para 
circuitos filiforme,;:, . 
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Ejemplo 18.1. Campo creado por un hilo rectilíneo, de longitud infinita 
y recorrido por una corriente i 

z 

dz y 

z 

X X 

Fig.18.3 

' 

Para su resolución se toma un 
sistema de referencia como el de la 
figura 18.3 de forma que el eje OZ 
coincide con el hilo y que el punto 
P se encuentra sobre el eje OX. El 
campo creado por un elemento de 
corriente viene dado por (18.6), 
donde 

y 

- -
dl = dzk 

r=xi--:-zk 

Por tanto, 

dlxr=xdz} 

dB
- _ µ 0 i X dz --: 
----J 

41t r 3 

Expresando todas las variables de la ecuación anterior en función del ángulo 0 
y de la distancia x del punto P al hilo, resulta 
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X 
z=xtg0 ➔ dz=--

2
-d0 

cos e 

X 
r=-­

cos0 

Con lo que se obtiene 

dB =~ i_ cose d0} 
47t X 
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que integrada entre -7t / 2 y +1t / 2 , que son los valores de 0 correspondientes a 
z = ± oo , resulta 

B
- µo i--: 
=-J 

21tx 
(18.8) 

Es decir, el campo magnético creado por una corriente rectilínea e indefinida 
está en el plano normal al hilo que pasa por el punto P. Las líneas del campo son 
circunferencias cuyo centro está sobre el hilo. La expresión (18.8) recibe el nombre 
de ley de Biot y Savart. 

Ejemplo 18.2. Campo creado por una espira circular en un punto de su 
eje 

Sea una espira circular de radio R, recorrida por una corriente i. 

El campo creado por un 
elemento de corriente en un punto, 
P, de su eje viene dado por (18.6), y 

como en este caso dl y r son 

perpendiculares. el módulo de dB es 

y su dirección es normal al plano 

determinado por r y dl . La com­

ponente de dB sobre la normal al eje 
se anula con la componente, tambien 
sobre la normal al eje, del vector 

dB' creado por un elemento de 
corriente dl' simétrico del · dl. Por 
tanto, el campo en P tiene la 
dirección del eje y su valor es 

X 

Fig.18.4 

y 
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y, teniendo en cuenta que cos a= R / r, resulta 

expresión que puede escribirse en función de la distancia z del punto P al centro 

d 1 . 2 R2 2 e a esprra, ya que r = + z 

(18.9) 

Finalmente recordando que el momento magnético de la espira vale m = i 1t R 2 

y que su dirección y sentido son los de B , éste se puede expresar como 

Ejemplo 18.3. Campo magnético creado por un solenoide 

z dz 

L--------1 

Fig.18.5 

Un solenoide es un hilo 
conductor enrollado helicoidal­
mente. Si el paso de dicha hélice 
es muy pequeño (las vueltas del 
conductor están muy próximas), 

R el solenoide puede representarse 
como un conjunto de espiras 
circulares distribuidas uniforme­
mente en planos perpendiculares 
a un eje longitudinal. 

Sea un solenoide recto, de 
longitud L y radio R, y N es­
piras, con lo que el número de 
espiras por unidad de longitud 

una rebanada de espesor 
es n = N/L y el contenido en 

dz, n dz. Tal como se ha visto en el Ejemplo 18.2, el 
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campo magnético en un punto P del eje del solenoide lleva la dirección de dicho eje. 
A partir de la expresión (18.9), el campo creado por una rebanada de espesor dz en 
Pes 

y, teniendo en cuenta que z = R cot g cp y que 

res:ulta 

µ ni 
dB=--º-sen cp dcp 

2 

El campo creado por todo el solenoide es, por tanto 

J 
µ niJ.(1)2 µ ni 

B= dB=--º- sen cp dcp=-0 -(cos cp 2 -cos cp 1) 
2 q>¡ 2 

(18.10) 

Si el solenoide es muy largo y P se encuentra en su interior, entonces cp 2 = O 

y cp 1 = 1t radianes, con lo cual el campo B vale 

Si el solenoide es largo y P se encuentra en uno de los extremos, entonces 
<p 1 = 1t / 2 y cp 2 = O, luego 

es decir, en un solenoide largo, el campo magnético vale la mitad en uno de sus 
extremos que en un punto del interior. · 
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18.3. Acciones mutuas entre dos corrientes. Definición de 
Amperio 

Fig, 18.6 

Sean dos circuitos cerrados, C 1 

y C2 , ambos en reposo y 

recorridos por corrientes continuas 
i 1 e i 2 , respectivamente. 

El circuito C 1 crea, en un 

punto cualquiera del circuito C2 , 

P 2 , un campo B 12 de valor 

donde i\2 es el vector de posición de P2 con respecto a un punto cualquiera de P1 

de C1• 

Por tanto, el elemento de corriente i2 dl2 situado en P2 esta sometido a la 

fuerza 

En definitiva, la resultante de las fuerzas magnéticas ejercidas por el circuito 
C1 sobre C2 es 

- -
dl2 x(dl1 xr12 ) 

3 
r12 

(18.11) 

Expresión que permite calcular la interacción magnética entre dos circuitos. 

La expresión (18.11) puede escribirse como (Ver nota complementaria 18.1) 

(18.12) 
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- -
de donde se deduce que f 12 = -f21 . 

Es decir la fuerza ejercida por el 
circuito 2 sobre la 1 es igual y 
opuesta a la que ejerce el 1 sobre el 
2, verificándose, por tanto, la ley de 
acción y reacción. 

Un caso particular de fuerza 
entre circuitos, de gran importancia 
por servir de base a la definición de 
amperio, es aquel en el que los 
circuitos C 1 y C 1 son dos hilos 

rectilíneos de longitud infinita, para­
lelos y separados una distancia d. 

El circuito C 1 crea en un punto 

e, 

d 

Fig.18.7 

P2 de C2 un campo B12 , cuya dirección y sentido se indica en la figura 18.7 y 

cuyo módulo viene dado por la expresión (18.8) 

Como consecuencia de este campo, la fuerza que, por unidad de longitud, actúa 
sobre el conductor C2 es 

(18.13) 

dicha fuerza lleva la dirección de la común perpendicular a los conductores y es 
atractiva (tal como se muestra en la figura). 

Si la distancia d es de 1 m y las intensidades que circulan por los conductores 
son iguales y de 1 A. Entonces la fuerza que cada conductor ejerce sobre la unidad 
de longitud del otro es 
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La relación (18.3) sirve para la definición del amperio como "intensidad de 
corriente que, circulando por dos conductores rectilíneos paralelos de longitud 
infinita y sección despreciable, situados con una separación de 1 m en el vacío, 

produce entre ellos una fuerza de 2 • 10-7 N por cada metro de longitud". 

Nota complementaria de 18.1. Simetría de las acciones entre co­
rrientes. 

Tal como se ha indicado en la sección anterior, la fuerza que un circuito C1 , 

recorrido por una corriente i1 ejerce sobre otro circuito C2 , por el que circula una 

corriente i2 es 

d
-
1 

(dl1 xih) 
2 X 3 

r12 

La fuerza ejercida por el circuito 2 sobre el 1 sería 

A partir de estas ecuaciones no resulta evidente que f12 = -f21 , como debe 

cumplirse en virtud del principio de acción y reacción. Para demostrar que efec:­
tivamente dichas fuerzas son iguales y opuestas desarrollaremos el doble producto 
vectorial 

- - - - - -
dl2 x(dl1 xr21 )=(dl2 •r12 )dl1 -(dl1 -dl2 )r12 

Por tanto 

Ahora bien, el primer término del segundo miembro de esta ecuación es nulo ya 
que 
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pero 

dl2 . r12 dr12 
---= 

3 2 
r12 r12 

cuya integral a lo largo de una curva cerrada es, evidentemente, nula. 

Por tanto, f 12 puede expresarse como 

expresión que resulta claramente simétrica ya que con ella queda patente que 
- -
f12 =-f21· 

Hay que señalar que la ley de acción y reacción se cumple para las acciones 
entre circuitos completos, pero no para elementos de corriente. Así la fuerza que el - -
elemento de corriente i1 dl1 ejercería sobre el elemento i2 dl2 es 

mientras que la que el elemento 2 ejerce sobre el 1 es 

Evidentemente df12 "# -df21 ya que dl1 y dl2 no tienen por qué llevar la 

misma dirección. Queda, pues, claro que los elementos de corriente no son 
realidades físicas sino meros instrumentos de cálculo. 
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18.4. Flujo magnético. Divergencia de B 

El flujo del campo B a través de una superficie cualquiera S es 

<!>= fs B-dS 

y se denomina flujo magnético. 

Su ecuación de dimensiones es [<!> ]= MT-2 L2 i-1
• Su unidad en el S.I. es el 

Weber (Wb), dado por 

Fig.18.8 

1Wb=1T-m2 

Una propiedad muy importante del 
campo magnético es que su flujo a través 
de cualquier superficie cerrada es nulo 

fs B-dS=O (18.14) 

es decir, el campo magnético es un flujo 
conservativo. 

De acuerdo con el teorema de la 
divergencia, la ecuación (18.4) puede escribirse en forma diferencial como 

divB=O (18.15) 

ecuación que constituye una de las leyes fundamentales el electromagnetismo. 

Una forma de analizar el significado físico de la (18.15) es comparándola con 
su correspondiente del campo eléctrico que es 
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es decir, en un campo eléctrico existen sumideros o manantiales en aquellos puntos 
en los que hay carga eléctrica (negativa o positiva, respectivamente). Las líneas del 
campo eléctrico unen cargas positivas con negativas, de modo que el campo sale de 
las primeras y entra en las últimas. 

Por el contrario, la ecuación (18.15) pone de manifiesto la imposibilidad de que 
exista algo parecido a una carga magnética (polos magnéticos aislados). Al ser nula 

la divergencia B , no hay fuentes de campo magnético y sus líneas de campo son 
curvas cerradas. 

La ecuación (18.15) puede comprobarse a partir de la ley de Ampere-Laplace. 
No obstante, dicha comprobación se sale de los objetivos de este texto, por lo que 
será omitida. 

18.5. Rotación de B. Teorema de Ampere 

Si B · es un campo magnético estacionario producido por un campo de densi­

dades de corriente j , entre ambas magnitudes se cumple que 

(18.16) 

es decir, el rotacional del campo magnético en un punto es igual a la densidad de 
corriente en dicho punto, multipliacada por µ 0 • Si el punto considerado se 

encuentra fuera de la corriente que da origen al campo, entonces J = O y, por tanto 

rotB =O 

Evidentemente al ser no nulo el potencial B , el campo magnético no deriva de 
un potencial escalar (como sucedía en el caso del campo electrostático). 

Por tanto, la circulación de B a lo largo de una curva cerrada no será nula, en 
general. 

En efecto sea un circuito cerrado por el que circula una corriente continua i. 
Dicho circuito creará en todos los puntos del espacio un campo magnético cuyo 
valor viene dado por la ley de Ampere-Laplace. 
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La circulación de B a lo largo de una curva cerrada C, que rodea el circuito 
(Fig. 18.9), es 

Fig.18.9 

(18.17) 

donde cff es un elemento de longitud 
tomado sobre C. 

Ahora bien, según el teorema de 
Stokes, la ecuación (18.17) puede 
escribirse como 

fe B-dl = ffs rotB-dS 

donde S es una superficie cualquiera 
que tenga como contorno a la curva C. 

Por otra parte, dicha superficie S puede considerarse formada por otra dos: la S 1 , 

cuyo contorno es la intersección de S con el circuito, y la Si, constituida por el 

resto de la superficie S y cuyos puntos estan en el vacío. El flujo de rot B través 

de S es la suma de los flujos a través de S1 y S2 : 

J. B-dl=JJ. rotB-dS1 +JJ. rotB-dS 2 
C S1 S2 

(18.18) 

pero rot B = µ 0 j en todos los puntos de S 1 y rot B = O en los de Si. Por tanto 

(18.18) puede escribirse como 

(18.19) 

La integral de superficie que aparece en (18.19) es el flujo de la densidad de 
corriente a través de una sección transversal del circuito, es decir, la intensidad que 
circula por él. En definitiva 

(18.20) 
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expres1on que constituye el denominado 
teorema de Ampere: "La circulación del 
campo magnético a lo largo de una curva 
cerrada C es µ 0 veces la corriente total, i, 

que atraviesa cualquier superficie limitada 
por la curva C". 

Evidentemente, si la curva C no rodea 
al circuito (S1 = O) entonces la circulación 

B a través de C es nula (Fig. 18.10.a). 

Si la curva C rodea a n circuitos, 
recorridos por corrientes i 1 ,i2 , ••• in, la 

intensidad que aparece en (18.20) debe ser la 
suma algebraica de las corrientes de cada 
circuito (Fig. 18.10.b). 

f :s-dT = µ 0 L i 

Fig.18.10 

Como puede verse, el teorema de Ampere no es más que la expresión integral de 
la ecuación (18.16). Resulta de gran utilidad para el cálculo del campo magnético 
creado por distribuciones de corriente que tienen ciertas simetrías geométricas, como 
se muestra en los ejemplos que se resuelven a continuación. 

Ejemplo 18.4 

Calcular el campo magnético creado 
por un hilo cilíndrico de radio R y lon­
gitud infinita, recorrido por una co-rriente 
i, uniformemente distribuida en su 
sección transversal. 

Solución: 

Por razones de simetría, resulta 
evidente que las líneas del campo 
magnético creado por esta distribución de 
corriente son circunferencias perpen­
diculares al eje del cilindro, cuyos centros 
están situados sobre dicho eje. Fig.18.11 

J=..L 
s 
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Asimismo, el módulo de B depende tan sólo de la distancia del punto 
considerado al eje del cilindro. Por tanto, si se considera una circunferencia de radio 

r con centro sobre el eje del cilindro, 1a circulación de B a lo largo de la misma es 

B 

Si r > R , toda corriente i del cilindro queda rodeada por la circunferencia. 

R r 

Fig.18.12 

• • 2 
., J 2 1 2 lf 
1 = 1tr =--1tr =-

1tR2 R2 

Por tanto, 

Por tanto, según el teorema de 
Ampere se tiene que 

f B-dl = µ 0 i = B21tr 

luego 

B=h i. 
27t r 

(r > R) 

expresión que coincide con la ecua­
ción (18.8) para un hilo rectilíneo. 

Si r < R , la corriente que 

atraviesa la superficie delimitada por 
la circunferencia es 

y, despejando B, resulta 

(r > R) 

En la figura 18.12se muestra la variación B(r). 
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Ejemplo. 18.5 

Calcular el campo magnético creado por un solenoide toroidal en un punto de su 
eje. 

Solución: 

Un solenoide toroidal es 
un solenoide cuyo eje es una 
circunferencia. Aplicando el 
teorema de Ampere para 
calcular la circunferencia de 

B a lo largo de dicha circun­
ferencia se tiene que 

donde N es el número de es­
piras del solenoide. 

Por otra parte, B y dl 
son vectores paralelos, por lo 
cual. 

y depejando B 

Fig.18.13 

Evidentemente, el campo magnético fuera del solenoide es nulo, ya que lo es la 
circulación a lo largo de cualquier línea fuera del mismo. 
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PROBLEMAS 

P.18.1. Calcular el campo magnético creado por una espira cuadrada, de lado a, en 
su centro. 

SOLUCIÓN 

B = 2✓2 µ
0 

i / 1t a 

P.18.2. Sea una espira circular de radio R, recorrida por una corriente i. Calcular 
explícitamente la circulación de B a lo largo de su eje. 

SOLUCIÓN 

P.18.3. Un hilo conductor muy largo se 
dobla como se muestra en la fi­
gura. Calcular B en el punto 
o. 

SOLUCIÓN 

B = µ
0 

i (2 + 1t) / 41tR 

o 

P.18.3 
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P.18.4. Sea una superficie semiesférica de radio R, cargada uniformemente con una 
densidad superficial de carga cr . La semiesfera gira al rededor de su eje de 

simetría con una velocidad angular w . Calcular B en el centro de dicha 
superficie. 

SOLUCIÓN 

P.18.5. Sea un conductor cilíndrico de radio R, recorrido por una corriente continua 

de densidad j . Demostrar que B en su interior puede expresarse como 

B = (µ
0 

/ 2) j x f donde r es el vector de posición del punto considerado 

con respecto al eje del cilindro. 

P.18.6. Un cable coaxial está formado por un conductor cilíndrico macizo de R 1 

rodeado por otro conductor también cilíndrico, coaxial, de radios interior y 
exterior R 1 y R 2 , respectivamente. Por el conductor interior circula una 

corriente i que regresa por el exterior. Calcular B(r) suponiendo que la 
densidad de corriente es uniforme en cada conductor. 

SOLUCIÓN 

(r < R 1) 

B=O 
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P.18.7. Un conductor cilíndrico de radio a es recorrido por una corriente continua 

de densidad j . En el interior del conductor existe una cavidad cilíndrica, de 
radio b y longitud infinita cuyo eje, paralelo al del conductor, está separado 

de éste una distancia s. Demostrar que B es uniforme en el interior de la 
cavidad y que su módulo vale B = µ 0 J • s / 2. 

(Sugerencia): Calcular B como la suma de dos campos: B¡ creado por 

todo el conductor, considerado como macizo y recorrido por una densidad 

de corriente j , y B 2 creado por le hueco suponiendo que por él circulase 

una corriente de densidad -J . Calcular B¡ y Hi vectorialmente teniendo 

en cuenta el resultado del problema (18.5) 

P.18.8. Una placa metálica, de espesor despreciable y extensión infinita está situada 
sobre el plano z = O. Por dicha placa circula una corriente eléctrica 
uniformemente distribuida, en la dirección y sentido del eje OX, con una 

intensidad por unidad de anchura i (Nm). Calcular el campo B creado por 
dicha distribución de corriente. (Nota: utilícese el T. de Ampere). 

SOLUCIÓN 

B
- µo i -: 
=- -- J Sl 

2 

B- µo i-: s1· =-J 
2 

z ) O 

z ( o 

P.18.9. Un conductor rectilíneo, de longi­
tud infinita y sección despreciable 
es recorrido por una corriente 
continua de intensidad i. Calcular 
el flujo magnético que atraviesa el 
rectángulo de la figura. 

b 

e a 

P.18.9 
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SOLUCIÓN 

P.18.10. Una placa metálica de longitud infinita, anchura 2a y espesor despreciable 
es recorrida longitudinalmente por una corriente l. Calcular el campo B: 

330 

a) En un punto P situado en el plano de la banda y a una distancia 
b de su eje de simetría. 

b) En un punto Q, situado en el plano de simetría normal a la banda y 
a una distancia z de la misma. 

c) ¿ Cuánto vale B en el apartado anterior si z tiende a O?. Com­
parar este resultado con el del problema 18.8. 

SOLUCIÓN 

a) 

b) µ 0 1 (ª) B=--arc tg -
21ta z 

c) Si z ➔ O i=_!_ (A/ m) 
2a 
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CAPÍTULO 19 

INDUCCIÓN ELECTROMAGNÉTICA 

19.1. Introducción 

En el capítulo anterior se han estudiado los campos magnéticos producidos por 
corrientes continuas ( campos magnéticos independientes del tiempo) estableciendo 
las leyes generales que los modelizan. 

En el presente se consideran campos magnéticos variables y se estudia la 
relación existente entre éstos y los campos eléctricos no conservativos que producen. 

Así, en el capítulo 11 se definió el campo eléctrico E , creado por cargas 
eléctricas en reposo, a partir de la ley de Coulomb, llegándose a las dos ecuaciones 
fundamentales de la electrostática: 

a) El campo electrostático deriva de potencial: 

b) Teorema de Gauss 

JI. 
- - Q 
E-dS=-

s Eo 

(rot E = O , en forma diferencial) 

( div E = _e_ , en forma diferencial) 
Eo 

El teorema de Gauss es de validez general con independencia del estado de 
movimiento de las cargas que producen el campo. Ahora bien, la ecuación a) sólo 
es aplicable a regímenes estacionarios; si los campos varían con el tiempo, dicha 

ecuación debe ser modificada, de forma que la circulación de E a lo largo de una 
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curva cerrada no será nula en general. Ello nos obliga a cambiar nuestra definición 

de campo eléctrico a partir de la ley de Coulomb y suponer que E representa, tal 
como indica la fuerza de Lorentz, la fuerza por unidad de carga situada, en reposo 
en un punto. 

19.2. Fenómenos de inducción electromagnética 

a) 

-
b) B 

e) 1 

Fig.19.1 
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Los fenómenos de inducción 
electromagnética fueron descritos 
simultáneamente por Faraday y 
Henry hacia 1830, y en la actua­
lidad constituyen la bases del fun­
cionamiento de numerosos dispo­
sitivos eléctricos (generadores, 
transformadores, hornos de in­
ducción, etc.) 

Sea la situación mostrada en 
la figura 19.1.a.: un imán se 
aproxima con velocidad v a una 
espira inmóvil. Experimentalmen­
te se comprueba que, mientras 
exista movimiento del imán con 
respecto al circuito, aparece en 
éste una corriente eléctrica en el 
sentido mostrado en la figura. 

Algo similar sucederia en el 
caso de la figura 19.1.b., en el que 
se muestra un circuito rectan-guiar 
que se deforma por el des­
plazamiento de uno de sus lados. 
Si dicho circuito se encuentra en el 
interior de un campo magnético 

B , aparecerá una corriente i, 
cuyo sentido depende del de la ve­

· 1ocidad de desplazamiento de la 
barra móvil. 
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Finalmente, en la figura 19.1.c., se muestran dos espiras. Por la espira 2, que 
está conectada a un generador, circula una intensidad i2 que se puede modificar 

mediante un reostato. Si la intensidad i2 permanece constante, por la espira i no 

circula corriente. Ahora bien, si se modifica el valor de i2 , y mientras dure esta 

variación, en la espira 1 se induce una corriente cuyo sentido depende del sentido de 
L1i2. 

La característica común de estas tres experiencias es que en todos los casos 
aparece una corriente eléctrica asociada a la variación de flujo magnético que 
atraviesa al circuito. Así, en el primer caso dicha variación se produce moviendo la 
fuente que da origen al campo magnético; en el segundo, mediante la deformación de 
un circuito y en el tercer caso creando un campo magnético variable. 

Además, según puede comprobarse en todos los casos, el sentido de la corriente 
inducida es tal que tiende a oponerse a la causa que la produce: si se produce por un 
aumento de flujo, el campo creado por la corriente inducida creará un flujo en 
sentido contrario. 

Evidentemente, la aparición de corriente en los circuitos exige la existencia de 
una f.e.m., a la que se denomina f.e.m. inducida. En el siguiente apartado se 
establecerán las leyes cuantitativas que la relacionan con un campo magnético 
variable. 

19.3. Ley de F araday 

Tal como se ha indicado anteriormente, si el flujo magnético que atraviesa un 
circuito se modifica, en este se induce una f.e.m. Experimentalmente se comprueba 
que el valor de dicha f.e.m. es 

d(j> c=-­
dt 

(19.1) 

independientemente de cuál sea la causa que provoque la variación del flujo. La 
ecuación (19.1) constituye una expresión de la denominada ley de Faraday. 

Teniendo en cuenta la definición de f.e.m. como circulación del campo a lo 
largo del circuito, la ecuación (19.1) puede expresarse como 
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-B(t) 

o bien 

,¡:- - -a s·r - -
yE-dl = dt Js B-dS 

(19.2) 

(19.3) 

Donde S es una superficie cual­
quiera limitada por el camino de inte­
gración elegido para la integral curvilínea. 
Dicho camino no tiene por qué estar en un 
conductor metálico. 

Como vemos, la ecuación (19.3) pone 
Fig.19.2 de manifiesto la existencia de un campo 

eléctrico no conservativo asociado a 
cualquier campo magnético variable (Fig. 19 .2) que se puede constatar sin más que 
comprobar que actúan fuerzas sobre cargas eléctricas, en reposo, situadas en la 

región en la que B es variable. 

Hay que señalar que la ley de Faraday constituye una ley experimental 
independiente que no puede, por tanto, ser deducida a partir de los principios vistos 
hasta ahora. 

Si el camino de integración de la ecuación (19.3) está fijo en el espacio, el 
segundo miembro de dicha ecuación puede escribirse como 

por tanto, en este caso, 

(19.4) 

y, teniendo en cuenta el teorema de Stokes 

f E-dl = ffs rotE-dS 
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por lo que (19.4) se transforma en 

J·r - - Jf aB -J, rotE-dS=- --dS 
s . at (19.5) 

y puesto que (19.5) debe cumplirse para cualquier superficie S, los integrandos de 
ambos miembros han de ser iguales. Es decir 

- aB 
rotE=-­at (19.6) 

ecuación que constituye la expresión diferencial de la ley de Faraday. Obsérvese que 

si B = cte, entonces rot E = O, resultado al que se llegó en la Electrostática y que, 
como vemos, no es más que un caso particular de la ecuación (19.6). 

El signo menos que aparece en la ley de Faraday indica, como se ha expuesto 
anteriormente, el sentido de la f.e.m. inducida, que es tal que se opone a la causa 
que la produce. Esta regla recibe el nombre de de ley de Lenz. 

Como ejemplo de aplicación de la ley de Lenz, consideramos el caso mostrado 
en la figura 19.1.b, un circuito con una parte móvil en un campo magnético 
uniforme. El desplazamiento de la barra móvil en la dirección mostrada en la figura 
implica un aumento del flujo que atraviesa al circuito. Por tanto la corriente 

inducida deberá crear un campo magnético en sentido contrario a B , por lo cual su 
sentido es el que se indica en la figura. 

Obsérvese que la fuerza ejercida por B sobre la barra móvil es i lxB, y te­

niendo en cuenta el sentido de la corriente resulta que dicha fuerza se opone al 
desplazamiento de la barra móvil. En definitiva, la corriente inducida se opone a la 
causa que la produce. 

Ejemplo 19.1 

Sea un hilo rectilíneo, de longitud infinita, recorrido por una corriente variable 
i(t). Calcular la f.e.m. inducida en la espira rectangular de la figura 19.3. 
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Solución: 

La corriente i en el hilo produce un campo magnético cuyo módulo es 

X dx 

'I( " )e 

>( " " ..... 
B 

J( >( ,.. 

" X X 

e a 

Fig. 19.3 

z 
w 

Fig. 19.4 
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donde x es la distancia del punto 
considerado al hilo. En los puntos de la 
espira dicho campo es perpendicular a su 
plano y hacia adentro. Por tanto el flujo a 
través de la espira es 

<I> = hi rc+a bdx = µo i b ln(c + ª) 
21t Je x 27t a 

La f.e.m. inducida en la espira es 

cuyo sentido viene dado por la ley 
de Lenz. Así, si di / d t es posi-

tivo, la f.e.m. inducida dará lugar a 
una corriente en sentido opuesto a 
las agujas del reloj. 

Ejemplo 19.2 

Sea una espira rectangular 
como la mostrada en la figura 19 .4, 
que gira alrededor del eje z con una 
velocidad angular w en el interior 
de un campo magnético B, unifor­
me e independiente del tiempo, pa­
ralelo al eje x. Calcular la f.e.m. 
inducida en la espira. 



Solución: 

El flujo magnético que atraviesa a la espira es 

<I> = B • S = B ab cos O= ab B cos wt 

Por tanto, la f.e.m. inducida en la espira es 

d<I> 
E = - - = ab B w sen wt 

dt 
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Obsérvese que E es nula cuando B y S son paralelos (flujo máximo o 

mínimo). El sentido de la f.e.m. cambia alternativamente. En la posición mostrada 
en la figura, la corriente inducida llevaría el sentido contrario a las agujas del reloj. 

Nota complementaria 19.1. Fuerza electromotriz inducida en un circuito en 
movimiento. 

La expres1on integral de la ley de 
Faraday dada por la ec. (19.3) es válida para 
calcular la f.e.m. inducida en un circuito 
independiente de la causa que origina la va­
riación del flujo magnético (campo magné­
tico variable, circuito que se desplaza en un 
campo no uniforme, etc.). 

Sin embargo, la expresión diferencial de 
dicha ley, reflejada en la ecuación (19.6), 
sólo es aplicable al caso de sistemas en 
reposo, ya que el camino de integración 
escogido se encontraba en una posición fija 
en el espacio. En esta sección se establece 
una expresión similar para el caso de sistema 
en movimiento. 

Fig.19.5 

Para ello se considera un circuito cerrado que se mueve en· el interior de un 
campo magnético que, por ahora, se supondrá constante.· En el instante t el circuito 
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ocupa una posición dada por la curva C; en el instante t+dt el circuito se ha 
desplazado hasta la posición C'. Sean <j> y <j>' los flujos a través del circuito en 

t y t+dt, respectivamente. Denominaremos <j>" al flujo magnético que sale a tra­

vés de la superficie barrida por el circuito en su desplazamiento durante el intervalo 
[t, t + dt]. La variación de flujo en el desplazamiento del circuito y a través de la 

superficie limitada por el mismo, es 

Esta variación de flujo puede calcularse sin más que tener en cuenta que el flujo 

de B a través de una superficie cerrada es nulo. Por tanto 

<j>' - <I> + <j>" = o 

es decir 

d<j>=-<l>"=-fc B-(dlxdr) (19.7) 

donde dr = v dt 

Operando, la ecuación ( 19. 7) puede escribirse como 

d<j>=-dtfc (vxB). dl 

Por tanto, la f.e.m. inducida es 

-d<j> i, - -
e=--= (vxB)-dl 

dt e 
(19.8) 

Por otra parte, teniendo en cuenta la definición de f.e.m. resulta evidente que el 
campo eléctrico inducido en el interior del circuito móvil es 

E=vxB (19.9) 

Es preciso puntualizar el significado de la ecuación (19.9). E representa el 
campo eléctrico inducido, medido en un sistema de referencia que se mueve con 
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velocidad v con respecto al sistema de referencia en que se expresa B . Así, si B 
es constante, el campo eléctrico inducido que se apreciaría en un sistema de 
referencia fijo es nulo; por el contrario, en un sistema de referencia móvil, aparecería 
un campo eléctrico (fuerzas por unidad de carga) dado por (19.9). 

Si el campo B es variable, la expresión diferencial de la ley de Faraday para 

un sistema que se desplaza con velocidad v es 

- - aB 
rotE=rot(vxB) - -

dt 
(19.10) 

En forma integral, esta ecuación se escribe como 

J- - f - - f'f aB -
E= E-dl = Je (vxB)-dl - Js at-dS (19.11) 

donde el primer término del segundo miembro representa la vanac1on de flujo 
magnético, por unidad de tiempo, debido, al desplazamiento del circuito, mientras 
que el segundo término cuantifica la variación de flujo como consecuencia de la 

dependencia de B en función del tiempo. 

Nota complementaria 19.2. Corriente de Foucault. 

Si una masa conductora se desplaza 
en el interior de un campo magnético apa­
recen en la misma corrientes inducidas, 
cuyo sentido se determina a partir de la ley 
de Lenz. Dichas corrientes reciben el nom­
bre de corrientes de Foucault. 

Como ejemplo se puede considerar la 
situación mostrada en la figura 19.6. Un 
disco métalico gira al rededor de su eje, de 
forma que una parte del disco está en el 
interior de un campo magnético. Al girar el 
disco, una zona del mismo se introduce en 

B 

Fig.19.6 
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el campo magnético (zona rayada de la derecha), Cualquier circuito cerrado que se 
considere en dicha zona será atravesado por un flujo creciente, por lo que se inducirá 
en él una corriente de Foucault que se opone a esta varicaión de flujo. El sentido de 
la corriente inducida es, por tanto, el contrario a las agujas del reloj. En la zona 
rayada de la izquierda, por el contrario, el flujo disminuye y las corrientes inducidas 
tienen el sentido de las agujas del reloj. 

Las corrientes de Foucault producen dos efectos. Por un lado se produce un 
frenado magnético del disco. Por otro, se origina un calentamiento del mismo por 
efecto Joule. 

B= B0coswt 

Fig.19.7 

Las corrientes de Foucault pueden 
originarse en un conductor en reposo si 
éste se encuentra en el interior de un 
campo magnético variable. Consideremos 
por ejemplo, el disco metálico de la figura 
19.6, de radio a, espesor e y resistivi­
dad p , situado en el interior de un campo 

magnético B = B O cos wt, perpendicular 

al disco. 

Un anillo de radio r, y anchura dr, es 
atravesado por un flujo variable 

<1>=1tr2 wB0 coswt 

por lo que se induce en él una f.e.m. 

e=- dq> =1tr2 wB senwt 
d t 

0 
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Llamando R a la resistencia del anillo, la corriente inducida en el mismo es 

di=~= e 
R 21tr p / e dr 

1tr2 w B 0 sen wtedr 

21trp 

La potencia disipada por efecto Joule en este circuito 



(d
.) 2 R 1tew

2 
B~ sen

2 
wt 3 dP= 1 =------r dr 

2p 

y la potencia disipada por todo el disco 

Introducción electromagnética 

1tew2 B2 sen2 wt a a 41tew 2 B2 sen2 wt p = o r r3dr = o 
2p Jo 8p 

Obsérvese que P es proporcional al cuadrado de la pulsación w y a la cuarta 
potencia del radio del disco. · La potencia disipada puede disminuirse nota-blemente 
si se sustituye el disco de radio "a" por un conjunto de discos de radio menor y con 
el mismo volumen total. 

19.4. Coeficientes de inducción 

19.4.1. Coeficiente de inducción mutua 

Sean dos circuitos, C1 y C2 , 

rígidos y situados en el vacío. 

Si el circuito C 1 es recorrido por 

una intensidad i 1 , dicha corriente 

crea un campo magnético B 1 cuyo 

flujo a través del circuito C2 denomi­

naremos <!> 21 . 

Evidentemente <j> 21 es propor­

cional a i 1 , ya que el campo B 1 en 

cada punto es, según (18.7), propor­
cional a dicha corriente. En definitiva 
<!> 21 puede escribirse como 

Fig. 19.8 

(19.12) 
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La constante de proporcionalidad M 21 , que depende únicamente de la geome­

tría de los circuitos y de su posición relativa, recibe el nombre de coeficiente de 
inducción mutua. · 

De forma análoga, podría definirse M 12 a partir de la expresión 

(19.13) 

donde <!>i2 es es el flujo a través de C 1 del campo creado por una corriente i 2 que 

circula por C2 . Una propiedad importante de los coeficientes M 12 y M 21 , cuya 

demostración omitiremos, es que 

Si la corriente que circula por C 1 es variable, el flujo <j> 21 también lo será, por 

lo que se induce en éste una f.e.m. de valor 

(19.14) 

A partir de esta ecuación se define la unidad de inducción mutua, el henrio (H). 
Entre dos circuitos hay una inducción mutua de un henrio cuando, al variar la 
corriente en uno de los circuitos a razón de un amperio por segundo, se induce en el 
otro una f.e.m. de un voltio. La ecuación de dimensiones de M es, por tanto 

El símbolo utilizado en los esquemas eléctricos para indicar la inducción entre 
dos circuitos es 

]( 
19.4.2. Autoinducción 

Sea un circuito cerrado recorrido por una corriente i. Siguiendo razonamientos 
similares a los del apartado anterior, el circuito es atravesado por un flujo propio 
que es proporcional a la corriente 1 
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<!>=Li (19.15) 

donde L es una corriente denominada coeficiente de autoinducción, cuyo valor 
depende únicamente de la geometría del circuito. Las dimensiones del coeficiente de 
autoinducción son las mismas que las del de inducción mutua y también se mide en 
henrios. 

Si la corriente i es variable, en 
el circuito aparece una f.e.m. indu­
cida 

d(j> di 
c=--=-L-

dt dt 
(19.16) 

Dicha f.e.m. se opone al cam­
bio de corriente, por lo que el 
coeficiente L es siempre positivo. 

En los esquemas eléctrico, el 
símbolo utilizado para representar la 
autoinducción es 

4ffltJ'-
19.4.3. Coeficiente de acoplamiento 

s 

Fig.19.9 

Consideremos los circuitos de la figura 19.8, recorridos por corrientes i1 e i 2 

respectivamente. El flujo magnético a través del circuito C2 es 

(19.17) 

donde <!> 22 es el flujo propio y <!> 21 es el flujo debido a la corriente que circula por 

C 1 . Evidentemente, <!> 21 es tan sólo una fracción de <!> 11 , es decir 

(19.18) 

con k 1 $ l. Teniendo en cuenta el valor de <!> 11 dado por (19.15), la ecuación 

(19.18) se transforma en 

<j>11 =k1 L 1 i 1 =Mi1 
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de donde se deduce que 

(19.19) 

Repitiendo este razonamiento para el flujo q> 12 , se llegaría a la expresión 

(19.20) 

y, multiplicando (19.19) por (19.20), resulta 

(19.21) 

o bien 

M=±k.JL1 L 2 (19.22) 

donde k es el coeficiente de acoplamiento entre los circuitos, cuyo valor puede 
variar entre -1 y + 1. Si los dos circuitos son iguales y estan superpuestos, el valor 
absoluto de k es la unidad. 

Ejemplo 19.3 

Fig.19.10 
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Sean los solenoides coa­
xiales de la figura 19.10. Supo­
niendo que dichos solenoides son 
muy largos con respecto a sus 
radios, y despreciando el efecto 
de los bordes, calcular, los coe­
ficientes de inducción y el de 
acoplamiento. 

Solución: 

Calcularemos en primer 
lugar los coeficientes de au­
toinducción. Así, suponiendo 
que por el solenoide 1 circula una 
corriente i1 , el flujo propio 
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a través de este circuito es 

por tanto 

µº 1tRi Ni 
L1 =----'-----

l1 
Del mismo modo, 

Para calcular el coeficiente de inducción mutua supondremos que por el circuito 
1 pasa una corriente i 1 • El flujo a través del solenoide 2 es 

donde se ha tomado la sección del solenoide 1 ya que en el exterior del mismo el 
campo B1 es nulo (se ha supuesto que el solenoide es muy largo). Sustituyendo 

valores resulta 

Por tanto, 

2 
M = _<!>2_1 = _µ_0_1t_R_1 _N_1_N_2_ 

i¡ 1¡ 

Finalmente, el coeficiente de acoplamiento se calcula según (19.22) como 

cuyo valor es evidentemente menor que uno. 
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19.5. Energía almacenada en un campo magnético 

En el capítulo 13 se puso de manifiesto, la necesidad de un aporte de energía 
para establecer cualquier campo eléctrico. Del mismo modo, y como consecuencia 
directa de la ley de Faraday, la creación de un campo magnético implica un gasto de 
una energía. 

En efecto, sea un circuito como el mostrado en la figura 19 .11, constituido por 
un hilo conductor de resistencia R y un generador de f.e.m. E y resistencia interna 
despreciable. Sea L el coeficiente de autoinducción del circuito. 

B (t) 

Fig.19.11 

Si el interruptor T se encuen­
tra inicialmente abierto, la corriente 
1 será nula y por tanto el campo 
magnético en cada punto del espa­
cio también será cero. Supongamos 
que en el instante t = o se cierra el 
interruptor. La ecuación del circuito 
puede escribirse como 

donde E¡ es la f.e.m. inducida. Te­

niendo en cuenta la ecuación (19.16) 
la expresión anterior se escribe como 

c=R l +L di 
dt 

(19.23) 

Efectuemos un balance de energías para un intervalo de tiempo dt. Para ello, 
multipliquemos por I dt la ecuación (19.23) 

E I d t = R I2 dt + L I di (19.24) 

El primer miembro de la ecuación anterior representa la energía suministrada 
por el generador en el intervalo dt. Esta energía se convierte en dos formas de 
energía distintas que corresponden a cada uno de los términos del segundo miembro. 
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Así, el término R 12 dt representa la energía disipada en forma de calor por efecto 

Joule, y sólo será igual a la energía suministrada por el generador cuando la 
variación del flujo magnético a través del circuito sea nula (dl = O). El término 
adicional L I dt representa el trabajo realizado contra la f.e.m. inducida en el 
circuito. 

dWB =L I dI (19.25) 

En definitiva dW B representa la energía que debe suministrar la batería para 

aumentar la intensidad del circuito y, por tanto, para crear el campo magnético. Hay 
que señalar que dWB es positivo cuando lo es dl, es decir cuando se esta esta-

bleciendo el campo B . Si I disminuye, dW B es negativa: B va decreciendo y el 
circuito recupera la energía invertida al establecerlo. 

Si la intensidad correspondiente al régimen estacionario es 10 

I =~ 
o R 

la energía almacenada en el campo magnético es 

(19.26) 

Calculemos, por ejemplo, la energía almacenada por un solenoide muy largo de 
sección S, longitud 1, con n espiras por unidad de longitud y recorrido por una 
corriente continua de intensidad l. En estas condiciones es posible suponer que el 
campo magnético es uniforme en el interior del solenoide y nulo en el exterior. La 
autoinducción del solenoide es, según lo establecido en el Ejemplo 19.3, en el que se 
desprecian los efectos de bordes, 

Por tanto, la energía almacenada en el campo magnético es 

1 
W =- µ S n 2 I 12 

B 2 o (19.27) 
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Por otra parte, el campo magnético creado por un solenoide muy largo en su 
interior es 

y, despejando el valor de I y sustituyéndolo en (19.27) resulta 

(19.28) 

donde v = S • 1 es el volumen en el que existe el campo magnético. 

La densidad de energía, o energía por unidad de volumen, almacenada en el 
campo magnético es 

(19.29) 

expresión de validez general, aunque haya sido deducida para este caso particular. 

En las regiones del espacio en las que existe simultáneamente un campo eléc­
trico y un magnético, la densidad de energía por unidad de volumen es 

1 2 1 2 
w=-c E + - -B 

2 o 2µ0 
(19.30) 

Ejemplo 19.4 

Sea un cable coaxial constituido por dos superficies metálicas cilíndricas y 
coaxiales de radios R 1 y R 2 respectivamente. Por el conductor interior circula una 

intensidad I que regresa por el exterior en sentido contrario. Calcular la energía 
magnética almacenada así como el coeficiente de autoinducción de la línea. 

Solución: 

Por razones de simetría, las líneas de campo son circunferencias con centro 

sobre el eje del cable. Asimismo, el módulo de B es una función de r: B = B(r). 
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Aplicando el teorema de Ampere se puede calcular B(r) 

B(r) = O (r ( R1) 

B(r) = O 

Por tanto, la densidad de 
energía es 

(r ( R 1) 

Fig.19.12 

Consideremos el elemento de volumen comprendido entre las superficies 
cilíndricas de longitud 1 y radios r y r + dr, respectivamente. La energía magnética 
almacenada en este elemento es 

2 µ 0 I µ 0 2 dr 
dWB =wB dv=-- -- 21trdrl=- l I -

81t2 r2 41t r 

La energía almacenada en una longitud 1 de cable es 

Una vez obtenida la energía magnética asociada a la línea resulta fácil calcular 
el coeficiente de autoinducción. En efecto, teniendo en cuenta (19.26) resulta que 
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PROBLEMAS 

P .19 .1. Un circuito cerrado y en reposo, de resistencia R, es atravesado por un 
flujo magnético variable <1> = a t(T- t), donde a y T son dos constantes. 

Calcular la energía disipada por efecto Joule en dicho circuito durante el 
intervalo de tiempo (O, T). (despréciese la autoinducción del circuito). 

SOLUCIÓN 

P.19.2. Sea un solenoide recto muy largo, de sección circular de radio R y con 
n espiras por unidad de longitud. Por dicho solenoide circula una corriente 
varible de intensidad i = I · sent wt, donde I y w son constantes. Calcu­
lar el campo eléctrico inducido dentro y fuera del solenoide. 

SOLUCIÓN 

E=(µ0 nwrl cos wt)/2 

E= (µ0 n w R 2 I cos wt) / 2 r 

(r::; R) 

(r 2'. R) 

P.19.3. Una barra conductora de resistencia despreciable desliza sin rozamiento, y 
con velocidad constante v, sobre dos raíles metálicos paralelos en una 

región de campo B uniforme, tal como se muestra en la figura. Si la 
resistencia del circuito es R, calcular: 

a) Corriente inducida en el circuito. 

b) Fuerza que hay que ejercer sobre la barra. 
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s 

V -

P.19.3 

c) Potencia necesaria para 
mover la barra. 

d) Potencia disipada por 
efecto Joule en la resis­
tencia R. 

SOLUCIÓN 

a) i = Blv/R 

b) f =B2 I2 v / R 

c) p = B212 v2 / R 

d) p = B212 v2 / R 
V 

P.19.4. En el problema anterior, supóngase que la barra se lanza desde x = O con 
velocidad inicial v O, no aplicándose ninguna fuerza exterior para despla­

zar la barra. Calcular: 

a) Tiempo que tarda la barra en detenerse. 

b) Distancia total que recorre. 

c) Carga total que atraviesa una sección de la barra. 

SOLUCIÓN 

a) Infinito 

b) x=v Rm/B2 I2 o 

c) 
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P.19.5. Una espira rectangular de lados a y 
b y un hilo rectilíneo de longitud 
infinita, recorrido por una corriente 
I, se encuentra en el mismo plano, 
tal como se muestra en la figura. La 
espira se desplaza hacia la derecha 
con velocidad v. Calcular: 

a) F.e.m. inducida en la espira. 

b) Resultante de las fuerzas que ac-
túan sobre la espira. 

Suponer que la resistencia de la es­
pira es R y despreciar el campo 
producido por las corrientes indu­
cidas. 

SOLUCIÓN 

a) C = µ 0 la b v / [2n (b + x) x] 

Inducción electromagnética 

X ., b 

V 

P.19.5 

P.19.6. El aspa metálica de un ventilador de radio R gira con velocidad angular 
constante, w, en el interior de un campo magnético uniforme, B, paralelo 
al eje de giro. Calcular la ddp entre el extremo del aspa y su centro. 

SOLUCIÓN 

V=wBR2 /2 
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z 

P.19.7 

P.19.8 

SOLUCIÓN 

a) 

b) 

354 

P .19. 7. Determinar el coeficiente de inducción 
mutua de las espiras de la figura. 
Admitir que a ) ) b . 

SOLUCIÓN 

P.19.8. Sean dos solenoides 
coaxiales muy largos, 
como los mostrados en 
la figura. 

Suponiendo que sea 
L1 ) ) L2 y despreci-

ando el efecto de 
bordes. Calcular: 

a) Coeficiente de in­
ducción mutua. 

b) <:":oeficiente de aco­
plamiento. 



Inducción electromagnética 

P.19.9. Una línea esta formada por dos alambres metálicos rectilíneos, muy 
largos, paralelos, y cuyos ejes están separados una distancia b. El radio 
de los alambres es a( a << b ). Calcular el coeficiente de autoinducción 

por unidad de longitud de dicha línea (Despréciese el flujo en el interior de 
los alambres). 

SOLUCIÓN 

P.19.10. Sean dos bobinas con N 1 y N 2 vueltas. Los arrollamientos son muy 

compactos, de forma que puede admitirse que, en cada bobina, todas las 
vueltas tienen la misma forma y ocupan la misma curva geométrica. 
Demostrar que el coeficiente de acoplamiento es independiente de 

N1YN2. 
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CAPÍTULO20 

PROPIEDADES MAGNÉTICAS DE LA MATERIA 

20.1. Materiales magnéticos 

En los capítulos precedentes se han establecido las ecuaciones que permiten 

calcular el campo B creado por corrientes estacipnarias en el vacío. En éste se 
analizará el efecto que sobre dicho campo tiene la presencia de materia. 

En el capítulo 11 vimos cómo los átomos que constituyen la materia están 
compuestos por un núcleo positivo y una corteza de electrones en movimiento alre­
dedor del mismo. Además, cada electrón está sometido a un movimiento de rotación 
alrededor de su eje: el movimiento de spín. Cada ~o de estos movimientos equivale 
a una corriente eléctrica ligada al átomo y caracterizada por su correspondiente 
momento magnético iñ.. Estas corrientes atómicas no suponen un transporte neto de 
carga a través de la materia pero pueden producir efectos magnéticos. 

Ahora bien, en la materia condensada, los átomos no se presentan aislados, sino 
asociados entre sí en forma de iones o moléculas. Según el tipo de molécula, los 
momentos magnéticos de las corrientes atómicas pueden, o no, anularse entre sí. A 
partir de este criterio podemos clasificar los materiales en tres grandes grupos: 
diamagnéticos, paramagnéticos y ferromagnéticos. 

20.1.1. Diamagnetismo 

La mayor parte de las sustancias (orgánicas e inorgánicas) están formadas por 
moléculas o iones en las que el momento magnético resultante es nulo. Por tanto, en 
ausencia de cualquier influencia exterior, un elemento de volumen dv no manifiesta 
ningún momento magnético: la sustancia no está imantada. 
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Ahora bien, si el campo exterior aumenta desde cero hasta un valor dado B , la 
variación de flujo magnético que atraviesa a cada corriente atómica induce en ella 
una f.e.m. que la modifica (Fig. 20.1). Puesto que esta modificación tiene el mismo 

-+ m 

Fig. 20.1 

sentido en todas las corrientes atómicas, 
aparece un momento magnético resultante no 
nulo en cada molécula. El sentido de este 
momento magnético es, según la ley de Lenz, 
opuesto al del campo exterior que lo crea. 
Este tipo de comportamiento magné-tico de 
la materia recibe el nombre de 
diamagnetismo y consiste en una imanta­
ción, aparición de un momento magnético en 
cada elemento de volumen, de sentido 
opuesto al del campo magnético exterior. 

Hay que señalar que el diamagnetismo 
se presenta en cualquier tipo de materia. No 
obstante, su efecto sólo es apreciable en 
aquellas sustancias compuestas por molécu­
las con momento magnético nulo. En las 

sustancias paramagnéticas o ferromagnéticas el comportamiento diamagnético es 
enmascarado por otros fenómenos más intensos que veremos a continuación. 

20.2.1. Paramagnetismo 

Algunas sustancias (oxígeno, aluminio, cloruro ferroso, etc.) están formadas 
por iones o moléculas cuyos momentos magnéticos no son nulos. Sin embargo, la 
interacción magnética de unas moléculas con otras es muy débil, y la orientación del 
momento magnético de una de ellas es independiente de los momentos magnéticos de 
las restantes. Así, en ausencia de un campo magnético exterior, los momentos 
magnéticos se distribuyen al azar de forma que el momento magnético neto de un 
elemento de volumen es nulo: la sustancia no está imantada. 

Si se aplica un campo B , las orientaciones de los momentos magnéticos dejan 

de ser aleatorias y tienden a tomar la dirección y sentido de B ; cada elemento de 
volumen, dv, es portador de un. momento magnético no nulo. con la misma 

dL-ecciÚil y s~ntid() c:ne B , 
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Esta propiedad se denomina paramagnetismo y sólo se presenta en aquellas 
sustancia formadas por moléculas (o iones) con momento magnético no nulo. Estas 
sustancias se denominan paramagnéticas. 

20.1.3. Ferromagnetismo 

Finalmente, las sustancias denominadas ferromagnéticas (hierro, cobalto, 
níquel, gadolinio, ferritas y cromitas) se caracterizan por estar formadas por iones o 
moléculas con un momento magnético resultante no nulo. Ahora bien, a diferencia 
de las sustancias paramagnéticas, en las ferromagnéticas dichos momentos están 
acoplados entre sí mediante interacciones muy fuertes, de forma que sus 
orientaciones no son aleatorias sino que guardan un cierto orden, incluso en ausencia 
de cualquier campo externo. Así, una porción macroscópica de sustancia 
ferromagnética puede tener un momento magnético no nulo aún en ausencia de un 

campo exterior B : constituye entonces un imán permanente. 

Dadas las importantes aplicaciones de los materiales ferromagnéticos, 
realizaremos un estudio más detallado de las mismas en un apartado posterior. 

20.2. Intensidad de imantación 

En el apartado anterior se ha visto como, bajo determinadas condiciones, puede 
conseguirse que una porción de materia adquiera un momento magnético no nulo. Se 
dice entonces que la sustancia está imantada. 

Se define el vector intensidad de imantación, o simplemente vector imantación, 
como el momento magnético por unidad de volumen 

- drñ 
M = -

dv 

Las dimensiones de la imantación son 

y su unidad en el S.f. es el at"'.'1perio/mt;lIO, que no tiene !Jn nombre especitico. 

(20.1) 
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Fig. 20.2 

Consideremos una porción de 
sustancia uniformemente imantada y 
un elemento de volumen en su 
interior, como el mostrado en la 
figura 20.2.a. Este cilindro diferen­
cial es el asiento de un momento 

magnético drñ = M dv . 

Un momento magnético idén­
tico puede conseguirse si se sustitu­
yen las corrientes atómicas por una 
corriente sobre la superficie lateral 
de dv, de densidad J s (Nm). Esta 

corriente recibe el nombre de co­
rriente equivalente de imantación. 

Su relación con M puede esta­
blecerse sin más que tener en cuenta 
que drñ es 

drñ=M dv=M dS dl 

para la sustancia imantada y 

para la corriente superficial equiva­
lente. Comparando las expresiones 
se deduce que 

(20.2) 

Si M es uniforme, las corrientes equivalentes de los elementos de volumen 
adyacentes se cancelan (Fig. 20.2.b) de forma que no hay corriente efectiva en el 
interior del material imantado. En su superficie, por el contrario, aparece una 

corriente superficial perpendicular a M y cuyo módulo es, según (20.2), igual a la 

proyección M sobre el plano tangente a la superficie. Vectorialmente puede 
expresarse como 
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1s =Mxü (20.3) 

donde ü es el vector unitario normal a la superficie. 

En el caso en que M no sea uniforme hay que considerar, adeµiás corrientes 

equivalentes en volumen de densidad j v cuyo valor se demuestra que vale 

Las corrientes equivalentes de imantación son corrientes "ligadas" en el sentido 
de que no suponen un flujo neto de cargas a través del medio. Sin embargo, crean en 
cada punto un campo magnético que sigue las mismas leyes que el creado por 
corrientes "libres" que circulan a través de un circuito. 

En definitiva, a la hora de determinar el campo B en presencia de materia, se 
deben considerar dos tipo de corrientes: las corrientes libres, asociadas al transporte 
de cargas libres a través de un conductor y las corrientes equivalentes, asociadas a la 

imantación de la materia. El campo B en un punto cualquiera puede expresarse 
como 

donde B 1 sería la parte del campo debida a las corrientes de conducción en los 

conductores y Be el campo creado por las corrientes equivalentes de imantación. 

Para que el problema quede resuelto es preciso determinar la imantación M y 
su relación con las corrientes libres, para lo cual hay que considerar una nueva 
magnitud, la excitación magnética, que se define en el apartado siguiente. 

20.3. Excitación magnética. Susceptibilidad y permeabilidad 
magnéticas 

Se define el vector excitación magnética, H , como 

(20.4) 
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Evidentemente H tiene las mismas dimensiones que la imantación. Se mide en 
Nm. 

Si el punto considerado se encuentra en el vacío, entonces M = O y, por tanto, 

- B 
Hvacio =­

µo 

Fig. 20.3 

-t 

8 ..... 
H 

El interés de operar con la 
excitación magnética en lugar de 

con la inducción magnética B , 
radica en el hecho de que, mientras 

B depende de las corrientes libres y 

equivalentes, H está asociado 
únicamente a las corrientes libres. 
Para comprobarlo, consideremos un 
solenoide como el mostrado en la 
figura 20.3, con n espiras por uni­
dad de longitud y recorrido por una 
corriente libre, de intensidad l. En 
su interior se coloca, por ejemplo, 
una barra de material paramagné-

tico. Calculemos la circulación de H a lo largo de la trayectoria punteada en la 
figura. 

Si el solenoide es muy largo, puede admitirse que los vectores B , H y M son 
uniformes en la región central del mismo y llevan la dirección de su eje. Fuera del 
solenoide dichos vectores son nulos. 

La circulación de H es, según (20.4) 

! - - ! ( B -) -]' H · dl = ]' ;;;- - M · dl (20.5) 

Pero, teniendo en cuenta que el teorema de Ampere, la circulación de B a lo 
largo de la curva considerada es 
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(20.6) 

donde J s es la corriente equivalente de imantación asociada a la imantación M de 

la barra, cuyo valor viene dado por la ecuación (20.2). Sustituyendo (20.6) y (20.2) 
en la ecuación (20.5) resulta 

t H-dl=nU (20.7) 

Es decir, la circulación de H a lo largo de una curva cerrada es igual a la 
corriente libre que atraviesa una superficie cuyo contorno sea la curva considerada. 
De forma general puede escribirse como 

(20.7.a) 

ecuación que constituye una generalización del teorema de Ampere que puede 

aplicarse para el cálculo de H en presencia de materia. Teniendo en cuenta el 
teorema de Stokes, la expresión diferencial de la ecuación anterior es 

rot H = J libre (20.7.b) 

En definitiva, la expresión (20.7) pone de manifiesto que la circulación de H a 
lo largo de una curva cerrada depende unicamente de las corrientes libres, mientras 

que la circulación de B está relacionada con todas las corrientes, las libres y las 
equivalentes. 

Para que la determinación de los tres vectores B , M y H pueda ser completa­

da, es preciso establecer una relación entre H y M . Dicha relación depende del tipo 
de material y debe ser establecida de forma experimental en cada caso. 

En una amplia gama de materiales existe una relación lineal entre M y H . Si 
el material es, además isótropo esta relación se escribe como 

- -
M=xH (20.8) 
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donde X es una magnitud escalar sin dimensiones denominada susceptibilidad 
magnética de la sustancia. 

En la mayor parte de las tablas de datos físicos no aparecen directamente las 
susceptibilidades magnéticas sino otra magnitud relacionada con ésta: la suscepti­
bilidad magnética másica, X m , que se define como 

X =X 
m p 

donde p es la densidad del material. 

(20.9) 

Una relación lineal entre M y H implica, a su vez, una relación similar entre 

B y H . En efecto, sustituyendo (20.8) en la definición (20.4) y operando resulta 

- - -
B = µ 0 (H + M) = µ 0 (i + X;)H (20.10) 

y, llamando permeabilidad magnética del material, µ, a 

(20.11) 

se obtiene la relación existente entre B y H para materiales lineales e isótropos: 

(20.12) 

Finalmente se define la permeabilidad magnética relativa como 

(20.13) 

En las sustancias diamagnéticas la imantación iñ. y la excitación magnética H 
tienen sentidos opuestos, por lo que la susceptibilidad magnética es negativa. Puesto 
que el diamagnetismo tiene su origen en propiedades internas del átomo, que no se 
ven afectadas por la temperatura, la susceptibilidad magnética de estas sustancias es 
independiente de la temperatura. 
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En el caso de las sustancias paramagnéticas, la excitación aplicada y la 
imantación tienen el mismo sentido. Por tanto la susceptibilidad magnética es 
positiva. Puesto que la imantación se produce por orientación de los dipolos 
magnéticos y ésta se ve afectada por la temperatura, la susceptibilidad magnética de 
una sustancia paramagnética es una función de la temperatura. Dicha función queda 
reflejada en la relación de Weiss-Curie. 

(20.14) 

donde T es la temperatura absoluta y Te es una temperatura característica del 

material denominada temperatura de Curie. 

En cualquier caso, las susceptibilidades magnéticas de las sustancias dia o 

paramagnéticas son, en valor absoluto, mucho menores que la unidad lxl << 1 . 

Por tanto, la permeabilidad magnética de una sustancia diamagnética es ligera­
mente inferior a la del vacío, siendo su permeabilidad relativa algo menor que uno. 

Las sustancias paramagnéticas tienen una permeabilidad magnética algo mayor 
que la del vacío, y una permeabilidad relativa ligeramente superior a uno. 

Resumiendo: 

Diamagnetismo X < O 

µ< µo 

µr < 1 

Paramagnetismo X > O 

µ>µo 

µr > 1 

con lxl<< 1 

con lxl<< 1 

Las sustancias ferromagnéticas constituyen una clase aparte de material 
- -

magnético. En ellas la realción entre H y M no sólo no es lineal, sino que ni 
siquiera es unívoca. 

Por tanto, las ecuaciones (20.8) y (20.12) no deben aplicarse sin tener en cuenta 
que X y µ no son constantes. Este tipo de sustancias serán estudiadas más adelante. 
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Ejemplo 20.1 

Fig. 20.4 

Un cable cilíndrico de radio R y longitud infi­
nita transporta una corriente l. El cable se encuen-

µ , X tra situado en el interior de un medio paramagné­
tico, isótropo y homogéneo de susceptibilidad mag­
nética X . Suponiendo que la susceptibilidad del ca-

--+--+ --+ 
B,H,M 

ble es nula, calcular: 

a) Excitación magnética. 

b) Imantación. 

c) Corriente equivalente de imantación sobre la 
superficie del cilindro. 

d) Inducción magnética B. 

Solución: 

Dada la simetría del problema , las líneas de campo de B, H y M son circun­

ferencias con centro en el eje del cilindro y perpendiculares al mismo. 

366 

a) Calculemos H(r) a partir del teorema de Ampere. Así, la circulación H a 
lo largo de una línea de campo es 

f H-dl =2rtrH 

a. l. Si r :-;; R , entonces dicha circulación es igual a 

I 
2rtrH=--

2 
rtr 2 

rtR 

y, despejando H resulta 

H=__!:_ 
2rtR2 

r ( R 
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a.2. Si r ~ R , entonces 

21trH =I 

Por tanto 

H=-I-
21tr 

b) Una vez calculado H(r) puede obtenerse M a partir de la relación (20.8). 
Así 

M=0 

XI 
M=xH=-

21tr 

parar ( R 

parar) R 

c) La densidad de corriente equivalente sobre la superficie del cable es 

siendo su dirección la del eje del cilíndrico y su sentido el mismo que el de 
la corriente libre. Su módulo es 

J =M(R)=_x!__ 
s 21tR 

La intensidad de corriente equivalente es, por tanto 

d) La inducción magnética B puede calcularse a partir de la expresión (20.4) 

por tanto 
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d.l. Parar ( R 

d.2. Para r ) R 

µ 0 I µ I 
B(r)=(x+l)-=-

21tr 21tr 

Obsérvese que el cálculo de B podría haberse realizado como el correspondien­
te al vacío, pero sustituyendo en cada medio la permeabilidad del vacío por la co­
rrespondiente a dicho medio. 

El campo B presenta una discontinuidad de valor 

al pasar de un medio a otro. Dicha discontinuidad aparece como consecuencia de la 
distribución superficial de corriente debida a la imantación del medio. 

20.4. F erromagnetismo 

20.4.1. Ciclo de histéresis 

Como se ha indicado anteriormente, las sustancias ferromagnéticas se carac­
terizan porque pueden presentar una imantación permanente, como consecuencia de 
la tendencia de los momentos magnéticos atómicos o moleculares a orientarse en la 
misma dirección. 

Entre las propiedades más significativas de los materiales ferromagnéticos cabe 
destacar las siguientes: 
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a) La relación entre M y H , y por tanto la relación B (H) , no es lineal. Esta 

propiedad puede representarse indicando que la susceptibilidad y la per­
meabilidad magnética dependen de la excitación magnética: 

µ=µ(H) x=x<H) 

b) La permeabilidad magnética relativa puede tomar una amplia gama de 
valores en función de la excitación magnética . En muchos materiales se 

alcanzan valores del orden de 104 (en las sustancias para o diamagnéticas 
µr es muy cercana a la unidad). 

c) Se presentan fenómenos de histéresis, de forma que tanto X (H) como 

M(H) no son relaciones unívocas, dependiendo sus valores de la historia 
magnética del material, es decir, de los tratamientos previos a los que haya 
sido sometido. 

d) Como consecuencia de la histéresis, la imantación de una muestra 
ferromagnética persiste después que haya cesado la excitación que la 
originó. 

Para estudiar la relación exis­

tente entre M y H consideremos una 
muestra de sustancia ferro­
magnética, inicialmente desiman­
tada, y sometida a una excitación 
magnética creciente. La curva M(H) 
que se obtiene experimentalmente es 
de la forma mostrada en la figura 
20.5 y recibe el nombre de curva de 
primera imantación. 

M 

A 

º¡..c... __________ _ 
H 

Fig. 20.5 
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Fig. 20.6 

H 

Obsérvese que, para valores 
bajos de la excitación, la iman­
tación crece muy rápidamente. 
Sin embargo, a partir del punto 
P la pendiente de la curva de­
crece, de forma que para valores 
altos de la excitación, la imanta­
ción no sobrepasa un valor dado, 
denominado imantación de satu­
ración. En la figura 20.6, se 

muestran las curvas B (H) y 

µr (H) correspondientes a la 

primera imantación de un mate­
rial ferromagnético. 

Si una vez alcanzada la 
imantación de saturación se dis­
minuye la excitación magnéti-ca, 
la imantación disminuye. Sin 
embargo, se observa (Fig. 20.7) 
que para cada valor de H, la 
imantación toma valores su­
periores a los obtenidos durante 
la primera imantación. Concre­
tamente, para un valor nulo de la 
excitación, la muestra con-serva 
una imantación denomina-da 
imantación remanente M R , que 

puede hacerse desaparecer 
Fig. 20.7 disminuyendo la excitación has­

ta un valor -He, en sentido 

contrario al campo inicial. He recibe el nombre de excitación coercitiva. 

Si la muestra se somete a un campo H que varia alternativamente entre +H 0 

y -H0 , al cabo de un cierto número de oscilaciones la curva M(H) realiza un 

ciclo denominado ciclo de histéresis (Fit7. 20.7). La existencia de imanes perma­
nentes queda, pues, justif,cada a partir del fenómeno de histéresis. 
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La realización del ciclo de histéresis en un material ferromagnético exige un 
aporte de energía eléctrica que se disipa en forma de calor. Esta energía es 
proporcional al volumen de la muestra y al área encerrada en dicho ciclo. 

20.4.2. Teoría de los dominios magnéticos 

El comportamiento peculiar de los materiales ferromagnéticos puede ser 
explicado a partir de la denominada teoría de los dominios, propuesta por Weiss en 
1907 y completada por Heisenberg en 1928. 

Así, en las sustancias ferromagnéticas, los momentos magnéticos atómicos o 
moleculares son distintos de cero. Sin embargo, y a diferencia de lo que sucede en 
los materiales paramagnéticos, en una sustancia ferromagnética dichos momentos no 
están orientados al azar sino que presentan una fuerte tendencia a orientarse en la 
misma dirección. De esta forma, en un cristal ferromagnético existen pequeñas 
regiones de un tamaño muy reducido, denominadas dominios, en las que los 
momentos magnéticos atómicos tienen idéntica orientación, de manera que la 
imantación de un dominio es distinta de cero incluso en ausencia de una excitación 
exterior. Hay que señalar que las direcciones de imantación de los dominios de un 
cristal no son aleatorias, sino que dependen de la extructura cristalina. Así, los 
dominios presentan imantación únicamente en unas pocas direcciones denominadas 
direcciones de fácil imantación. 

Si bien cada dominio tiene una imantación no nula, en una porción macroscópi­
ca de material ferromagnético existen numerosos cristales, y en cada uno de ellos 
varios dominios imantados en direcciones y sentidos opuestos, de forma que los 
momentos magnéticos de unos dominios se compensan con los de otros y el material 
puede aparecer globalmente desimantado. 

Supongamos un pequeño trozo de sustancias ferromagnéticas como el 
esquematizado en la figura 20.8.a, que inicialmente tiene cuatro dominios. En este 
modelo hay dos direcciones de fácil imantación y la imantación resultante es nula. 

Al aplicar una excitación exterior H , las paredes de dominio cuya imantacióu 

tiene una orientación más próxima a las de H se desplazan (Fig. 20.8.b) de forma 
que este dominio crece a expensas de los otros, adquiriendo el material una 
imantación neta distinta de cero. 
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a) 

b) 

t 

e) 

d) 

-+ 
H=O 

-

Si la excitación aplicada es 
débil, este corrimiento de las 
fronteras es casi reversible, y al 

suprimir H se volvería a la si­
tuación inicial (tramo OQ de la 
figura 20.5). 

Ahora bien, si se aumenta el 
valor de la excitación exterior, el 
proceso de imanatación deja de ser 
·reversible y, además del desplaza­
miento de las paredes de los domi­
nios, se producen cambios bruscos 
en las orientaciones de algunos 
dominios (saltos de Barkhausen) 
creciendo notablemente la iman­
tación global del cristal con peque-

ños cambios de la excitación H 
(tramo QP de la curva de primera 
imantación). Este proceso continua 
hasta que todos los dominios estan 
orientados en la dirección de fácil 
imantación más próxima a la de H, 
desapareciendo las paredes (Fig. 
20.8.c). 

Si se sigue aumentando la 
excitación, los momentos atómicos 
giran hasta situarse paralelamente a 

O 8 H , tal como se muestra en la figura Fig. 2 . 
20.8.d (tramo PA en la curva de 

primera imantación). Entonces la sustancia se encuentra saturada y la imantación no 
crece aunque se siga aumentando la exci-tación. 

Al disminuir la excitación, la curva M(H) no se confunde con la inicial, ya que 
el proceso no es reversible. 

La temperatura influye en el grado de orientación de los momentos atómicos. 
Así, a temperaturas muy bajas, l<,t alineación que se consigue es prácticamente 
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perfecta. Por el contrario, al elevarse la temperatura, la agitación térmica se opone 
cada vez más a la alineación de los momentos magnéticos atómicos. A partir de un 
cierto valor de la temperatura absoluta, el punto de Curie, el material se comporta 
como paramagnético. 

20.5. Circuitos magnéticos 

Sea un circuito cerrado como el 
mostrado en la figura 20.9, formado por 
un material ferromagnético de muy alta 
permeabilidad magnética y con una 
bobina enrollada a él, de N vueltas, que 
transporta una corriente I. Dada la alta 
permeabilidad del material ferromagné­
tico, puede demostrarse que éste consti-

tuye un tubo de líneas del campo B , de 
forma que el flujo magnético es constante 
en cualquiera de las secciones del circuito. 
Tal dispositivo se denomina circuito 
magnético. 

N 

Fig. 20.9 

Estudiemos la relación existente entre la corriente I y el flujo magnético 
producida por la misma. Aplicando el teorema de Ampére a una línea de campo se 
obtiene que 

fii -dl=NI 

Por otra parte, el flujo magnético a través de una sección cualquiera es 

<!>=B·S=µHS 

y, despejando el valor de H y sustituyéndolo en la ecuación anterior, se obtiene 

(20.15) 
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Al factor 

se le denomina reluctancia del circuito, mientras que al producto NI se llama fuerza 
magnetomotriz F. Por tanto, la expresión (20.15) puede escribirse como 

a) 

b) 
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Fig. 20.10 

(20.16) 

ecuación que recibe el nombre 
de ley de Hopkinson y que 
resulta ser formalmente similar 
a la ley de Ohm en un circuito 
eléctrico: el flujo es análogo a 
la intensidad de corriente, la 
reluctancia a la resistencia y la 
fuerza magnetomotriz es aná­
loga a la fuerza electromotriz. 

Un circuito magnético 
puede estar formado por reluc­
tancias asociadas en serie o en 
paralelo (Fig. 20.10). Teniendo 
en cuenta la analogía formal 
existente entre las leyes de 
Hopkinson y de Ohm, es de 
esperar que las leyes de aso­
ciación de reluctancias sean 
análogas a las de asociación de 
resistencias. 

En efecto, consideremos un 
circuito magnético formado por 
dos tramos de reluctancias R 1 

y R2 respectivamente (Fig. 

20.10.a) y con una fuerza 
magnetomotriz F = NI. La 
aplicación del teorema de 
Ampere da lugar a 
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Por otra parte, las excitaciones en cada tramo son 

valores que sustituidos en la expresión anterior la transforman en 

o bien 

(20.17) 

Comparando la ecuación (20.17) con la (20.16) resulta evidente que 

(20.18) 

es decir, la reluctancia equivalente a una asociación de reluctancias en serie es igual 
a la suma de éstas. 

Consideremos ahora el circuito magnético de la figura 20.10.b, con dos 
reluctancias, R1 y R 2 , en paralelo. Aplicando el teorema de Ampere a cada 

circuito se obtiene que 

Por otra parte, el flujo total es 
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y, sustituyendo en ésta los valores de H 1 y H 2 dados por las ecuaciones anteriores, 

resulta 

(20.19) 

de donde se deduce que 

1 1 1 
-=-+­
R R1 R2 

Ñ ---- ---

Fig. 20.11 

(20.20) 

es decir, la inversa de la reluctancia equivalente a una 
asociación de reluctancias en paralelo es igual a la 
suma de las inversas de éstas. 

Un caso muy frecuente de circuito magnético es 
aquel en el que se ha practicado un entrehierro muy 
pequeño, tal como se muestra en la figura 20.11 . 

Sea e el espesor del entrehierro y Se la sección 

del circuito. Si e es muy pequeño frente a las dimen­
siones de la sección, puede considerarse que la sección 
efectiva del entrehierro es del mismo orden que la del 
circuito magnético, y que las pérdidas de flujo a través 
del entrehierro son pequeñas. En estas condiciones, el 
entrehierro es una porción del circuito de reluctancia 

La reluctancia del resto del circuito es 

donde le y Se son, respectivamente, la longitud y sección del resto del circuito. 

La reluctancia equivalente es 
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y el flujo 

Finalmente, el campo B en el entrehierro es 

20.6. Densidad de energía del campo magnético 

En el apartado 19.5 se calculó la densidad de energía del campo magnético, 
cuyo valor en el vacío está dado por la expresión 

Teniendo en cuenta la relación existente entre B y H en el vacío, la expresión 

anterior puede transformarse en 

1 - -
w=-H-B 

2 

ecuación que, si bien se ha obtenido para el vacío, es de validez general. 

(20.21) 

Si el material considerado es lineal e isótropo, la ecuación (20.1) puede 
escribirse, teniendo en cuenta la (20.12), en la forma 

(20.22) 
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Consideremos un circuito magnético de longitud 1 y sección S. La energía 
almacenada en el mismo es 

1 
W=wSl=-BHSl 

2 

Teniendo en cuenta que <I> = B S y que N I =H 1, se obtiene que 

y, a partir de la ley de Hopkinson, resulta 

(20.23) 

Expresión que nos dá la energía magnética total almacenada en un medio en 
función del flujo magnético y de la reluctancia. 
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PROBLEMAS 

P.20.1 . Un tubo de ferrita, muy largo, cilíndrico, con radios interior y exterior a y 
b, respectivamente, se encuentra imantado uniformemente en la dirección 
de su eje. Calcular B en el eje del tubo. 

SOLUCIÓN 

B=O 

P.20.2. Sea un tubo cilíndrico, muy largo, de radios interior y exterior b y c, 
respectivamente, constituido por un material paramagnético de 
susceptibilidad X • En el eje del tubo hay un hilo conductor de radio a 

que transporta una corriente l. Calcular: 

a) Corrientes equivalentes de imantación en las caras del tubo. 

b) Campo magnético B para b < r < c y r >c. 

SOLUCIÓN 

a) J s =xi/ 21tb, paralela y en el mismo sentido I en la cara interior. 

J s =XI/ 21tc, paralela y en sentido opuesto a I en la cara exterior. 

b) para b < r < c 

parar> c 
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P.20.3. Sea una barra cilíndrica de radio R y longitud 1, con (l>>>R). 

imantada uniformemente con una imantación M paralela a su eje. 

Calcular B y H : 

a) Sobre el eje del imán en su centro. 

b) Sobre el eje del imán en una cara. 

(Sugerencia: Calcular B a partir de las corrientes equivalentes de iman­

tación y H a partir de B y de M ). 

SOLUCIÓN 

a) B=µ M· o , 

b) H = -M / 2 dentro del imán 

H = + M / 2 fuera 

P.20.4. Sea una bobina de N espiras muy apretadas, enrolladas en un circuito 
magnético de reluctancia R. Demostrar que el coeficiente de autoinduc-

ción de la bobina vale L = N 2 
/ R . 

P.20.5. Alrededor de un anillo de hierro dulce de sección transversal S y longitud 
media 1, se enrollan sendas bobinas con N 1 y N 2 espiras. Suponiendo 

que la permeabilidad del hierro es µ . Calcular: 

a) Coeficiente de autoinducción de cada bobina. 

b) Coeficiente de inducción mutua. 

c) Coeficiente de acoplamiento. 
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SOLUCIÓN 

a) 

c) k= 1 

P.20.6. Sea un anillo de hierro dulce, de sección transversal S = 30cm2 y con un 
entrehierro de espesor e = 1cm. La longitud media del anillo es de 1 = 

100 cm y su permeabilidad magnética µr = 1000. Alrededor del anillo hay 

enrollada una bobina con N = 10000 vueltas, por la que circula una 
corriente de 1 '5 A. Despreciando las fugas en el entrehierro, calcular: 

a) Flujo magnético a través de una sección del anillo. 

b) Campo B en el entrehierro. 

c) Autoinducción de la bobina. 

d) Energía almacenada. 

SOLUCIÓN 

b) B=1'71 T 

c) L=34'3 H 

d) W=38'6J 
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., 
CAPITUL021 

ECUACIONES DE MAXWELL 

21.1. Introducción 

Los capítulos precedentes han sido dedicados al estudio de las leyes básicas del 
electromagnetismo y al desarrollo de algunas aplicaciones importantes. En el 
presente capítulo se completan estas leyes y se pone de manifiesto la estrecha 
relación existente entre los campos eléctricos y magnéticos. 

Así, en el capítulo 19 se muestra como todo campo magnético variable lleva· 
asociado un campo eléctrico no conservativo cuyo valor puede ser obtenido a partir 
de la ley de Faraday. Ahora bien, como veremos más adelante, esta relación es 
recíproca y la presencia de un campo eléctrico variable conlleva la existencia de un 
campo magnético que no está asociado a corrientes de conducción. Será, por tanto, 
necesario modificar la ley de Ampere para el caso de regímenes variables y obtener 
una ley más general que incluya a aquella como un caso particular. 

A partir de esta modificación quedarán completas las cuatro leyes fundamen­
tales del electromagnetismo, denominadas ecuaciones de Maxwell por ser este 
científico quien postuló la generalización de la ley de Ampere y sintetizó la teoría del 
campo electromagnético de dichas ecuaciones. 

21.2. Conservación de la carga. Ecuación de continuidad 

En el capítulo 11 se estableció el principio de conservación de la carga eléctrica: 
"La carga total de un sistema aislado permanece constante". 

Este principio, que resulta compatible con todos los experimentos realizados 
hasta la actualidad, puede ser ampliado al caso de sistemas abiertos como sigue: "La 
carga ni se crea ni se destruye". Por tanto, en un sistema abierto, la variación neta 
de carga es igual a la carga que entra menos la carga que sale. 
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' V 

dv 
PBle 

Fig. 21.1 

dQ =fff dp dv 
dt V dt 

Consideremos una región del espacio 
en la que existe una corriente eléctrica 
caracterizada por el campo de densidades 
de corriente j ( x, y, z, t) . La distribución 

espacial de cargas viene dada por el 
campo escalar de densidad de carga 
p(x,y,z,t). Sea S una su-perficie que 

encierra en su interior un volumen v 
(Fig. 21.1). La carga neta encerrada en 
S es, según la definición de densidad de 
carga 

Puesto que p es, en general varia­

ble, Q también lo es, y la variación de 
carga en la unidad de tiempo es 

ya que se admite que S permanece fija en el espacio. 

Por otra parte, la carga neta que escapa de S en la unidad de tiempo es, según 
la definición de densidad de corriente, 

dQ =JI J-dS 
dt s 

Y, teniendo en cuenta el principio de conservación de la carga, la carga neta que 
sale a través de S es igual a la disminución de carga en v, es decir 

ffs J -dS= - Jffv ~~dv (21.1) 

que constituye la expresión, en forma integral, del principio de conservación de 
la carga. 
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A partir del teorema de la divergencia, el primer miembro de la ecuación (21.1) 
puede escribirse como 

ffs J • dS = Jffv div j dv 

y, teniendo en cuenta que la misma ha de cumplirse para cualquier superficie 
cerrada, se deduce que 

. - dp 
d1vJ =-­

dt 
(21.2) 

ecuación que representa la expresión diferencial de la ley de conservación de la 
carga. 

La (21.2) recibe el nombre de ecuación de continuidad. 

Obsérvese que si el régimen de corriente es estacionario, entonces todas las 
magnitudes relacionadas con ella son independientes del tiempo, y la ecuación de 
continuidad se transforma en 

div j =0 (21.3) 

Por tanto la divergencia J sólo puede tomar valores no nulos en regímenes va­
riables 

21.3. Ecuación de Ampere-Maxwell. Corriente de desplaza­
miento 

Consideremos una situación similar a la mostrada en la figura 21.1: un medio 

material en el que se ha establecido una corriente eléctrica de densidad j . Como 

consecuencia de dicha corriente aparece un campo magnético de excitación H . Si 

j es independiente del tiempo, este campo verificará la ley de Ampere que, en forma 
diferencial, se escribe como 

rot H=J (21.4) 
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donde J es la densidad de corriente libre, debida al movirrúento de cargas libres a 
través del material. 

Ahora bien, si el régimen es variable, la ecuac1on de continuidad resulta 
incompatible con el teorema de Ampere. En efecto, si se calcula la divergencia de los 
dos miembros de dicha ecuación resulta 

div (rotH) = div j 

pero, según puede comprobarse directamente, la divergencia del rotacional de un 
campo vectoriai cualquiera es nula, con lo cual 

div (rotH) = O 

mientras que, según la ecuación de continuidad, la divergencia de j es 

- é)p 
divJ =-­

dt 

cuyo valor puede ser distinto de cero si el régimen es variable. Por tanto se obtie11e 
que, en general 

rotH * J 

es decir, la ley de Ampere, tal como se obtuvo en los capítulos 18 y 20, sólo es 
aplicable al caso de regímenes independientes del tiempo. 

Fue el científico J.C. Maxwell quien, en la segunda mitad del siglo pasado, 
postuló una modificación Je la ley de Ampere que resulta a la vez válida para 
regímenes variables y c0n1patible con la ecuación de. continuidad. Este postulado 
queda reflejado en 1 ~ -; ,_ 'ü ! , o1 , ;::>,:!3. ecuación de Ar.:lpere-Max well: 

' r 

rotH = J + 
,h 

(21.5) 

donde D 0s el~;, ~¡;~u....ai1..t~TltJ .léctrico P,7 d punto consici!:rad0. 
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Comprobemos que, en efecto la ecuac1on (21.5) es compatible con la 
conservación de la carga. Para ello calculemos la divergencia de sus dos miembros 

- - a -
div(rotH) =0=divJ +- (divD) 

at 

Ahora bien, teniendo en cuenta la expresión diferencial del teorema de Gauss, 

divD = p, es 

~ (divD) = ap 
at at 

con lo que, en definitiva 

- a - ap ap -
div J + - (divD) =--;--+ - =0=div(rotH) 

at ot at · 

comprobandose la validez formal de la ecuación (21.5). 

Hay que señalar que la ecuación de Ampere-Maxwell es un postulado que se 
admite como principio. Su validez ha sido aceptada en la medida en que todas las 
experiencias realizadas hasta la fecha han resultado compatibles con ella. 

El término a :5 / a t tiene dimensiones de densidad de corriente y recibe el nom­

bre de densidad de corriente de desplazamiento. Obsérvese la diferencia existente 

entre j , que representa una corriente de conducción asociada al movimiento de car­

gas, y a :5 / a t que está asociada a la existencia de un campo eléctrico variable pero 

que no implica el movimiento de cargas. No obstante, ambas "corrientes" producen 
un campo magnético dado por (21.5). 

La expresión integral de la ley de Ampere-Maxwell puede obtenerse sin más 
que aplicar el teoremá de Stokes. Sea C una curva cerrada y S una superficie 

cualquiera limitada por C. La circulación de H a lo largo de C es, según el 
teorema de Stokes 

f - - s·r - - f'f - - JI ª 5 -H -dl = Js rotH-dS= Js J-dS+ 
5

,_. at · dS 
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es decir 

J - - f'f (- af>) -H-dl = Js J +at -dS (21.6) 

Hay que recalcar la importancia de estas ecuaciones ya que ponen de manifies­
to la posibilidad de generar un campo magnético a partir de un campo eléctrico 
variable. La ecuación de Ampere-Maxwell incluye como caso particular a la ley de 
Ampere cuando el campo eléctrico es independiente del 'tiempo (régimen esta­
cionario) o cuando las corrientes de desplazamiento son despreciables frente a las de 
conducción. En este último caso el régimen se llama cuasiestacionario. 

Ejemplo 21.1 

Sea un material de conductividad cr y permitividad relativa Er. En su interior 

se ha establecido un campo eléctrico de la forma E = E0 sen 27t f t . Calcular : 

a) Las densidades de corriente de desplazamiento. 

b) Determinar la frecuencia f a partir de la cual la densidad de corriente de 
desplazamiento supera a la de conducción. 

Aplicación númerica: 
Germanio intrínseco con cr = 2'13n-1m-1 y Er = 15'7 

Solución: 

a) La corriente de conducción puede obtenerse a partir de la Ley de Ohm 

La densidad de corriente de desplazamiento es 

af> . aE -
- = Eo Er - = Eo Er 27t f Eo COS 27t f t at ch 
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Como se ve, el valor máximo de J es independiente de la frecuencia 
(se admite que o es una constante), mientras que la densidad de corriente 
de desplazamiento es proporcional a la frecuencia. Teniendo en cuenta el 
pequeño valor de E0 , es de esperar que la corriente de desplazamiento 

sólo sea importante a frecuencias muy elevadas. 

b) Las corrientes de desplazamiento y de conducción se igualan para la fre­
cuencia f D que cumpla que 

de donde 
o 

fo =----
2n Eo Er 

Como vemos, la frecuencia a partir de la cual a :O / a t supera a J 

aumenta con la conductividad del material y disminuye con la permitividad. 
Concretamente, para el Ge intrínseco 

f 0 = 
2113 

= 2'4-103 Hz = 2'4 GHz 
27t Eo -15'7 

Es decir, en este caso, y salvo para frecuencias muy altas, pueden despreciarse 
las corrientes de desplazamiento frente a las de conducción. 

21.4. Ecuaciones de Maxwell 

Con la ecuación de Ampere-Maxwell quedan establecidas las leyes 
fundamentales del campo electromagnético. Dichas leyes se expresan mediante 
cuatro ecuaciones que reciben el nombre de ecuaciones de Maxwell, por ser este 
cientifico quien formuló la cuarta de ellas, y dedujo la existencia de ondas electro­
magnéticas como consecuencia de estas ecuaciones. Las expresiones diferenciales de 
las ecuaciones de Maxwell son 

div:O=p 

divB=O 

(21.7) 

(21.8) 
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- ai3 
rotE=-­at 

- - af> 
rotH = J+­at 

(21.9) 

(21.10) 

La (21.7) no es más que la expresión diferencial del teorema de Gauss, que fue 
deducido para el caso de campos electrostáticos a partir de la ley de Coulomb. 

La ecuación (21.8) expresa la no existencia de cargas magnéticas aisladas, tal 
como se indicó en el capítulo 18. 

La ecuación (21.9) es la expresión diferencial de la ley de Faraday y, final­
mente, la (21.10) es la ecuación Ampere-Maxwell que ha sido introducida en el 
apartado anterior. 

A partir de los teoremas de la divergencia y de Stokes respectivamente, las 
ecuaciones (21.7) a (21.10) pueden tomar la forma integral siguiente: 

fs D-dS= fffv p dv 

ffs B-dS=O 

Í E . d 1 = _ _! J'í B. dS 
Je dt Js, 

l - - s·r (- ªº] -e H-dl = Js, J +at -dS 

(21.11) 

(21.12) 

(21.13) 

(21.14) 

donde S es una superficie cerrada que rodea al volumen v y S' es una superficie 
cualquiera cuyo contorno es la curva cerrada C. 

Hay que señalar que el estudio del electromagnetismo podía h~berse realizado a 
partir de las cuatro ecuaciones de Maxwell, aceptándolas como principios y dedu­
ciendo los campos eléctricos y magnéticos creados en cada una de las situaciones 
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particulares estudiadas en los capítulos anteriores. Por razones didácticas se ha op­
tado por el método tradicional, estableciendo progresivamente cada una de las ecua­
ciones a partir de resultados experimentales. 

21.5. Energía electromagnética. Vector de Poynting 

En el capítulo 14 se definió la densidad de energía electrostática w E como 

1 - -
WE =-E- D 

2 

Del mismo modo, en el capítulo 20 se estableció que la densidad de energia aso­
ciada a un campo magnético es 

1 - -
WB =-B-H 

2 

En definitiva, la densidad de energía almacenada en un punto de un campo elec­
tromagnético es 

1 - - - -
w =- (E · D+B -H) 

2 
(21.15) 

Admitiendose que dicha expresión es aplicable incluso cuando los campos que 
en ella aparecen son variables, estudiemos cual es la variación de energía 
almacenada en función del tiempo. Si se supone que el medio considerado es lineal y 
no dispersivo ( E y µ son cantidades independientes de los campos y del tiempo) 

entonces las derivadas temporales de w E y w B son 

y 

awE 1 d(E-EE) - dE - af> 
--=----=EE--=E--

dt 2 at dt dt 

aw8 1 a - - - al1: - aB 
--=--(H-µH)=µH --=H·-

dt 2 at at at 

(21.16) 

(21.17) 
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Por tanto, la derivada de la densidad de energía electromagnética respecto del 
tiempo es 

aw - af> - ai3 
-=E--+H·-
at · at at 

(21.18) 

Sustituyamos ahora las derivadas temporales de f> y B por los valores dados 

por las ecuaciones (21.9) y (21.10). Con ello resulta 

a w - - - - - -
- =E· rot H - E- J - H -rot E 
at 

(21.19) 

. Ahora bien, dados los campos vectoriales F y G , puede comprobarse que 

div(FxG) = G. (rot F) - F -(rotG) 

con lo cual resulta evidente que 

E. rotH -H. rotE = -div(ExH) 

Fig. 21.2 
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(21.20) 

El producto ExH recibe el nombre 
de vector de Poynting y lo represen-

taremos por N 

N=ExH (21.21) 

En definitiva, la ecuación (21.19) 
puede escribirse como 

aw - - -
-=-divN-E-J 
at 

(21.22) 

Analicemos el significado de cada 
uno de los términos de esta expresión. 
Para ello consideremos un recinto de 
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volumen v y superficie exterior S y calculemos la variación de energía almace­
nada en v. Teniendo en cuenta (21.22) resulta 

ªa~= fJf ~: dv=-fJf divÑdv- fff JEdv 

o bien, según el teorema de la divergencia 

fJ{ ~: dv=-fJ
8 

Ñ-dS- fJf J-Edv (21.23) 

El primer término representa la variación, por unidad de tiempo, de la energía 
almacenada en v. Valores positivos indican que la energía almacenada aumenta, 
mientras que valores negativos suponen una disminución de dicha energía, bien 
porque ésta se consume en v, bien porque hay un flujo de energía a través de S. 

El término 

fJf J-Edv 

fue estudiado en el capítulo 15. Suponiendo que en v no existen fuentes de f.e.m., 
esta integral representa la potencia disipada en v por efecto Joule .. 

Por tanto, teniendo en cuenta la conservación de la energía, el flujo de N a 
través de S representa el flujo de energía, por unidad de tiempo, a través de S. 

En definitiva, el vector de Poynting, N , representa una densidad de corriente 
de energía, es decir, un flujo de energía por unidad de área. Su importancia quedará 
plenamente establecida cuando se estudien las ondas electromagnéticas. 
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PROBLEMAS 

P.21.1. Un condensador plano se conecta a una batería de forma que se carga. 
Demostrar que, en todo instante, la corriente de conducción en los bornes 
del condensador es igual a la corriente de desplazamiento entre sus arma­
duras. 

P.21.2. Sea un medio conductor de conductividad cr y permitividad e. 

a) Demostrar que la densidad volumétrica de carga, p, del conductor 

disminuye exponencialmente según la ley p = p
0 

e-to/e 

b) Suponiendo que el conductor sea cobre ( e = c
0

, 

cr=6'25-101n-1m-1
), calcular el tiempo necesario para que p 

disminuya hasta 1 / 106 de su valor inicial. 

SOLUCIÓN 

P.21.3. Un condensador plano está formado por dos placas circulares de superficie 
S y separadas una distancia d. Entre las armaduras hay un dieléctrico 
imperfecto, de conductividad cr y permitividad e . El condensador se 
carga a una diferencia de potencial V O y se aisla en el instante t = O. 

Calcular: 

a) Carga del condensador en función del tiempo. 

b) Corriente de desplazamiento en el dieléctrico. 
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c) Campo magnético en el dieléctrico. 

SOLUCIÓN 

a) 

b) 
dD Voa -a/Et -=---e at d 

c) B=O 

P.21.4. En una región del espacio existe un campo eléctrico variable 

E= E0 (a+ bt)k, donde a y b son constantes. Admitiendo que hay 

simetría cilíndrica con respecto al eje OZ, ·calcular el campo B . 

SOLUCIÓN 

Las líneas del campo son circunferencias con centro sobre el eje OZ. El 
módulo de B es 

B 

P.21.5. Sea una onda electromagnética plana y monocromática que se propaga en 
el vacío, cuyas ecuaciones son 

- ( x)-E=E0 cos w t-~ j 

- ( x)-B=B0 cos w t -~ k 
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A partir de las ecuaciones de Maxwell, determinar el valor que debe 
tener la velocidad de propagación c. 

SOLUCIÓN 

c = 1/ .Je.o µo 

P.21.6. Sea un conductor cilíndrico muy largo, de radio a y conductividad cr, 
por el que circula una corriente l. Calcular: 

a) El vector de Poynting sobre la superficie del conductor. 

b) El flujo de dicho vector a través de la superficie lateral de una longitud 
L del hilo. 

c) Comprobar que dicho flujo es igual a la potencia disipada en el hilo por 
efecto Joule. 

SOLUCIÓN 

perpendicular al hilo y hacia adentro. 

P.21.7 Sea un condensador plano formado por dos armaduras circulares de radio 
R separadas una distancia d. Entre las armaduras existe un dieléctrico 
perfecto de permitividad E. El condensador se conecta a un generador, de 
forma que se carga con una corriente l. Calcular: 
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a) Campo H en un punto situado a una distancia r del eje del 
condensador (r ~ R). 

b) Vector de Poynting para r = R. 

c) Demostrar que el flujo de N a través de la superficie lateral del 
dieléctrico es q> = dW / dt , donde W es la energía almacenada en el 

condensador. 

SOLUCIÓN 

a) con 

b) 
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, 
CAPITUL022 

REGÍMENES TRANSITORIOS 

22.1. Introducción 

En los capítulos 15 y 16 se han estudiado diversos aspectos relativos a la 
corriente continua, o corriente en régimen estacionario, que se caracteriza porque 
tanto la intensidad de corriente como otras magnitudes asociadas al movimiento de 
las cargas son independientes del tiempo. 

Este capítulo y los que siguen se dedicarán al estudio de los regímenes 
variables, en los que la intensidad y la ddp son funciones del tiempo. Se analizarán 
en primer lugar los regímenes transitorios, en los cuales las funciones temporales 
son aperiódicas y que representan el establecimiento o desaparición de un régimen 
permanente. En lecciones posteriores se estudiarán corrientes variables en régimen 
permanente, en los cuales las magnitudes asociadas se representan mediante funcio­
nes periódicas. 

El análisis riguroso de un régimen variable debe efectuarse a partir de las 
ecuaciones de Maxwell enunciadas en el capítulo 21. No obstante, en numerosas 
aplicaciones tecnológicas importantes, el estudio de los circuitos eléctricos puede 
realizarse sin recurrir a los detalles de las citadas ecuaciones, a partir de un con­
junto de reglas sencillas que quedan reflejadas en la teoría de circuitos. 

Los modelos simplificados para el análisis de circuitos, que se desarrollaran en 
este capítulo y los siguientes·, son aplicables en aquellos casos en los que las 
corrientes que aparecen son casi estacionarias. Se llaman casi-estacionarias (o 
lentamente variables) a aquellas corrientes para las que puede admitirse, con 
suficiente grado de aproximación, que los campos eléctrico, magnético y otras 
magnitudes asociadas a las mismas tienen en cada instante el mismo valor que el 
correspondiente a corrientes continuas de la misma intensidad. 

Hay que señalar que el concepto de régimen casi estacionario está 
profundamente relacionado con la frecuencia de las corrientes alternas implicadas. 
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Así, en una amplia gama de problemas, esta hipótesis es aceptable a bajas 

frecuencias (hasta un orden de 105 Hz) pero no a frecuencias más elevadas. 

Además de la restricción impuesta por la condición de régimen casi estaciona­
rio, el estudio de circuitos se ceñirá al caso de circuitos con elementos concentrados, 
esto es, de circuitos cuyas características se encuentran concentradas en los 
elementos o dipolos básicos estudiados hasta ahora: resistencias, condensadores y 
autoinducciones. Las relaciones instantáneas que se aplicarán para estos elementos 
son las mismas que se han obtenido para un régimen estacionario: 

- Resistencia 

- Condensador 

- Autoinducción 

u (t) = R i (t) 

q (t) = e u (t) 

<1> (t) = L i (t) 

donde u es el símbolo que se utilizará a partir de ahora para representar la ddp en 
bornes de un elemento del circuito. 

22.2. Ecuación característica de los dipolos lineales básicos 

Se denomina ecuación característica de un dipolo a la relación instantánea entre 
la intensidad que lo atraviesa (i) y la ddp (u) que existen entre sus bornes en el 
sentido de la corriente. En este capítulo y en los siguientes se considerarán 
únicamente dipolos básicos, que poseen una única característica (resistencia, 
capacidad o autoinducción) y lineales, es decir, en los que la relación entre u e i o 
sus derivadas temporales es una relación lineal. 
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a) Resistencia 

Es un dipolo que disipa calor por efecto Joule al paso de corriente 
eléctrica. Su ecuación característica es 

U=Ri (22.1) 

b) Condensador 

Es un dipolo que acumula carga eléctrica en sus armaduras. Su ecuación 
caracerística es 



. Cdu 
1= -

dt 
(22.2) 

ya que du/dt es siempre positivo en 
el sentido de la corriente; sin 
embargo la relación con la carga 
varía según que el condensador se 
encuentre en proceso de carga o 
descarga. Así, para la carga se 
cumple que 

u = q / c ➔ i = dq / dt 

y para la descarga 

u=-q/c ➔ i=-dq/dt 

c) Autoinducción 

Es un dipolo básico que responde a 
la variación del flujo que lo atraviesa 
induciendo una f.e.m. (Fig. 22.2.a). 

En el caso de una sola autoin­
ducción, el flujo magnético que lo atra­
viesa es 

<l>=Li 

Por tanto, la f.e.m. inducida, con 
mayor potencial en A, es 

de i es 

d<I> di c=--=-L-
dt dt 

En definitiva, la ddp en el sentido 

di 
u=-c= L­

dt 

Regímenes transitorios 

-
i q -q 

b1 Carga , 1 L__ 
A .. ,---S 

i -q q 

descarga A I h · 
Fig. 22.1 

A -i 

A 

L 

B 

Fig. 22.2 

(22.3) 
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El circuito al que pertenece L puede estar acoplado magnéticamente con 
otros circuitos (Fig. 22.2.b). Denominando Mk a coeficiente de inducción 
mutua del circuito que contiene a L con el circuito k-ésimo, resulta evidente 
que la f.e.m. inducida en L es 

dq> di dik 
E=-=-L--I,Mk-

dt dt k dt 

Por tanto, la ddp u es, en este caso 

di dik 
u=L-+I,Mk-

. dt k dt 
(22.4) 

En las ecuaciones anteriores se ha supuesto que el sentido de las i k es tal 

que el flujo que atraviesa la autoinducción tiene el mismo sentido para la 
corriente i que para las i k . 

22.3. Leyes de Kirchhoff 

A Para la resolución sistemática de 
circuitos con dipolos lineales básicos 
es preciso utilizar las ecuaciones 
características de los mismos y dos 
reglas conocidas con el nombre de 

c--~u,/\/\~------l 1----10 leyes de Kirchhoff. Antes de enunciar 
dichas leyes es conveniente definir 
algunos términos: 

B 

Fig. 22.3 

a) Nudo: Se llama nudo a cualquier 
punto de un circuito en el que 
concurren tres o más conducto­
res. Por ejemplo, son nudos los 
punt05 A, B, C y D en la figura 
:2.3. 

b) Tramo: Es una porción de circuito, con todos sus elementos en serie, 
comprendida entre cios nudos com,ec;utivos. Son tramos, en la figura 22.3, AC, 
CB, BD, etc. 
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c) Lazo: Es un conjunto de tramos que forman un circuito cerrado. Por ejemplo, 
figura 22.3, ADBCA o ABCA son lazos. 

d) Malla: En un circuito plano, se denomina malla a cualquier lazo que no contiene 
nungún otro en su interior. Por ejemplo, ABCA es una malla, pero no 
ADBCA. 

Una vez definidos estos conceptos, se pueden enunciar las ley.es de K.irchhoff: 

i) Ley de los nudos: La suma algebraica de los valores instantáneos de las 
corrientes que confluyen en un nudo es nula. 

ii) Ley de las ma!las: La suma de los valores instantáneos de las ddp alrede­
dor de una malla es nula. 

La validez de la primera ley queda patente a partir del principio de conservación 
de la carga, admitiendo que no se acumula carga en los conductores que constituyen 
el circuito ( en el régimen casi estacio-
nario la densidad volumétrica de carga en 
un conductor es constante e igual a cero). 
Así, en el ejemplo mostrado en la figura ~i1tt) 
22.4, la ley de los nudos se expresaría 
como 

es decir, la suma de las corrientes que 
entran en el nudo es igual a la suma de las 
corrientes que salen del mismo. La no 
verificación de esta ley implicaría una 
acumulación de carga en el nudo P, lo 
cual resulta incompatible con las hipóte­
sis de régimen casi estacionario. 

Fig. 22.4 

La aplicación de la ley de las mallas -=il "jemplo de la figura 22.5 daría lugar a la 
ecuación 

E(t) = i¡R + L di2 + f i3dt 
dt C 
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A R B 

D e 

Fig. 22.5 

22.4. Regímenes transitorios 

Obsérvese que al aplicar dicha 
ley se está suponiendo que las únicas 
diferencias de potencial que aparecen 
son las debidas a los elementos con­
centrados que constituyen la malla. 
Esto es factible a bajas frecuencias 
pero no para frecuencias muy ele­
vadas, en cuyo caso sería necesario 
tener en cuenta los voltajes que apa­
recen como consecuencia de las 
autoinducciones y capacidades distri­
buidas, asociadas a los conductores 
que unen los dipolos básicos. 

En este apartado se estudiará el comportamiento de los dipolos básicos en 
circuitos de régimen transitorio, es decir, durante el establecimiento o desaparición 
de un régimen permanente. Concretamente, se analizarán los siguientes casos: 

22.4.1. Establecimiento de una corriente en un circuito RL 

R 

L 

Fig. 22.6 
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Sea un circuito como el mostrado en 
la figura 22.6. Suponiendo que en el 
instante t = O se cierra el interruptor k, la 
segunda ley de Kirchhoff se escribe como 

c=¿u- =Ri+L di 
¡ 

1 dt 

Integrando esta ecuación y teniendo en 
cuenta que, para t = O, i = O, resulta 

(22 .. 5) 



donde 't L = L / R es una caracte­

rística del circuito denominada 
constante de tiempo. Obsérvese que 
cuando t ➔ oo la corriente tiende 
al valor i = E / R , valor que 
corresponde al regimen permanen­
te estacionario. 

la constante de tiempo, cuanti­
fica el tiempo necesario para al­
canzar el régimen estacionario. Así, 
para t = 't L , la corriente toma un 

valor de un 63 % de la corriente 
máxima. Para t = 7 't L , se alcanza 

un 99'9 % de dicho valor (Fig. 22.7). 

22.4.2. Carga de un condensador en un circuito RLC 

Regímenes transitorios 

Fig. 22.7 

A continuación se analizará el regimen transitorio correspondiente a la carga de 
un condensador, inicialmente descargado, que es sometido a una ddp constante E 

en un circuito con resistencia y autoinducción (Fig. 22.8). 

Supongamos que el interruptor k se cierra en el instante t =O.La ecuación del 
circuito es, teniendo en cuenta el sentido de la corriente mostrado en la figura 

L di R. q E= -+ 1+-
dt C 

y, teniendo en cuenta que i = dq/dt, resulta 

(22.6) 

ecuación diferencial de segundo orden, no homogénea y con coeficientes constantes. 
La solución de esta ecuación es la suma de dos términos: 
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- Una solución general de la ecuación homogénea (sin término independiente), 
que es de la forma 

donde a y ~ son las soluciones de la ecuación característica 

1 
0=Lx2 +Rx+­

C 

luego 

-R+(R2 -4L/C)ll2 

a=--------
2 L 

- R - (R 2 - 4 L / C) 112 

~= 2L 

- Una solución particular de la ecuación completa. Así, para q = cte 

En definitiva, la integral de la ecuación (22.6) es de la forma 

(22.7) 

(22.8) 

(22.9) 

(22.10) 

(22.11) 

donde A y B son dos constantes de integración que deberán determinarse a partir de 
las condiciones iniciales. 

Se analizarán dos casos interesantes según los valores obtenidos para a y ~ 

como soluciones de (22.8). 

Primer caso 

R2 -4L/C>O 
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En este caso las soluciones a y t3 
son reales y negativas; se representarán 
por -a y-t3. 

La carga del condensador es 

Teniendo en cuenta que, para t = O, 
q = O e i = O, la expresión anterior se 
transforma en 

- Ce CE (P. -at -~t ) q- e--- ..,e -ae 
t3-a 

La intensidad es 

. - dq - e e a t3 ( -Clt -~t ) 1--- e-- e -e 
dt t3-a 

(22.13) 

La figura 22.9 muestra la 
representación gráfica de las cur­
vas q(t) e i(t), en el caso estu­
diado. Obsérvese que el condensa­
dor se carga sin oscilaciones, de 
forma que la corriente de carga lle­
va siempre el mismo sentido. 

Segundo caso 

R2 -4L/C<0 

Regímenes transitorios 

L 

R 

e 

Fig. 22.8 

(22.12) 

Q 

t 

Fig. 22.9 

En este casu, la ecuación car~Gterística_ (22.8), tiene dos soluciones complejas y 
COilJUgadas Ut ia 1orn::-: 

-l±jw 

con 
A=R/2L 
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y 

w = ( -R 2 + 4 L / C) uz / 2 L 

La solución de la ecuación diferencial es, por tanto 

q = A 1 exp[(-A - WJ)t ]+ A 2 exp[(-A + wj)t ]+ CE (22.14) 

y, teniendo en cuenta las condiciones iniciales (q 0 = O, i 0 = O) resulta 

q = CE + A e -At cos ( wt - <p) (22.15) 

siendo 

408 

A=-~ y 
cos <p 

"­tg <p =-
w 

Derivando (22.15) con respecto al tiempo se obtiene i(t) 

i =-Ae-At[Acos(wt -<p) + w sen(wt + <p)] (22.16) 

En la figura 22.1 O se mues­
tra la curva i(t), que correspon­
de a una función senoidal de 

' , pulsación w, cuya amplitud de-

.... 

Fig. 22.10 

crece. El amortiguamiento es 
tanto más rápido cuanto mayor 
sea el valor de "- . 

Un caso interesante es aquel 
en el que R =O.Entonces A y 
<p son nulas y la carga y la 

intensidad valen 

q = CE - CE cos wt 

i=CEw sen wt 

En este caso el regimen es oscilatorio no amortiguado, con período 

21t ~ 
T=-=21tvLC 

w 



PROBLEMAS 

P.22.1. Dado el circuito de la 
figura, calcular la carga del 
condensador q(t) después 
de cerrar el interruptor k. 

SOLUCIÓN 

q =ER2C(l-e-t1't)/ 

(R1 + R 2 ) 

con 

P.22.2. Dado el circuito de la figu­
ra: 

a) Calcular el valor de i con 
regimen estacionario y el 
interruptor k cerrado. 

b) Obtener la expresión i(t) 
al abrir el interruptor. 

SOLUCIÓN 

a) i = E (R + r) / R r 

1 -

_L. 

Regímenes transitorios 

1 

R, 

K 

P.22.1 

K 

R r 

L 

P.22.2 
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P.22.3. Analizar la carga de un condensador en un circuito RC, obteniendo la 
carga y la intensidad. 

P.22.4. 
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SOLUCIÓN 

a) 

b) 

con 

. E -ti , 1=-e 
R 

-r=RC 

Dado el circuito de la figu-
ra, calcular: 

a) Intensidad i en régi-
men permanente con k 

cerrado. 

b) Intensidad i después de 
abrir el interruptor. 

e) Máxima ddp en bornes 
del condensador. 

SOLUCIÓN 

a) i =E/ r 

K - ~ 

,1 el r 

L 

P. 22.4 
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P .22.5. Dado el circuito de la figura calcular la intensidad 1 y la ddp u AB 

después de cerrar el interruptor k. 

SOLUCIÓN 
i R M A r. 

a) . _€(1 -t/-c) I-- -e 
L, L2 R € 

L_1 b) Me -tt-c B 
UAB =- e 

L1 

't= L 1 / R 
P.22.5 

con 
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CAPÍTUL023 

CORRIENTE ALTERNA 

23.1. Corriente alterna senoidal. Características 

23.1.1. Introducción 

Se dice que por un circuito circula una corriente alterna senoidal cuando la 
intensidad es una función senoidal del tiempo 

i(t) = Im cos(wt + (j)¡) (23.1) 

donde i es el valor instantáneo, Im el valor máximo, (wt + <¡>¡) la fase, w la pul­

sación y q> i la fase inicial. 

El estudio de las corrientes alternas se ceñirá al caso de bajas frecuencias, en el 
que resultan admisibles las hipótesis de régimen casi estacionario vistas en el 
capítulo anterior. En estas condiciones, la existencia de una corriente alterna en un 
circuito supone que las magnitudes asociadas como la densidad de corriente, campo 
eléctrico y campo magnético son también funciones senoidales del tiempo y se 
desprecian los efectos de propagación del campo electromagnético. En definitiva, las 
expresiones que se utilizarán para determinar los valores instantáneos de dichas 
magnitudes son las mismas que se establecieron para corrientes continuas. 
Asimismo, se admitirá que los circuitos están formados por buenos conductores, de 
forma que se pueden despreciar las corrientes de desplazamiento, cuya existencia se 
limita al interior de los condensadores. 

Finalmente, y como veremos más adelante, si en un circuito se ha establecido 
una corriente alterna, los elementos lineales básicos están sometidos a una ddp 
cuya expresión general es 
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(23.2) 

función senoidal de la misma pulsación. 

23.1.2. Características de una corriente alterna senoidal 

Una función senoidal queda definida por la pulsación ( determinada por su 
período o por la frecuencia), por el valor máximo (en las aplicaciones técnicas se 
utiliza más el valor eficaz), y por la fase inicial. 

414 

a) Período. Frecuencia 

Se llama período, T, al mínimo intervalo de tiempo en el que repite la 
función. Las funciones senoidales se repiten cuando la fase aumenta en 21t, o 
en función del período wT 

La frecuencia es la inversa del período v = 1 / T = w / 21t . Su unidad es el 
hercio (Hz). 

b) Valor eficaz 

Una característica de las funciones alternas senoidales es que su valor 
medio durante un período es nulo. Para caracterizar su amplitud, se define el 
valor eficaz, como la raíz cuadrada del valor medio del cuadrado de la función 
durante el período: 

( 
1 T )I/2 1= Tt i2dt (23.3) 

sustituyendo (23.1) en (23.3) resulta 



o, para la ddp 

U= Um 
✓2 

Corriente alterna 

(23.4) 

(23.5) 

Generalmente, se utilizará el valor eficaz de los cálculos, en lugar del valor 
máximo, pues, como veremos, es aquél el proporcinado por los aparatos de 
medida. 

c) Fase inicial. Desfase 

La fase inicial de una función alterna senoidal sirve para localizar a la 
función respecto del origen de tiempos. En la figura 21.3, se muestra la 
representación de i(t) para dos fases iniciales q, ¡ = O y q, ¡ =re/ 4. 

Un parámetro importante 
en los dipolos es el desfase 
u - i , que se define como la 
diferencia entre las fases 
iniciales de la ddp entre sus 
polos y la intensidad que lo 
recorre 

(23.6) 

El estudio de la corriente 
alterna senoidal es de gran in-
terés técnico ya que es esta 

01--....-;----t-_,__ _____ .,._ __ 

wt 

corriente la que se utiliza en Fig. 23.1 
el transporte de energía eléc-
trica, debido a que es fácil de 
generar, transformar; transportar y utilizar. Por otra parte, cualquier función 
temporal periódica puede descomponerse en una serie de funciones senoidales 
de diferentes frecuencias; analizando cada componente senoidal puede estudiar­
se la función. 
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23.2. Generación de una corriente alterna senoidal 

El fundamento de la generación de una corriente alterna senoidal consiste en 
producir una variación senoidal de flujo en un circuito cerrado. Por la ley de 
Faraday esta variación induce una f.e.m. que también es senoidal 

El modo más simple consiste en hacer girar una espira en el interior de un 
campo magnético uniforme. Supongamos la espira rectangular de la figura 23.2, 

cuya orientación está determinada por el vector superficie S , que gira alrededor del 
eje Z con velocidad .angular constante w en el interior de un campo magnético 

uniforme B = Bj. El flujo que atraviesa a la espira en un instante tes 

<l>=B·S=BS cos wt 

donde se ha considerado que, en t = O, B y 

S son paralelos. La f.e.m. inducida en la 
espira es, a partir de la ley de Faraday 

E=- d<I> =BSwsenwt 
dt 

o bien 

E=Em senwt 

(23.7) 

en definitiva, se ha generado una f.e.m. 
alterna senoidal de pulsación w y valor 
máximo 

23.3. Corrientes alternas no senoidales 

z 

Fig.23.2 

Sea una función periódica de forma cualquiera y período T, [f(t) = f(t + T) ], 

en la que son finitos su valor medio durante un período así como el número de 
discontinuidades y el número de máximos en un período. Según el teorema de 
Fourier, dicha función puede expresarse de la siguiente forma 
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. F(t) = M0 + e 1 cos wt + S1 sen wt + e 2 cos 2 wt+ S2 sen 2 wt+ .... 

o bien 

00 

f(t) = M0 + L [en cos(n wt) +Sn sen(n wt)] 
n=l 

La expresión (23.8) puede transformarse en 

00 

f(t) = M0 + L Mn cos(n wt + 0n) 
n=l 

donde M 
O 

es el valor medio de la función durante un periodo 

1 ÍT M 0 =- f(t)dt 
T o 

(23.8) 

(23.9) 

(23.10) 

La pulsación w se calcula como la correspondiente al período de la función 
f(t) supuesta armónica 

21t 
w=-

T 

En definitiva , vemos como descomponer una función períodica no senoidal en 
una suma de funciones senoidales, denominadas armónicos, cada una de las cuales 
tiene su valor máximo (Mn), su pulsación (n w) y su fase inicial. El cálculo de 

los coeficientes que aparecen en las expresiones (23.8) y (23.9) puede realizarse 
como sigue: 

a) 2ÍT en=- f(t)cos(nwt)dt 
T o 

b) 2 ÍT Sn =- f (t) sen (n wt) dt 
T o . 

c) M =(e2 +S2)112 n n n 

d) 
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El valor eficaz de la función f(t), es, según la definición de valor eficaz 

Dicho valor puede expresarse en función de los valores eficaces de sus annó­
nicos como 

(23.11) 

La demostración de esta expresión resulta sencilla a partir de la (23.9) 

El método de Fourier resulta útil no sólo para analizar curvas períodicas, sino 
también para el análisis de funciones aperiódicas. En este caso debe considerarse a 
la curva como una función periódica con un único ciclo entre - oo y + oo • El con-

junto de frecuencias que aparecen en este caso no es discreto (n w, con n= 1,2, ... oo) 
sino continuo. 

23.4. Respuesta de los dipolos básicos a la corriente alterna 
senoidal. Impedancia 

A -i(t) R 

L 

E e 
~i----

Uc 

Fig. 23.3 
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Se trata de obtener la relación 
existente entre la intensidad que 
atraviesa un dipolo básico y la ddp 
que hay entre sus polos, en el sentido de 
la corriente. Para ello se parte de las 
ecuaciones básicas propias del régimen 
casi estacionario. 

Supongamos los dipolos R, L, C 
en serie (Fig. 23.3) por los que circula 
una corriente alterna : I .n cos wt . 

La ddp en cada dipok,, uR, uL y 

uc, representa la caída de potendal _,. 

el sentido de la corriente: 
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mientras que la ddp u = V A - V E es la ddp correspondiente al dipolo RLC 

serie. Estudiemos cada caso por separado. 

23.4.1. Resistencia 

La ddp en la resistencia es 

(23.11) 

Como vemos, la ddp en bornes de la resistencia es una función alterna senoidal 
de la misma frecuencia que la intensidad, y cuyo valor máximo es 

. relación que también se verifica para los-valores eficaces. El desfase u - i es nulo 
(cpR = 0). 

23.4.2. Autoinducción 

La ddp en la autoinducción es 

(23.12) 

Es decir, uL es una función alterna senoi,:lal de la misma frecuencia, con val01 

máximo 

y que se encuentra adelantada 7t / 2 (en el eje wt) c0n respecto r. la intensidad 
. (cpL =7t/ 2). 
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La cantidad L w tiene dimensiones de una resistencia, produce una ddp equi­
valente a una R, pero no es una resistencia "óhmica", pues desfasa a la tensión, 
depende de w y no produce efecto Joule. Esta cantidad recibe el nombre reactancia 
inductiva, XL 

(23.13) 

23.4.3. Condensador 

Supongamos, en este caso que la ddp aplicada al condensador es alterna 
senoidal uc = U e cos ( wt + cp u) . Tanto en la carga como en la descarga del 

condensador, la corriente vale 

i=Cdu =CwUcm cos(wt+cpu + 7t)=Im cos(wt+<p¡) 
dt 2 

(23.14) 

En definitiva, la intensidad y la ddp en el condensador son funciones 
senoidales de la misma frecuencia, siendo la relación entre valores máximos 

La ddp está retrasada 1t / 2 con respecto a la intensidad 

La cantidad 1/C w tiene dimensiones de resistencia, pero no lo es (pues carece 
del efecto Joule) y varía con la frecuencia. Se le denomina reactancia capacitiva 

Xc =1/Cw (23.15) 

23.4.4. Dipolo RLC serie 

La ddp instantánea en el dipolo RLC serie es 

(23.16) 
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Ahora bien, la suma de funciones senoidales de la misma pulsación, w, es otra 
función senoidal de pulsación w. Calculemos el valor máximo y la fase inicial de 
dicha función. 

Sustituyendo en (23.16) cada ddp por su valor, resulta 

Um cos(wt + cp) = Rlm cos wt + Lwlm cos( wt +;)+:e Im cos( wt-;) 

Desarrollando el primer miembro y sustituyendo las últimas funciones senoi­
dales, 

Um cos cp cos wt- Um sen cp sen wt=Rlm cos wt-lm senwt( Lw- :e) 
Teniendo en cuenta que esta realación debe verificarse para cualquier instante, 

resulta evidente que 

Um sen cp = (Lw-1 / wC)lm 

y, resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene 

y 

Lw-1/wC 
tgcp=----­

R 

El valor máximo de la ddp en el dipolo puede escribirse como 

(U=Z 1) 

expresión de la ley de Ohm generalizada, donde Z, es 

(23.17) 

(23.18) 

(23.19) 
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(23.20) 

y se denomina impedancia del dipolo, característica que depende de R, L, C y de la 
frecuencia de la corriente. 

El desfase u - i en el dipolo depende de la reactancia X 

(23.21) 

y de la resistencia R. 

Si X> O (XL> Xc), u está adelantada <p con respecto a 1. 

Si X< O (XL< Xc), u está retrasada [cp] con respecto a i. 

Si X = O u e i están en fase. 

En cualquier caso se cumple que -7t / 2 ::; <p ::; 7t / 2 , ya que R siempre es po­

sitiva. 

X 

R 

Fig. 23.4 

422 

. 1 
X=wl-­wc 

R 

De la definición de la impedancia 
se deduce que 

(23.22) 

relación de un triángulo rectángulo que 
se denomina triángulo de impedancia. 
Representando figura 23.4, R en el eje 
de abcisas y X en el de ordenadas, el 
ángulo que forman Z y R es el 
desfase u - i en el dipolo. 
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23.5. Respuesta de un dipolo a una corriente alterna no 
senoidal 

Una corriente periódica se llama alterna cuando su valor medio durante un 
período es nulo. Esto supone que el primer término, M0 , de su descomposición en 

una serie de Fourier es igual a cero. 

Sea un dipolo RLC serie sometido a una corriente alterna no senoidal 

0() 

i= L Imn cos(n wt+<pin) (23.23) 
n=l 

Cada armónico de la función i introduce una diferencia de potencial cuyo valor 
es el obtenido para el régimen senoidal. Teniendo en cuenta el principio de super­
posición, resulta evidente que la ddp en el dipolo vale 

0() 

U= L umn cos(n wt+<pin +<pn) (23.24) 
n=l 

donde la amplitud y el desfase del armónico n son 

Lnw-1/Cnw 
tg </>n = R 

23.6. Representación compleja de una corriente alterna 
senoidal 

Cualquier función alte01a senoidal, la intensidad por ejemplo, puede represen­
tarse mediante el número complejo 

(23.25) 
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donde j = H . La expresión trigonométrica de este número complejo es 

(23.26) 

Por tanto, el valor instantáneo, i(t), es la parte real del complejo Im (t). 

En definitiva, las representaciones complejas de u e i son 

lm = lm exp (j q>¡) exp (j wt) 

(23.27) 

El número real Im(Um) 
representa la amplitud de la 
corriente (ddp). El producto 
lm exp[j cp¡) (Um exp[j <pu]) es 

la amplitud compleja , en la cual 
figuran las características de la 
función: lm y q>¡ (Um y <pu). El 
factor exp (j wt) aparece en las dos 
funciones y solamente indica el 
valor de la pulsación. 

Fig.23.5 Si representamos las variables 
complejas en el plano complejo (Fig. 
23.5) se observa que Um e Im 

representan vectores que giran con la misma velocidad angular w. Su componente 
sobre el eje real es la función alterna senoidal que representan 

Obsérvese que la disposición relativa de los vectores giratorios no varía, por lo 
que suelen representarse para t = O, denominándose a tal esquema diagrama fasorial 
o de amplitudes complejas. En el diagrama fasorial (Fig. 23.6) se representa un eje 
origen de fases. Los vectores deben formar un ángulo con dicho eje igual a su fase 
inicial. Los ángulos son positivos en el sentido de las agujas del reloj y negativos en 
sentido contrario. 
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Es más frecuente representar las 
expresiones complejas U e i , en las que 

el módulo es el valor eficaz. El diagrama 
fasorial en este caso es semejante, salvo 
por el hecho de que los módulos de los 

vectores estan divididos por ✓2 . 

La representación compleja de mag­
nitudes alternas senoidales simplifica 
notablemente los cálculos ya que: 

a) La derivada de un vector gira­
torio es otro vector giratorio de 
la misma pulsación 

i_[i(t)]=i_[I exp j(wt+cp)]= jwl(t) 
dt dt 

en la que se cumple que 

:t {Real [i(t) ]}= Real[jwl(t)] 

Corriente alterna 

Origen de fases 

Fig. 23.6 

En definitiva, las ecuaciones diferenciales se transforman en ecua­
ciones algebraicas complejas, simplificando notablemente su resolución y 
conservando el significado físico de las componentes reales. 

b) La suma de expresiones complejas conserva también el significado físico 
de la componente real. Así, si en valores instantáneos se cumple 
u= u 1 + u2 , también se verifica que 

siendo u = Real [U]. 

Estas propiedades permiten sustituir las funciones senoidales por las 
expresiones complejas que las representan y operar según el álgebra de los 
números complejos. 
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23.7. Expresión compleja de las leyes de Kirchhoff 

23.7.1. Ley de los nudos 

Fig. 23.7 

Sea un nudo A de un circuito en el que 
concurren n conductores, por los que 
circulan corrientes alternas senoidales. La 
expresión de la ley de los nudos es, en 
valores instantáneos 

o bien 

(23.28) 

Ahora bien, es fácil demostrar que, si la parte real de la suma de las Ik es nula 

en cada instante, entonces también lo será la parte imaginaria. Por tanto, la ley de 
los nudos puede escribirse como 

(23.29) 

Hay que señalar que en la suma (23.29) las intensidades complejas llevarán su 
correspondiente signo (positivas las que entran y negativas las que salen, o 
viceversa). 

23.7.2. Ley de las mallas 

Siguiendo un razonamiento similar al del caso anterior, la ley de las mallas que 
en valores instantáneos se expresa como figura 23.8 
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puede escribirse en función de los vectores 
giratorios como 

(23.30) 

donde las ddp complejas van afectadas de 
signo: 

- Positivo, si su sentido coincide con el 
sentido de referencia S (prefijado). 

- Negativo, si el sentido es el opuesto al 
de S. 

Un 
n 

Corriente alterna 

u, 
2 -

~ 
~2 

3 

~ 

Uk 

Fig. 23.8 

23.8. Impedancia y admitancia complejas. Expresión simbólica 
de la ley de Ohm. 

Se define la impedancia compleja de un dipolo como el cociente entre la ddp 
compleja entre sus polos y la intensidad compleja que lo atraviesa: 

Z= ~=U exp(j <pu) =Z exp(j <p) 
I I exp (j <p ¡ ) 

(23.31) 

Se define la admitancia compleja de un dipolo como · el inverso de la 
impedancia compleja 

- 1 1 . 
Y = = = -exp (-J<p) z z (23.32) 

A la parte real de Y se le denomina conductancia y a la parte imaginaria 
susceptancia. Tanto la impedancia compleja como la admitancia dependen de las 
características del dipolo y de la frecuencia de la corriente. Para una pulsación dada 
toman valores fijos que no dependen del tiempo. 

A partir de (23.31) o de (23.32) puede obtenerse la expresión simbólica de la 
ley de Ohm 
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U=ZI o l=YU (23.33) 

Estudiemos los valores de Z e Y en algunos casos particulares. 

23.8.1. Resis.tencia 

La impedancia compleja de una resistencia sólo tiene parte real 

ya que <p R = O • La admitancia compleja es 

23.8.2. Autoinducción 

En el caso de una autoinducción pura, se tiene que ZL = w L y que 

<pL = 1t I 2. Por tanto, la impedancia compleja asociada es 

ZL = w L exp (j 1t / 2) = j w L 

y la admitancia 

YL =1/2=-j/wL 

23.8.3. Condensador 

En un condensador, la reactancia es 1/C w. Por otra parte, el desfase u-i es 
de -1t / 2 . Por tanto, la impedancia asociada tiene Zc = 1 / C w y <p = -1t / 2 . La 

impedancia y la admitancia complejas son 

Zc =-j/Cw 

Ye =j C w 
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23.8.4. Dipolo RLC serie 

Sea un dipolo RLC serie figura 23.3. Las ddp complejas en bornes de cada 
uno de los elementos son, a partir de la expresión simbólica de la ley de Ohm 

Ve =-j 1/ wC 

Por tanto, la ddp compleja en el dipolo es 

de donde se deduce que la impedancia compleja es 

(23.34) 

o bien 

Z=Zexp(j <p) (23.35) 

Obsérvese que el módulo de Z , Z, es la impedancia definida en el apartado 
23.4. Su argumento, <p, es igual al ángulo que forman Z y R en el triángulo de 

impedancia. 

Hay que señalar que Z = ZR + ZL + Zc , es decir, la impedancia compleja 

equivalente de un conjunto de dipolos en serie es la suma de las impedancias 
complejas de cada uno de ellos. 

(23.36) 
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23.8.5. Dipolo RLC paralelo 

1 ---
R L 

Fig. 23.9 

UY=UYR + UYL + UYc 
o bien 

e 

UY=U[ ! +( Cw- }L}] 

fe 
Sea un dipolo como el mostrado en 

la figura 23.9, con una resistencia, una 
autoinducción y un condensador conec­
tados en paralelo, A partir de la expre­
sión compleja de la primera ley de 
Kirchhoff se deduce que 

y, teniendo en cuenta los valores de 
dichas corrientes que se obtienen a 
partir de la ley de Ohm, resulta 

(23.37) 

Por tanto, la adrnitancia compleja del dipolo es 

- 1 ·( 1 ) Y=-+J Cw--
R wL 

(23.38) 

Se observa que la adrnitancia compleja equivalente de un conjunto de n dipolos 
en paralelo es la suma de las adrnitancias complejas de cada uno de los dipolos: 

(23.39) 

23.9. Potencia en corriente alterna 

23.9.1. Potencia instantánea y media en un dipolo 

Sea un dipolo AB recorrido por una corriente alterna senoidal i(t) y una ddp 
entre sus polos u(t), en el sentido de la corriente (Fig. 23.10). Se define la potencia 
instantánea que intercambia la corriente en el dipolo como 
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p(t) = u(t) • i(t) (23.40) 

A 
donde se conserva el mismo criterio de signos 
establecido en el régimen estacionario. Así, 
cuando u(t) e i(t) llevan el mismo sentido, --
p(t) es positiva por lo que se disipa energía 

en el dipolo, que se comporta como receptor. 
Por el contrario, si u(t) e i(t) tienen 

sentidos opuestos ( u(t) es negativa), los 

portadores de carga ganan energía al 
atravesar el dipolo, que se comporta como un 
generador. 

Supongamos que la intensidad y la ddp 
en el dipolo son 

i(t) = lm cos wt 

u (t) = U m cos(wt + <p) 

La potencia instantánea es, según (23.40) 

p(t) = Um lm cos wt cos(wt + <p) 

y, utilizando la expresión trigonométrica 

cosA cosB = [cos(A + B) + cos(A-B) ]12 

B 

y sustituyendo los valores máximos por los eficaces, resulta 

p( t) = U I cos cp + U I cos (2 wt + <p) 

i(t) 

U(t) 

Fig. 23.10 

(23.41) 

expresión que pone de manifiesto que la potencia instantánea tiene un término 
independiente del tiempo y una componente senoidal de amplitud U I y frecuencia 
doble que i(t) (y que u). Por tanto, el valor medio de la potencia instantánea, 

durante un período, es 

1 fT P=- pdt=UI cos <p 
T o 

(23.42) 
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valor que recibe el nombre de potencia media. 

El producto U I se denomina potencia aparente y tiene las mismas dimensiones 
que p. Sin embargo, a diferencia de ésta, no es una potencia consumida o sumi­
nistrada; su unidad en el S.I. es el voltio • amperio (V A). 

El ángulo <p es el desfase u - i en el dipolo. En los dipolos pasivos 

-re / 2 ~ <p ~ re / 2 , porlo que p ~ O . 

432 

Analicemos la potencia en los dipolos lineales básicos. 

a) RESISTENCIA 

En una resistencia (U = R I y <p = O) , la potencia instantánea es 

p(t) = RI2 + RI2 cos2 wt 

función no negativa, por lo cual una resistencia se comporta siempre como un 
receptor. El valor medio de la potencia es 

P=RI2 

b) AUTOINDUCCION 

En la autoinducción U = L w I y <p = re / 2 . La potencia instantánea es, 

por tanto, 

p(t) = Lwi2 cos(2 wt +re/ 2) 

función senoidal que toma valores positivos y negativos cada cuarto de período, 
comportándose como generador y como receptor. La potencia media es nula, lo 
que pone de manifiesto que no hay un consumo neto de nergía eléctrica en una 
autoinducción: toda la energía que absorbe durante un cuarto de período es 
restituida a la corriente en el cuarto de período siguiente. La energía inter­
cambiada es 
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expresión de la energía asociada al campo magnético de la autoinducción, 
cuando la intensidad es máxima. La autoinducción actúa como receptor cuando 

aumenta I i I y como generador cuando disminuye. 

c) CONDENSADOR 

En la capacidad (U = I / C w y cp = -1t I 2) , la potencia instantánea es 

p(t) = CwU2 cos(2 wt-7t / 2) 

función senoidal que también toma valores positivos y negativos cada T/4, pero 
en oposición de fase con la autoinducción. El condensador se comporta 
alternativamente como generador y como receptor: actúa como receptor durante 
el proceso de carga y como generador en la descarga. La energía absorbida o 
restituida durante un cuarto de período sin alternancia es 

expresión de la energía almacenada en el campo eléctrico de la capacidad 
cuando la ddp es máxima. 

23.9.2. Potencia compleja. Factor de potencia de un receptor 

Sea un dipolo por el que circula una corriente alterna senoidal i y con una ddp 

U . Se define como potencia compleja intercambiada en el dipolo al producto 

(23.43) 

donde i* es el conjugado de la intensidad compleja. 

Teniendo en cuenta las expresiones exponenciales de i y U 
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l=I exp(jcp¡) 

la potencia compleja resulta 

S = U I exp (j cp u ]exp [-j cp ¡ ]= U I exp (j cp] (23.44) 

o, en forma trigonométrica, 

S = UI (cos cp + j sen cp) (23.45) 

p 

Fig. 23.11 

El módulo de la potencia compleja es la 
potencia aparente, S = U l. A la parte real, 
P = U I cos cp , se le denomina potencia acti-

Q va, que coincide . con la potencia media del 
dipolo. La parte imaginaria 

Q = UI sen cp 

recibe el nombre de potencia reactiva. 

La relación entre las tres potencias, 
aparente, activa y reactiva, es la que existe entre el módulo de S y sus componentes 

(23.46) 

Esta relación se representa en el triángulo de potencias (Fig. 23.11 ). 

Si el dipolo es un receptor de impedancia Z, la expresión (23.44) se escribe 
como 

o bien 
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es decir, la potencia activa es la potencia media (consumida en la resistencia), 
mientras que la potencia reactiva es 

2 ¡2 (1 2 1 2) Q =wLI - -=w - LI --CU 
wC 2 m 2 m 

expresión que representa el producto de la pulsación por la diferencia entre las 
energías medias intercambiadas, durante un período T, en la autoinducción y en el 
condensador. La unidad de potencia reactiva es el voltio • amperio reactivo (V Ar). 

Se denomina factor de potencia de un 
receptor al cociente entre la potencia activa 
(consumida) y la potencia aparente, 
expresión que coincide con el cos <p 

p p 
cos<p=-=-

S UI 
(23.47) 

El factor de potencia de un receptor es 
un parámetro que cuantifica su calidad en 
cuanto al aprovechamiento energético del 

RL 
• AA 
Vvv. 

T 

A 
RECEPTCR 

uj coscp 

p 

B 

Fig. 23.12 

mismo. Para clarificar esta cuestión, consi-dérese un receptor como el de la figura 
23 .12, conectado a una línea de resistencia RL y que consume una potencia activa 

P. Si la ddp en bornes del receptor es U, que supondremos constante, la intensidad 
que circulará por el receptor y por la línea es 

p 
l=--­

U cos <p 

Por tanto, las pérdidas por efecto Joule en la línea son 

. es decir, son tanto mayores cuanto menor sea el factor de potencia del receptor. De 
aquí se deduce la importancia de aumentar el cos <p de los receptores con vistas a 

minimizar las pérdidas de potencia en las líneas de alimentación 
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En la mayor parte de los casos prácticos, los receptores son inductivos 
(motores, transformadores, etc.), por lo que Q > O. Aumentar su factor de potencia 
supone reducir al ángulo <p del receptor equivalente entre A y B. La solución 

utilizada consiste en conectar entre A y B un condensador C que introduzca una 

potencia reactiva -U2 C w. El valor de C depende del factor de potencia que se 

desea conseguir. 

23.9.3. Potencia en corriente alterna no senoidal 

Sea un dipolo en el que la intensidad y la ddp son funciones alternas no 
senoidales de período T 

i= Í, ✓2In cos(nwt+<pin) 
n=l 

u = Í, ✓2 U k cos (k wt + <p uk) 
k=l 

La potencia instantánea consumida en el dipolo es 

00 00 

p(t)=u-i= L L 2InUk cos(nwt+<pin) cos(kwt+<puk) 
k=l n=l 

La potencia media en un período es 

1 ÍT P=- pdt 
T o 

donde hay que calcular el valor medio de los dobles productos de la forma 

expresión que puede escribirse como 
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El valor medio de esta expresión es nulo salvo para n = k. Por tanto, la 
potencia media queda como 

00 

P= L. Unln COS <pn (23.48) 
n=l 

donde 

La expresión (23.48) pone de manifiesto que la potencia media consumida por 
el dipolo es la suma de las potencias medias correspondientes a cada armónico por 
separado. 

El factor de potencia del dipolo es 

(23.49) 
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PROBLEMAS 

P.23.1. Determinar la serie de Fourier para la tensión indicada en la figura P.23.1. 

SOLUCIÓN 

u(t)= um - um f sennwt 
2 1t n=l n 

P.23.2. Repetir el cálculo pa­
ra la ddp de la figu­
ra P.23.2. 

SOLUCIÓN 

4U m ~ sen (2n + 1) wt 
U(t)=-- L 

1t n=l (2n + 1) 

P.23.3. Repetir el cálculo 
para la señal rectifi-
cada en la figura 
P.23.3. 

SOLUCIÓN 

u 

Um ---------

27t 4n wt 

P.23.1 

u 
Um 

27r wt 

-Um -------

P.23.2 

u 

271' 371" wt 

P.U.3 

um l 1t 2 2 ) u(t) " --- 1 +-sen wt--cos2 wt +-cos 4wt+ .. .. 
1t 2 3 15 
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P.23-4. Sea un dipolo RLC paralelo, sometido a una ddp alterna senoidal 
u = U m cos wt . Determinar la intensidad que circula por el dipolo. 

440 

SOLUCIÓN 

i=lm cos(wt+<p) 

donde 

[ 
2]U2 

I =U -
1-+(-1--cw) 

m m R2 Lw 

tg<p = R(L~ -Cw) 

5Q 

P.23.5 

P.23.5. Dado el circuito de la figura, 
en el que las reactancias se 
han calculado para 
w = 500 rad /s, calcular la 

-Sj.Q corriente total si la tensión 
aplicada es u = 50 + 20 sen 
500 t + 10 sen 1000 t V. 

SOLUCIÓN 

i = 10 + 3'53sen(500t-28'1°)A 



A Rz 

z 

P.23.6 

P.23.7. Dado los circuitos de la 
figura, calcular los 1) 
valores de C, C' y L 
para que ambos tengan 
la misma impedancia. 

SOLUCIÓN 2) 

C = Cf I C1 +C2 

C' = C1 C2 / C1 + C2 

L=L{C1t2 r 

A . 

A. 

Corriente alterna 

P.23.6. Dado el circuito de la 
figura, obtener la relación 
entre R 1, R 2 , L1 L 2 , 

e, 
1 

M1 y M 2 para que no 

circule corriente por la 
impedancia Z de la rama 
AB. (Resolver el sistema 
de ecuaciones diferen­
ciales utilizando las ex­
presiones complejas). 

SOLUCIÓN 

M1 R1 L1 - = -=-

L1 

B 

C2 C 

B 

C' 

P.23.7 
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l 
z 

P.23.8 

e 

z L 

..._ _____ '""'-J --------

u 

P.23.9 

P.23.8. Dado el circuito de la figura, 
obtener la relación entre C, L 
y w para que la intensidad 
que circula por Z sea inde­
pendiente de Z . 

SOLUCIÓN 

wL= 1/wC 

P.23.9. Dado el circuito de la figu­
ra, en el que la ddp 
aplicada es u = U cos (wt), 
calcular, en función de 
R 1, R 2 ,R3 y w, los vo­

lores de C y R para que 
no pase corriente por la 
impedancia Z . 

SOLUCIÓN 

P.23.10. Sea un receptor de impedancia Z y factor de potencia cos <p, sometido a 

una ddp u = U m cos wt . Calcular el valor de la capacidad C del 
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condensador que, conectado en paralelo con el receptor, de lugar a un 
factor de potencia igual a la unidad. 

SOLUCIÓN 

C = (sen<p / w Z) 

P .23 .11. Dado el circuito de la figu­
ra, calcular los valores de 
R y X para que la poten­
cia disipada en R + j X sea 
máxima. 

SOLUCIÓN 

X1 =-X 

P.23.12. Dado el circuito de la 
figura, calcular la poten­
cia disipada en Z en 
función de 1 , 11 , 12 Y 

R2 

SOLUCIÓN 

R1+jX1 

u~ R+jX 

P.23.11 

z 

P.23.12 
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CAPÍTUL024 

ANÁLISIS DE REDES 

24.1. Red eléctrica. Definiciones 

Se denomina red eléctrica a un conjunto de dipolos activos (generadores) y 
pasivos (resistencias, autoinducciones, condensadores, receptores, etc.) asociados de 
forma cualquiera y formando circuitos cerrados interconectados. 

La resolución de una red consiste, en el caso general, en la determinación de las 
intensidades que circulan por cada rama o bien de las ddp entre cada dos nudos 
consecutivos, conocidas las características de los dipolos que la constituyen: 

En este capítulo se estudian algunos métodos generales para el análisis de redes, 
planas y lineales, en régimen permanente. 

Una red es lineal cuando está constituida por dipolos lineales, es decir cuando la 
relación u - i de todos los dipolos de la red es lineal. Es plana si cada rama es 
común a dos mallas simples, como máximo. 

Los métodos y teoremas que se desarrollarán tienen validez general para 
corrientes variables en régimen permanente. La corriente alterna senoidal es un caso 
particular de régimen permanente; la corriente continua puede considerarse como 
una corriente alterna de frecuencia (y pulsación) nula. 

Se utilizará la notación compleja para la representación de las tensiones e 
intensidades, teniendo en cuenta que en corriente continua estas cantidades son 
números reales. 

Se denominará con el termino impedancia a la característica de los elementos 
básicos R, L y C siendo, como ya se ha visto 
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Zc =-ji wC 

En corriente continua, la impedancia de un dipolo es su resistencia, teniendo en 
cuenta que 

24.2. Dipolos lineales: Generadores y receptores 

24.2.1. Generadores 

Se denomina generador a cualquier dispositivo capaz de suministrar, de forma 
permanente, energía a un circuito eléctrico. También recibe el nombre de dipolo 
activo. 

A efectos de su estudio como parte integrante de un circuito, se pueden 
considerar dos tipos de generadores: los generadores de tensión y los generadores de 
intensidad. 

a) Generador de tensión 

€ -
8 + 

a) 
A B 

A 
¡r, 

b) 
€ 

ZE A -T 

Fig. 24.1 
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B 

Es un dipolo activo que 
mantiene entre sus polos una 
ddp (continua o alterna) inde­
pendiente de la intensidad que lo 
atraviesa, e igual a su f.e.m. 

En la figura 24.1 .a. apare­
cen los símbolos utilizados para 
representar un generador de 
tensión. El símbolo - indica que 
la f.e.m. varía senoidalmente. 
La flecha o el signo + señala 
cual es el polo de mayor poten-
cial cuando la f.e.m. es positiva. 
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El generador así definido se llama generador de tensión ideal. En un 
generador real aparece una caída de tensión que, en la mayor parte de los 
casos prácticos, es aproximadamente proporcional a la intensidad que lo 
atraviesa. Esta circustancia puede explicarse admitiendo que un generador 
real se comporta como uno ideal con una impedancia (impedancia interna) 
en serie (Fig. 24.1.b ). Su ecuación característica es, por tanto 

(24.1) 

expresión en la que queda de manifiesto el carácter lineal de la función 
U(I). 

b) Generador de intensidad 

Es .un dipolo activo que 
hace circular entre sus polos 
una corriente i = 10 , inde­

pendiente de la ddp a la que 
estén sometidos (Fig.24.2.a). 
La cantidad i

0 
(complejo 

en corriente alterna y real 
en continua) es una carac­
terística del generador, 
denominada intensidad de 
cortocircuito. La flecha que 
acompaña al símbolo de 
este generador indica la po­
laridad del mismo. 

En un generador de 

a) 

b) 

-
A B 

• 
A 

r---------7 
1 lo 1 
1 - 1 B \ é=?J \T 
1 
1 z, 
1 1 
L ________ J 

Fig. 24.2 

intensidad real, la intensidad i sí depende de la ddp entre sus polos, U AB , 

de forma que la corriente i disminuye al aumentar U AB . En muchas apli­

caciones esta relación es lineal, situación que puede explicarse si se 
admite que un generador de intensidad real está constituido por uno ideal 

con una impedancia interna Z1 , conectada en paralelo (Fig. 24.2.b). La 

intensidad suminstrada por tal generador es 
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(24.2) 

Si se despeja U AB en (24.2) se obtiene 

expresión que, comparándola con la (24.1) pone de manifiesto que dos 
generadores reales, uno de tensión y otro de intensidad tienen la misma 
característica U(I) si 

(24.3) 

es decir, los generadores son equivalentes si sus independencias internas 
son iguales y si la f.e.m. del generador de tensión es igual al producto de la 
impedancia del de intensidad por su intensidad de cortocircuito. 

24.2.2. Receptores 

Como ya se ha indicado anteriormente, se denomina dipolo pasivo a un 
elemento que absorbe energía de la corriente eléctrica. Entre los dipolos pasivos se 
encuentra la resistencia, que disipa 
energía eléctrica por efecto Joule, la 
autoinducción, que la almacena en su 
campo magnético, el condensador que 
la almacena en su campo eléctrico, y 
el dipolo denominado receptor. 

El receptor de un dipolo que 
transforma parte de la energía 
eléctrica absorbida en otra forma de 
energía distinta de la calorifica 
producida por efecto Juole. Así, por 
ejemplo son receptores los motores de 
corriente alterna continua y los acu­
muladores. 
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Fig. 24.3 



Análisis de redes 

En la figura 24.3.a. se muestra el símbolo utilizado para representar a un 
receptor. El receptor ideal se caracteriza por su fuerza contraelectromotriz (f.c.e.m.) 
f, que es independiente de la intensidad que lo atraviesa. En estas condiciones, la 
ddp en bornes del receptor es 

En los receptores reales y lineales, la tensión U AB es función de i : 

(24.4) 

donde Z es la impedancia interna del receptor. La expresión (24.4) pone de 

manifiesto que un receptor ·real equivale a uno ideal con una impedancia Z 
conectada en serie (figura 24.3.b.). 

24.3. Métodos de resolución de redes 

Sea una red con n nudos y r ramas. Como se ha indicado anteriormente, la 
resolución de la red consiste en determinar las instensidades, I k , que circulan por 

las ramas o bien las diferencias de potencial U jk entre los dos nudos de cada rama. 

Para plantear el sistema de 
ecuaciones que permitan cal­
cular dichas incógnitas (1 k o 

U jk ) se utilizarán las leyes de 

Kirchhoff: ley de los nudos y ley E1 

de las mallas, que han sido 
establecidas en lecciones ante-
riores. 11 

A partir de la ley de los 
nudos se puede escribir una 
ecuación para cada nudo, ex­
cepto uno. Así, para el nudo 
k-ésimo esta ecuación se escribe como 

R1 

R. 

Fig. 24.4 

14 

~ R4 

R5 Is 

3) R, 
1, 

€4 
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(24.5) 

donde i jk es la corriente que circula por la rama comprendida entre los nudos j y 

k. Esta intensidad debe llevar signo distinto según entre o salga del nudo. 

La ley de los nudos proporciona, únicamente, n - 1 ecuaciones lineales 
independientes pues sumando n - 1 ecuaciones de nudo se obtiene la ecuación del 
nudo que falta. 

A partir de la segunda ley de Kirchhoff, ley de las mallas, se pueden escribir 
las r - ( n - 1 ) ecuaciones restantes . Así, para una malla cualquiera de la red, por 
ejemplo la malla 2 de la figura 24.4, dicha ecuación se escribe como 

y sustituyendo los valores de cada ddp, resulta 

ecuación que puede escribirse como 

o en general 

I. E¡= I. IkZk (24.6) 
malla ramas 

donde ambos sumatorios son sumas algebraicas. Las E¡ representan las f.e .m. y 

f.c.e .m. de los generadores y receptores que hay en las ramas de la malla, mientras 
que ik es la intensidad supuesta para la rama k de la malla y Zk es su impedancia 

equivalente. El sumatorio en k se extiende a todas las ramas de la malla consi­
derada. 

Los signos de las t¡ e ik vienen determinados por el sentido de referencia 

establecido para la malla (sentido de las agujas del reloj en el ejemplo de la figura 
24.4). Así, la f.e.m. de los generadores y las f.c .e.m. de los motores deben llevar el 

450 



Análisis de redes 

signo del polo de salida en el sentido de referencia. La intensidad ik es positiva si 

tiene el mismo sentido que el de referencia y negativa si tiene sentido opuesto. El 
signo de las impedancias zk no se modifica . 

En la red de la figura, el número de mallas simples es 4, por lo que se pondrán 
plantear 4 ecuaciones de malla que, junto con las 4 = ( 5 - 1) ecuaciones de nudo, 
proporcionan un sistema con 8 ecuaciones y 8 incógnitas. 

Hay que señalar que en el planteamiento de dicho sistema se ha supuesto el 
sentido de las corrientes de rama. Este aspecto es importante en los circuitos de 
corriente continua con receptores no polarizados. En efecto, para que la solución 
obtenida sea aceptable, es necesario que la intensidad de corriente que atraviesa un 
receptor entre por el polo positivo fijado a priori. Si dicha intensidad resultase 
negativa es preciso cambiar su polaridad y repetir los cálculos. 

En definitiva, la aplicación directa de las leyes de Kirchhoff permite plantear el 
sistema de ecuaciones para el cálculo de las intensidades de las ramas del circuito. 
Sin embargo, este método es , en general, engorroso ya que el número de ecuaciones 
(y de incógnitas) puede ser elevado incluso en circuitos sencillos. A continuación se 
desarrollarán dos métodos que, partiendo también de las ecuaciones de Kirchhoff, 
permiten la resolución de redes simplificando notablemente los cálculos. Dichos 
métodos son el de las corrientes de mallas y el método de las tensiones en los nudos. 

24.3.1. Método de las corrinetes de malla 

Sea una red plana con n nudos y r ramas. Puede demostrarse que el número 
de mallas simples de la red es m = r- ( n - 1 ), tal como se ha admitido 
implícitamente en la resolución por aplicación directa de las leyes de kirchhoff. 
Además, las m ecuaciones de malla que se plantean son linealmente independien­
tes. 

El método de las corrientes de malla consiste en definir unas corrientes ficticias 
asociadas a cada malla, J k (k = 1,2, ... m) , de modo que, por aplicación de la 

segunda ley de kirchhoff puedan establecerse m ecuaciones para su determinación 
y, a partir de éstas, obtener los valores de las intensidades reales. 

Dichas corrientes de malla se definen de formaque, en las ramas que pertenecen 
a una sola malla, la intensidad coincide con la de malla. Así, en la figura 24.5, la 
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rama CA pertenece únicamente a la malla i por lo que la intensidad que circula por 
ella es 

Por el contrario, en las ramas 
que pertenecen a dos mallas, la AB 
por ejemplo, la intensidad que 
circula por ella es 

es decir, la suma algebraica de las 
corrientes de las mallas afectadas. 

En adelante se supondrá que 
todas las corrientes ficticias de 
malla tienen el mismo sentido. En 
estas condiciones, el plantear la 
segunda ley de Kirchhoff para la 
malla i-ésima, cuya intensidad 
ficticia es J ¡ , la ddp entre los 

extremos de cada una de sus 
ramas puede tomar dos expresiones 
distintas 

.\_ 
~z. . 1 

Fig. 24.5 

a) Si la rama en cuestión sólo pertenece a la malla i 

b) Si la rama pertenece a la malla i y a la k 

En ambas expresiones, las f.e.m. deberán llevar el signo correspondiente según 
el sentido de referencia (sentido de las corrientes ficticias). , 
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Sumando las ddp correspondientes a todas las ramas de la malla considerada 
se obtiene la ecuación de la malla k: 

o bien 

donde 

€¡ es la suma algebraica de todas las f.e.m. de la malla i. 

Z¡¡ es la suma de todas las impedancias de la malla i. 

Zik es la suma de las impedancias comunes a la malla i y a la k. 

(24.7) 

El signo menos que afecta a los términos con j k se debe a que en las ramas 

comunes las intensidades de malla circulan en sentidos opuestos (recuérdese que se 
ha supuesto que todas las corrientes ficiticias llevan el mismo sentido). 

Escribiendo la ecuación (24.7) para las m mallas simples de la red, se obtiene 
el siguiente sistema de ecuaciones lineales 

Z11 -Z12 -Z13 

-Z21 Z22 

= (24.8) 

o, en forma reducida 

(24.9) 

donde (€¡) es la matriz de f.e.m., (Zik) es la matriz de impedancias y (J k) la 

matriz de intensidades de malla. 
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Evidentemente la matriz de impedancias es simétrica, ya que Zilc = Zki . Todos 

sus elementos, excepto los de la diagonal principal, deben llevar signo negativo. 

Resolviendo el sistema (24.8) se obtienen las intensidades de malla. Así, la 
correspondiente a la malla i es 

(24.10) 

siendo D el detenninante de la matriz de impedancias y D ik el detenninante 

adjunto del elemento Zilc de la matriz de impedancias. Una vez calculadas las m 

J k se detenninan las intensidades reales como se ha indicado anteriormente. 

Finalmente, hay que indicar que, en el caso de que en una rama haya una fuente 
de intensidad (1

0 
, Z1) , se deberá sustituir por la equivalente de tensión, según las 

ecuaciones (24.3). 

24.3.2. Método de las tensiones en los nudos 

Fig. 24.6 
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El método de las tensiones 
en los nudos utiliza la primera 
ley de Kirchhoff para la 
detenninación de las diferencias 
de potencial entre los dos nudos 
de cada rama. Para ello, se elige 
un nudo cualquiera de la red 
como referencia, asignándole el 
número O y se numeran los 
restantes nudos. A cada uno de 
ellos se le asigna una tensión 
U¡ , que representa la ddp entre 

el nudo i y el de referencia. La 
ddp entre dos nudos i y k de 
una rama, U ik , es 

(24.11) 
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El problema consiste, pues, en determinar las tensiones U¡ de cada nudo. 

Supóngase que la red tiene n + 1 nudos; apliquemos la ley de los nudos al 
nudo i-ésimo. La corriente que entra al nudo i desde el k puede escribirse a partir 
de laddp Uki 

(24.12) 

donde Zi.k es la impedancia equivalente de la rama i - k y f:i.k es la suma de las 

fuerzas electromotrices de dicha rama. Las Ei.k tienen signo positivo cuando al ir de 

k hacia i se sale por el polo positivo; en caso contrario su signo es negativo. 
Despejando I ki de dicha ecuación se obtiene 

(24.13) 

donde Y i.k es la admitancia equivalente de la rama ik. Sumando las I ki para todas 

las ramas que concum.;n en el nudo i se obtiene 

o bien, operando 

L (Ei.k Yi.k) = U¡ ( L Yi.k)- L uk Yi.k (24.14) 
k=i k=i k=i 

y, llamando 

resulta 

J. = U-Y- - L U1c y ,_ 1 1 11 . •• (24.15) 
k=i 
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El primer miembro de esta ecuación es la suma de las intensidades nominales 
( E ik Y ik) de los generadores y receptores que se encuentran en las ramas que 
concurren en el nudo i. El signo de cada intensidad será positivo cuando el polo 
positivo del elemento apunte hacia el nudo i y negativa en caso contrario. Así en el 
ejemplo de la figura 24.6, I¡ sería, suponiendo que no hay más ramas que las 

dibujadas. 

El factor Y ü representa la suma de las admitancias de todas las ramas que 

concurren en el nudo i. En el ejmplo citado 

Finalmente, los factores Y¡k representan la suma de las admitancias de las 

ramas conectadas entre los nudos i y k (puede haber más de una, en los circuitos 
con ramas en paralelo). Obsérvese que, en la ecuación del nudo i, el término U¡ es 
positivo y todos los demás negativos. 

Escribiendo la ecuación (24.15) para los n nudos de la red (excluyendo al de 
referencia) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 

11 Yu - Y12 - Yin U1 

12 - Y21 Y22 Uz 

(24.16) 

In -Ynl Ynn un 

o, en forma reducida 

(I¡) = (Y¡k) (U k) (24.17) 
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donde (1¡) es la matriz de intensidades de los dipolos activos y pasivos, (Y¡k) es la 

matriz de admitancias y (U k) la matriz de tensiones de nudo. Evidentemente, la 

matriz de admitancias es simétrica. 

Resolviendo el sistema (24.16) se obtienen las tensiones de nudo, cuya 
expresión para la correspondiente al nudo i es 

(24.18) 

donde D es el determinante de la matriz de admitancias y D ik es el determinate 

adjunto del elemento ik de dicha matriz. 

Una vez calculadas las tensiones de nudo, las corrientes de cada rama pueden 
determinarse a partir de la ecuación (24.12). 

Hay que señalar que, en la expresión del método de las tensiones de nudo, se ha 
supuesto que todos los dipolos activos son fuentes de tensión. Por ello, las intensida­

des I¡ se expresaban como sumas de Eik Yik. Si en alguna rama hubiese una 

fuente de intensidad, con intensidad de cortocircuito 10 , la aportación de dicha rama 

a la intensidad I¡ sería precisamente, 10 como puede comprobarse fácilmente a 

partir de la equivalencia entre fuentes de tensión y de intensidad. 

24.4. Teoremas de equivalencia 

Como se ha visto anteriormente, la aplicación de las leyes de Kirchhoff, o de los 
otros métodos estudiados, a la resolución de una red lineal da lugar al planteamiento 
de un sistema de ecuaciones lineales. Es decir, la relación entre las corrientes de las 
ramas de la red y las f.e.m. o f.c.e.m. de los generadores y receptores de la misma 
es lineal. Así, por ejemplo, en el método de las corrientes de malla, las intensidades 
ficticias de las mallas i y j son de la forma 
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Por tanto, la intensidad que circula por la rama común a las mallas i y j es 

o bien 

- -k-
J .. =¿ U ·· tk 

IJ k lJ 

e) 

+ 
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Fig.24.7 

(24.19) 

donde los coeficientes a~ IJ 

son constantes y dependen, 
únicamente, de las impedan­
cias de la red. 

La linealidad de las leyes 
de kirchhoff tiene importantes 
consecuencias puesto que per­
mite establecer algunos teo­
remas cuya aplicación simpli­
fica, en muchos casos, la reso­
lución de una red. En esta 
sección se estudiarán algunos 
de estos teoremas y se introdu­
cirán algunos conceptos relati­
vos a las redes lineales muy 
utilizados en la teoría de 
circuitos. 

24.4.1. Teorema de superpo­
sición 

La intensidad de una 
rama de un circuito lineal que 
contenga dos o más generado­
res, es igual a la suma de las 
intensidades obtenidas para 
ca-da uno de los generadores 
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actuando separadamente. En los estados de la red cuya superposición da el estado 
original, las impedancias no deben cambiar. 

La demostración de este teorema es inmediata a partir de la linealidad de las 
leyes de kirchhoff. 

Para ilustrar la aplicación de este teorema considérese el circuito de la figura 
24.7.a, con dos generadores. Dicha red puede descomponerse en dos estados b) y c) 
con las mismas impedancias pero un sólo generador cada uno (estados 
superpuestos). En estas condiciones se cumple que 

24.4.2. Otras consecuencias de la linealidad de las ecuaciones de kirchhoff 

a) Admitancia de transferencia 

Sea una red plana con m mallas. La corriente ficticia que circula por 
la malla i es, según (24.10), de la forma 

(24.20) 

Al coeficiente A ik = D ik / D se le denomina admitancia de transfe­

rencia entre las mallas i y k. Representa la parte de J ¡ que se debe a las 

f.e.m. de la malla k. 

b) Admitancia de entrada 

Sea una red pasiva (sin generadores) con terminales de salida en A y 
B. Si entre dichas terminales se conecta un generador de f.e.m. c1 , y se 
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numeran las mallas de forma que la número 1 sea la que contiene el 
generador, la intensidad ficticia de dicha malla es 

A 

B 

Fig. 24.8 

Red 
pasiva 

- D11 -
J 1 = -=-t¡ 

D 

ya que las f.e.m. de las restantes ma­
. Has son nulas. 

Al coeficiente 

(24.21) 

se le denomina admitancia equivalente, o admitancia de entrada, de la red 
pasiva entre A y B. Su inversa 

(24.22) 

es la impedancia de entrada, o impedancia equivalente de la red pasiva entre A y B. 
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c) Teorema de reciprocidad 

Sea una red linenal con un sólo generador, situado en una rama que 
pertenece únicamente a la malla k. La intensidad ficticia de la malla i es, 
en estas condiciones, J¡ . El teorema de reciprocidad establece que dicha 

corriente es la misma que circularía por la malla k, J k , si el generador 

estuviese situado en una rama que pertenece sólo a la malla i. 

La demostración de este teorema es sencilla. En efecto, la corriente J ¡ , 
con el generador en la malla k es 

mientras que la corriente de la malla k, con el generador en la malla i es 
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pero, puesto que D es simétrica, es evidente que Dile= Dki, por lo que 

J k =J¡. 

c) Circuito abierto 

Sea una red lineal activa, con 
terminales de salida en A y B. 
Calculemos la ddp entra A y B en 
circuito abierto, U AB • para ello su­

pongamos que se conecta entre A y 
B una impedancia muy elevada Z1 • 

Si se numeran las mallas del circuito 
que resulta, de forma que la malla 
que contiene a Z1 sea la malla 1, la 

ddp entre A y B es 

- - - - n - D¡¡ 
U AB = Z¡ J l = Z¡ · L, C¡ -=­

¡ D 

A 

B 

Fig. 24.9 

Red 
lineal 
activa 

Ahora bien, si Z1 es muy grande (infinita), puede considerarse que el 

circuito entre A y B está abierto. Además, en este caso, pueden despre­
ciarse las impedancias Z¡¡ frente a Z11 . Por tanto, el determinante D es 

y, sustituyendo en la expresión anterior, resulta 

- - - D¡1 n - D¡¡ 
UAB =Z¡ L,C¡ - - = L, C¡ =-

¡ Z1D11 i=l D11 
(24.23) 

ecuación que permite calcular la tensión entre las terminales de una red 
lineal activa en circuito abierto. 

461 



Electromagnetismo y semiconductores 

d) Cortocircuito 

A 

B 

Fig. 24.10 

Red 
lineal 
activa 

Sea la red lineal activa del 
apartado anterior, con terminales de 
salida en A y B. Supóngase que 
dichas terminales se unen mediante 
un conductor de impedancia nula. 
Entonces se dice que hay un corto­
circuito entre A y B. 

Denominaremos I 1 a la inten­

sidad que pasa por AB en el corto­
circuito. Su valor es 

Ahora bien, teniendo en cuenta (24.23), resulta evidente que 

donde U AB es la ddp entre A y B en circuito abierto. Por tanto, J 1 vale 

- - D11 UAB 
J¡ =UAB--=-=--=-

D Zeq 
(24.24) 

donde D / D 11 = Zeq es impedancia equivalente entre A y B cuando se han 

anulado las f.e.m. de todos los generadores de la red, manteniendo todas las 
impedancias. 

24.4.3. Teorema de Thevenin 

La ecuación (24.24) es idéntica a la expresión de la corriente de cortocircuito de 

un generador cuya f.e.m. fuese U AB y con impedancia interna Zeq = D / D 11 , 

relación que permite enunciar el teorema de Thevenin: 
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Un circuito lineal y activo 
con terminales de salida en A y 
B es equivalente a un generador 
de tensión real con f.e.m. ET e 

impedancia interna ZT. ET es 

igual a la ddp entre A y B en 
circuito abierto; ZT es igual a la 

impedancia equivalente entre A y 
B cuando se anulan las f.e.m. de 
todos los generadores de la red, 
manteniendo sus impedancias. 

24.4.4. Teorema de Norton 

Un circuito lineal y activo, 

A 

B 

con terminales de salida en A y B A 
es equivalente a un generador de 
intensidad, con intensidad de 

cortocircuito i N e impedancia in 

tema ZN. La IN es igual a la B 
intensidad que circula de A a B 
unidos en cortocircuito; ZN es la 

impedancia equivalente entre A y 
B cuando se anulan las f.e.m. de 

---1 

Red 
fireal 
activa 

Roo 
lineal 
activa 

A 

B 

Fig. 24.11 

A 

B 

Fig. 24.12. 

todos los generadores de la red, manteniendo sus impedancias. 

Análisis de redes 

El teorema de Norton es una consecuencia del teorema de Thevenin, teniendo en 
cuenta la equivalencia entre generadores de tensión e intensidad. 

463 





Análisis de redes 

PROBLEMAS 

10V 5Q 7113 
P.24.1 Resolver el circuito de la figura 

aplicando directamente las leyes de 
Kirchhoff. 10Q 12 --=-

SOLUCIÓN t 11 

11 =2'5A 

12 =1'5.A 10Q · 
40V 

13 =-lA 

P.24.1 

P.24.2. Sea un conjunto den generadores de tensión, con f.e.m. e¡ y resistencia 

interna r¡ . Calcular el generador equivalente 

a) Si se asocian en paralelo. 

b) Si se asocian en serie. 

SOLUCIÓN 

f: . 
r = 1/ ( f 1 / r¡) a) c=rI-1 ; 

i r-1 

b) e¡ =I. e; r¡ = I. r 
i i 
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A 

A 

466 

P.24.3 

e 

D 
12V 

10.Q 

P.24.4 

e 

D 
E 

P.24.5 

B 

B 

P.24.3. Dado el circuito pa­
sivo de la figura, cal­
cular la resistencia 
equivalente entre A y 
B. 

SOLUCIÓN 

R = _R_1_R_3_+_R_2_R_3_+_2_R_1 R_2 
R1 +R2 +2R3 

P .24.4. Dado el circuito de la figura, calcular 
la intensidad que circula, por el 
receptor. 

SOLUCIÓN 

El circuito no puede funcionar. 

P.24.5. Dado el circuito de la figura, calcular 
la intensidad que circula, por la resis­
tencia r. 

SOLUCIÓN 

I= c(R1R2 -R3R4) 
D 

D=(r+R2 +RJ(R2 +R 4)(R1 +R3)-

R~ (R1 +R3)-R~(R2 +R4) 



P.24.6. Dado el circuito de la figu­
ra, calcular la corriente que 
circula por la resistencia de 
1 Q hallando previamente 
el generador equivalente a 
Thevenin entre A y B. 

SOLUCIÓN 

P.24.7. Hallar el circuito equiva-
lente de Norton entre A 
y B en el circuito de la 
figura. 

SOLUCIÓN 

IN =7'37 A 

RN =1'52Q 

P.24.8. Dado el circuito de la figu-
ra, calcular el valor de E 
para que no circule corrien-
te por la resistencia de 5 n . 
(Utilizar el método de las 
mallas). 

SOLUCIÓN 

E=42'9 / 144'5°V 

Análisis de redes 

12V 

2Q 

L------'-----------B 

P.24.6 

4Q 5Q 2Q 

20V 

P.24.7 

-
5jQ 

-4jQ -4jQ 

P.24.8 
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2 

P.24.9 

P.24.10 

5 

A 

50~,..,_, t 

P.24.11 
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P.24.9. Dado el circuito de la 
figura, determinar el 
valor de la f.e.m. E 
para que la intensi­
dad de la resistencia 
de 4 Q sea nula. 
Utilizar el método de 
las tensiones en los 
nudos. 

SOLUCIÓN 

€=95'2 l -23'2° V 

P.24.10. Hallar el circuito equi­
valente de Thevenin en 
los terminales AB del 
circuito. 

SOLUCIÓN 

ET =0'2 l -36'9° V 

ZT =88'2 l 11'55° Q 

P .24.11. En el circuito de la figura, 
calcular la intensidad que 
circula por la impedancia 
3 + 4 j, sustituyendo el cir­
cuito entre A y B por su 
equivalente de Norton. 

SOLUCIÓN 

ZN =3'53 I 45° Q 

IN =20 1 -90° A 

1=8'3 l 265'2° A 
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CAPÍTUL025 

RESONANCIA. FILTROS. CUADRIPOLOS 

25.1. Resonancia en un circuito RLC serie 

Sea un circuito RLC como el de la 
figura 25.1, sometido a una ddp alterna 
senoidal u = U m cos wt . 

R 

La impedancia compleja del circuito es, 
como se ha visto en las lecciones anteriores 

u- L 

Z = R + j (Lw -1/ w C) 

es decir, es una función de la pulsación de la 
corriente. Si se representan R, X y Z en 
función de w, resulta una gráfica como la 
mostrada en la figura 25.2, donde 
queda patente que la resistencia del 
dipolo no depende de la frecuencia, la 
reactancia inductiva es proporcional a 
w y la reactancia capacitiva inversa­
mente proporcional a la pulsación. La 
reactancia se anula para un determi­
nado valor de w, w r , denominada 

pulsación de resonancia. 

Cuando la pulsación de la 
corriente es w r , la impedancia es 
minima, Z = R, y el circuito se 
encuentra en resonancia. 

R 
X 
z 

, 

~------

X 
/ 

/ 
/ 

/ 
,, Xc 

e 

Fig. 25.1 

Fig.25.2 

R 

w 
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El valor de w r depende de los dipolos del circuito. Su determinación es sencilla 

a partir de la condición de reactancia nula 

La frecuencia de resonancia es, por tanto, 

V =w /21t=-
1
- /1 

r r 27t VLC 

(25.1) 

(25.2) 

Para un valor dado de la tensión eficaz de bornes del circuito U, la intensidad 
de corriente varía en función de la 

I 
I 

/ 

I 
I 
I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 

Wr 

\ 

\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\. 

\. 

' ,R3=0 
R2 
R1 

w 

frecuencia, de manera inversa a la 
impedancia 

l=U/Z 

siendo I máxima para la pulsación 
de resonancia. En la figura 25.3 se 
muestra la variación l(w) para 
distintos valores de R. Obsérvese 
que I tiende a infinito en las proxi­
midades de w r cuando la resis­
tencia del circuito es nula. 

En el estudio de circuitos RLC Fig. 25.3 
en resonancia son importantes los 

siguientes parámetros asociados a las características del mismo: su factor de calidad 
y la anchura de la banda pasante. 
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a) Factor de calidad 

Se define como factor de calidad del circuito, para la pulsación de 
resonancia, a la relación 

w 
Q=21t-ª 

Wd 
(25.3) 
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donde W a es la energía máxima almacenada en el condensador o en la 

autoinducción, y W d es la energía disipada en un período. En el circuito 

RLC serie, y para la pulsación de resonancia, Wª y Wd toman los 

siguientes valores 

W =Ll2 =CU2 
a 

Wd = RJ2 T=21tRI2 /Wr 

(25.4) 

(25.5) 

Sustituyendo (25.4) y (25.5) en (25.3), y teniendo en cuenta el valor de 
Wr dado por (25.1) resulta inmediato que 

(25.6) 

b) Anchura de la banda pasante 

Se denomina banda pasante al intervalo de pulsaciones [ w 1 , w 2 ] en 

la cual la potencia disipada en el circuito se mantiene por encima de la 
mitad de la potencia máxima. Evidentemente, en un circuito RLC serie, la 
máxima potencia disipada ocurre para w = w r , ya que la intensidad es 

máxima en el circuito resonante y la resistencia R no depende de la 
pulsación. 

Por tanto, P max = I; R, donde Jr es la intensidad eficaz del circuito 

resonante. La potencia disipada para otra pulsación cualquiera es P = I2 R 

en definitiva, la potencia P es la mitad de la máxima cuando la intensidad I 
es 

(25.7) 

Sustituyendo I =U/ Z e Ir =U/ R, resulta 

u u 
----------= 
[R2 + (wL-1/ wC)2 f2 R✓2 

(25.8) 
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Igualando denominadores, introduciendo la variable x = w / w r y 

teniendo en cuenta que, a partir de la definición de factor de calidad, w L = 
xQ R y 1/w C = QR/x, la expresión (25.8) puede escribirse como 

2( 1)2 

l+Q x-~ =2 

o bien 

2 X 
X ±--1=0 

Q 

Resolviendo esta ecuación se obtienen los valores de x 1 y x 2 (corres­

pondientes a las pulsaciones w 1 y w 2 ) para los cuales la potencia es la 

mitad de la máxima, determinándose así la anchura de la banda pasante: 

(25.9) 

de donde se obtiene 

1 
Xz -XI=-

Q 
(25.10) 

obien,sustituyendo x 1 =w 1 /wr y x 2 =w 2 /wr 

(25.11) 

expresión que pone de manifiesto la relación existente entre el factor de 
calidad y la anchura de la banda pasante. Así, los circuitos con un factor de 
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calidad muy grande tienen una anchura de banda pasante pequeña, 
diciéndose entonces que el circuito es muy selectivo. En la figura 25.3, las 
curvas l(w) resultan tanto más apuntadas cuanto mayor es Q. 

25.2. Tensión en los dipolos R, L y C. Noción de filtro 

Sea un circuito RLC serie como el de la figura 25.1, sometido a una tensión 
alterna senoidal de valor eficaz U. Tal como se ha visto en la sección anterior, la 
impedancia Z y la corriente I que atraviesa dicho circuito son funciones de la 
pulsación w. Por tanto, la tensión de bornes de cada elemento también dependerá de 
w. En este apartado se analizarán dichas tensiones y se introducirá la noción de 
filtro eléctrico. 

25.2.1. Resistencia 

La ddp en bornes de la resistencia, U R es 

UR 
UR =IR=­z 

y, teniendo en cuenta la expresión Z en función del factor de calidad y de la 
variable x = w / w r , puede escribirse como 

u 
UR =--------

[1 + Q2 (x - 1 / x)2 r 2 
(25.12) 

función que toma valores nulos para x = O y x = 00 , y que tiene un máximo en 
x = 1 ( w = w r) . En la figura 25 .4 se representan las curvas U (x) para tres valores 

distintos del factor de calidad (Q ) Q' ) Q") . 

En los tres casos, U R toma su valor máximo, igual a U, cuando la pulsación 

del circuito es la resonancia. Para frecuencias distintas a la de resonancia, U R es 

menor que U. En la figura 25.4 queda patente que la anchura de la banda pasante 
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(pulsaciones para las que U R :?: U✓2) es tanto menor cuanto mayor sea el factor 

de calidad Q. 

Fig. 25.4 

Si en el circuito se toma 
como salida los bornes de la 
resistencia, y a la entrada se 
aplica una tensión alterna no 
senoidal ( que puede ser des­
compuesta en una serie de 
señales senoidales de diferentes 
frecuencias), aquellas compo­
nentes con pulsación próxima a 
la de resonancia tomarán valo­
res elevados, mientras que aque­
llas otras de pulsación muy 
diferente a w r se verán fuerte-

mente atenuadas en la salida. 

En definitiva, el circuito RLC, con salida de bornes de la resistencia, sólo 
permite el paso de señales de frecuencias próximas a las de resonancia, atenuando 
fuertemente las restantes. La selectividad del circuito es mayor cuando la banda 
pasante sea estrecha, esto es, para valores elevados del factor de calidad Q. 

Fig. 25.5 
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w 

Tal dispositivo recibe el 
nombre de filtro pasa-banda. En la 
figura 25 .5 se representa la curva 
tensión salida/tensión entrada en la 
función de la pulsación para la 
resistencia y para un filtro pasa­
banda perfecto. En el filtro 
perfecto, las señales con pulsacio­
nes incluidas en la banda pasante 
no son atenuadas, mientras que las 
señales con pulsaciones mayores o 
menores son totalmente atenuadas. 



25.2.2. Condensador 

La ddp en bornes del condensador es 

Uc 

u i-ill!=------"lt--~--­

Wá1---~-+-'!---~-

Fig. 25.6 

w 
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U =X I= XcU 
e e Z 

y, teniendo en cuenta que -
w = w r x y que Q = 1/ w r C R, 

se obtiene 

De =U r12 
[x2 +Q2(l-x2)2 

Q 

(25.13) 

en la que resulta que U e es igual 

al producto de U por un factor 
denominado de sobretensión. Este 

factor depende de 
unidad. 

Q y de la pulsación, y puede tomar valores mayores que la 

Para la pulsación de resonancia, x = 1 y U e = U • Q , siendo iguales los facto­

res de calidad y de sobretensión. En la figura 25.6 se representan las curvas U e (w) 

para tres valores distintos del factor 
de calidad (Q ( Q' ( Q") . En 

todos los casos, U e es igual a U 

para w = O y tiende a cero cuando 
w tiende a infinito. Además, si 

Q ) ✓2 puede demostrarse que la 

curva U e (w) tiene un máximo en 

Uc 
u CONOENSADOR 

¡ 

Fig. 25.7 

475 



Electromagnetismo y semiconductores 

Analizando dicha curva se observa que hay un valor w 2 tal que, para w ( w 2 , 

el factor de sobretensión es mayor que 1 / ✓2 . Por tanto, si se toman como salida los 
bornes del condensador, el dispositivo funcionaría como un filtro de pasa-baja, 
permitiendo el paso de señales con pulsación inferior a w 2 , y atenuando 

fuertemente las de pulsaciones superiores. En la figura 25.7 se muestran las 
características de un filtro de pasa­
baja perfecto, con una frecuencia de 

ÜL corte determinada, y la corres­

w 

Fig. 25.8 

pondiente a un condensador en un 
circuito RLC. 

25.2.3. Autoinducción 

La ddp en bornes de la autoin­
ducción es 

y, siguiendo un razonamiento similar al utilizado en los casos anteriores se obtiene 
que 
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AUTOINOUCCION 
EN CIRCUITO RLC 

I 
1,1-----.J.---.,..,-----

FILTRO PASA-ALTA 
PERFECTO 

Fig. 25.9 

w 

UL =U r,2 [1 +Q2 (x-l/ x) 2 
. 

Qx . 

(25.14) 

en la que resulta que U L es el 

producto de U por un factor de 
sobretensión, función de Q y de x. 

Comparando (25.14) con (25.13) 
se puede ver que Udx) es igual a 

U e (1 / x) . Por tanto, la curva U L (x) 

será similar a las mostradas en la 
figura 25.8. En ellas de observa que 
existe una pulsación w 1 por debajo 
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de la cual U L es inferior a U/ ✓2. Es decir, un circuito RLC, en el que se tome 

como salida los bornes de la autoinducción, se comporta como un filtro de pasa-alta, 
que atenua las señales de pulsación inferior a una dada, w 1 , y transmite las de 

frecuencia superior. En la figura 25.9 se representa la curva característica de un 
filtro de pasa-alta perfecta, con frecuencia de corte w 1 . 

25.3. Resonancia en un circuito RLC paralelo. Circuito anti­
rreso.,,,ante 

Sea un circuito RLC con los tres elementos asociados en paralelo, y sometido 
a una ddp alterna senoidal de pulsación w. La admitancia del circuito es 

- 1 ·( 1 ) Y=-+J Cw--
R Lw 

Se dice que el circuito se 
encuentra en resonancia cuando la 
susceptancia es nula 

1 
Cw =-­

r wrL 

es decir, la resonancia ocurre para la 
pulsación 

R L e 

Fig. 25.10 

(25.15) 

igual a la del circuito RLC serie. Para dicha pulsación, la admitancia del circuito es 
mínima Y = 1/R, y la intensidad, supuesta constante U, es también mínima 
(I= YU): 

u 
I. =­

mm R (25.16) 

Obsérvese que, si R es muy grande, la intensidad que atraviesa el circuito 
puede ser muy pequeña para frecuencias próximas a las de resonancia. Por ello, a 
este circuito se le denomina circuito tapón o antirresonante. El factor de calidad es 
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(25.17) 

o sea, el inverso del obtenido para el circuito en serie. 

En el circuito paralelo las intensidades juegan un papel análogo a las tensiones 
en el circuito en serie. Así, la corriente IR es IR = U / R , mientras que en L y C 

las corrientes IL e le se calculan como el producto de la corriente total I por un 
factor de sobreintensidad que depende de Q y de x. 

25.4. Circuito doblemente sintonizado 

A 
e 

+ 

E,._., 

B (I) 

M 

L 

Fig. 25.11 

~ 
(II) 

e 

Un caso interesante de reso­
nancia es la que se produce en dos 
circuitos acoplados magnéticamen­
te. En este apartado se analizará el 
caso más simple, representado en la 
figura 25 .11, en el que los circuitos 
tienen resistencia nula y sus ele­
mentos L y C son idénticos. En 
estas condiciones, las pulsaciones 
de resonancia para cada circuito por 
separado son iguales 
w r = (L e) - 112 , diciéndose en­

tonces que el circuito es doblemente 
sintonizado. 

Para determinar las condiciones de resonancia es preciso calcular la impedancia 
equivalente del circuito en función de la pulsación. Así, escribiendo las ecuaciones 
de las dos mallas 
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E=(---1-+ jLw)11 + jMw12 
JCW 

( 
1 )- -0= -. -+ jLw 12 + jMwl1 

JCW 



y, eliminando 12 se obtiene 

- ¡.(Lw-l/Cw)
2

-M
2

w
2 J- -­f.= J-------- 11 =ZI1 (Lw-1/ Cw) 

Resonancia. Filtros. Cuadripolos 

(25.18) 

La impedancia equivalente del circuito es, por tanto, 

- .(Lw-1/Cw)2-M2 w 2 

Z=J--------­
(Lw-1/ Cw) 

es decir, no tiene parte real y su 
módulo toma valores nulos cuando 

1 
Lw--=±Mw 

wC 

o sea, para las pulsaciones 

[ rl/2 
W¡ = (L+M)C 

Wz =[(L-M)cf1'2 

(25.20) 

soluciones válidas ya que M ~ L . 

(25.19) 

z 

Fig. 25.12 

Por otra parte, Z tiende a infinito para tres valores de w: w = O, w ➔ oo y 

w = w r = (LC)-112
• En la figura 25.12 se representa el módulo de Z en función 

de w para un circuito doblemente sintonizado. 

El circuito se encuentra en resonancia cuando la impedancia sea mínima, es 
decir para las pulsaciones w 1 y w 2 anteriormente calculadas. Obsérvese que 

dichas pulsaciones son, respectivamente, inferior y superior a la pulsación de 
resonancia, w r , correspondiente a cada circuito por separado. 

Cuando la señal aplicada tenga la pulsación w r , entonces la impedancia del 

circuito es infinita y éste se comporta como un circuito tapón. 
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25.5. Cuadripolos 

Se denomina cuadripolo a un circuito con dos pares de terminales EE' y SS' 
denominadas de entrada y salida respectivamente. 

E 11 
~ 

CUADRIPOLO 

E I 

Fig. 25.13 

12 S ~ 

S' 

El esquema utilizado para re­
presentar un cuadripolo está 
reflejado en la figura 25 .13. Se 
denomina corriente de entrada, 
11, a la intensidad que entra por 

E y sale por E' . Del mismo mo­
do, 12 es la corriente que entra 

por S y sale por S' . La tensión 
de entrada es U 1 = UE - UE', 

mientras que la de salida es U 2 = U s - U S' • 

En este apartado se limitará el estudio de cuadripolos al caso de cuadripolos 
pasivos y lineales, es decir, constituidos por elementos lineales y sin generadores. 

Las relaciones entre tensiones y corrientes en cuadripolo pueden establecerse 
teniendo en cuenta la linealidad de sus componentes. Así, las relaciones entre las 
tensiones y corrientes son de la forma 

(25.21) 

donde los coeficientes Z¡j reciben los siguientes nombres: 
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z -- U¡I 
12 --1 i -o 

2 1 -

= Impedancia de entrada con la salida en circuito abierto 

= Impedancia de transferencia con la entrada a circuito 

abierto 
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= Impedancia de transferencia con la salida a circuito 

abierto 

= Impedancia de salida con la entrada a circuito abierto 

De modo similar, pueden expresarse las corrientes de entrada y salida en 
función de las tensiones: 

(25.22) 

donde Y11 , Y12 , Y21 e Y22 son, respectivamente, las admitancias de entrada (con 

salida en cortocircuito), de transferencia (con entrada en cortocircuito), de transfe­
rencia ( con salida en cortocircuito) y de salida ( con entrada en cortocircuito). 

En numerosos casos, es conveniente expresar la tensión y corriente de entrada 
en función de la tensión y corriente de salida: 

(25.23) 

donde A, B, C, y D son los denominados coeficientes de transmisión, cuyos 

valores pueden ser facilmente despejados de (25.21), obteniéndose 

- 1 
C==--

Z21 

Las ecuaciones (25.22) pueden escribirse matricialmente de la forma 
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(25.24) 

donde 

(25.25) 

es la matriz de transmisión del cuadripolo. 

25.5.1. Asociación de cuadripolos 

Los cuadripolos pueden asociarse en serie, cuando tienen la misma intensidad 
de entrada (y la misma de salida), en paralelo, cuando las tensiones de entrada y 
salida son iguales, y en cascada. 

:~ r-~--• Sn-1 En fn-1 

1 : :~ 1 

- Sn 

1 2 n-1 n lUn+I 

S~-1 E~ s~ Sí E~-t 

Fig. 25.14 

La asociación de cascada consiste en conectar la salida de un cuadripolo a la 
entrada del siguiente, tal como se muestra en la figura 25.14. Para determinar la 
matriz de transmisión del cuadripolo equivalente a una asociación en cascada basta 
con escribir ia ecuación correspondiente al cuadripolo k-ésimo. 
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donde Tk es su matriz de transmisión. Ahora bien, en una asociación en cascada, 

Uks =Uk+IE y -lks =lk+I,E y, sustituyendo desde el cuadripolo n hasta el 1, 

resulta 

(25.26) 

donde T es la matriz de transmisión de la asociación 

(25.27) 

25.5.2. Impedancias imágenes 

Se denominan impedancias imágenes Z 01 y Z02 , de un caudripolo a aquellas 

impedancias tales que, al conectar Z02 a la salida, la impedancia equivalente z EE , 

es igual a Z01 y, al conectar Z01 en la entrada, la impedancia equivalente Zss, es 

igual a Z 02 . 

Para que se cumplan estas dos condiciones, las impedancias imágenes deben 
valer 

- AB 
(
--)1/2 

Zo1= = 
CD 

(

--)1/2 - DB 
Zo2 = ==-

AC 

o bien, en función de las impedancias y admitancias 

- Z11 
(
- )1/2 

Zo1= -
Y11 

- -(Z22 )112 Zo2 - --Y22 

(25.28) 

25.29) 

(25.'30) 
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PROBLEMAS 

P.25.1. Dado el circuito antirresonante 
de la figura, calcular: 

a) Factor de calidad. 

b) Pulsación de resonancia. 

SOLUCIÓN 

a) Q = Lwr 
R 

b) ( 2 r w r = (L q-112 1- R L C 

P.25.2. En el circuito antirreso­
nante de la figura, obtener 
la relación entre R 1 , R 2 , 

L y C para que sea anti­
rresonante a todas las fre­
cuencias. 

SOLUCIÓN 

R1 = R2 =(L/ C)112 

-
-- -i1 i2 

R 

e u ~ 
L 

P.25.1 

R2 

L 

P.25.2 
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P .25 .3. Demostrar que en un circuito RLC serie, la función U e ( w) sólo tiene un 

máximo relativo cuando Q ) 1 / ✓2 

P.25.4. Demostrar que en un cuadripolo pasivo Y12 = Y21 (Aplicar el teorema de 

reciprocidad). 

P.25.5 . Teniendo en cuenta el resul-

P.25.6. 

a) 

b) 

c) 
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tado del problema anterior, a) E 
demostrar que en un cuadri­
polo pasivo, el determinante 
de la matriz de transmisión 
vale la unidad. E 

I 

Calcular la matriz de trans-
misión de los cuadripolos de b) E 
la figura. 

SOLUCIÓN E' 

T = - [1 
a O ~1] 

e) E 

T, -- [ 1 
b - l/Z2 ~] 

E' 

T = - [1+Z11Z, 
e 1/ 2:2 ~] 

- s 

z, 

S' 

s 

Z2 
S' 

s 
Z1 

S' 

P.25.6 
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P.25.7. Dado el circuito de la figura, E 
calcular el generador equivalen- A B 
te de Thevenin entre E y E' . 

e o 
SOLUCIÓN E 

- (- BC)-ET=- A- D E 
P.25.7 

- B 
ZT== 

D 

487 





Máquinas eléctricas 

·cAPÍTULO 26 

, , 
MAQUINAS ELECTRICAS 

26.1. Máquinas de corriente continua 

Las máquinas de corriente continua 
más importantes son los generadores 
(dinamos) y los motores de corriente 
continua, que transforman energía mecá­
nica en energía eléctrica y viceversa. 

Se trata de dispositivos de consti­
tución semejante a la del alternador, 
anteriormente descrito, en el que una 
bobina gira en el interior de un campo 
magnético. 

Constan de una pieza cilíndrica gi­
ratoria (rotor) en el que va enrollada una 
bobina o conjunto de bobinas denomi­
nadas inducido. El campo magnético es 
creado mediante una bobina (inductor) 
arrollada sobre una pieza fija (estátor). 

26.1.1. Dinamo 

....____,,. 
w 

-Inductor 

Fig.26.1 

Si la corriente del inductor, · Id se mantiene constante, de forma que el campo 

magnético entre los polos del estátor sea uniforme, y se hace girar al rotor con 
velocidad angular constante, w, el inducido será atravesado por un flujo variable 

<!>=N<l>m cos wt (26.1) 
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donde N es el número de espiras del inducido y <l>m es el flujo máximo que atra­

viesa a cada espira. 

E 

Fig. 26.2 

La f.e.m. inducida es, supo­
niendo que <I> m = cte, 

E=- d<j> =N<l>m w sen wt 
dt 

(26.2) 

es decir, la f.e.m. producida es 
alterna senoidal, con pulsación igual a 
la velocidad de giro del rotor. 

Para conseguir una f.e.m. de la 
misma polaridad se utiliza un artificio 
consistente en dos semianillos metá­
licos, denominados delgas, unidos in­
variablemente a cada uno de los 
extremos de la bobina inductora y 

aislados entre sí. Cada delga está en contacto con una escobilla, conectadas a los 
terminales del circuito de utilización. Cada media vuelta del rotor, las delgas 

E: 

t 

Fig. 26.3 
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cambian de polaridad, pero en el 
instante en que lo hacen cambian 
también de escobilla, de forma que 
estas mantienen siempre la misma 
polaridad. En la figura 26.3 se 
muestra la variación e ( t) obtenida 

mediante el sistema de delgas y 
escobillas. 

El valor medio de la f.e.m. en 
un semiperíodo es 

1 ÍT/2 
Em =-- N<!>m w sen wt dt= 

T/2 o 

4N<l>m 
=---

T 

2N 
-<l>m W (26.3) 
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expresión muy particularizada ya que ha sido obtenida para el caso de un inductor 
con dos polos y un inducido constituido por una bobina plana de N espiras. En 
general, la expresión de E m depende del tipo de devanado del inducido y del número 

de polos del inductor, saliendo su deducción de los objetivos de este texto. 

En cualquier caso, si la corriente que circula por el inductor es constante, 
también lo será <l>m, y entonces cm resulta proporcional a la velocidad de giro 

(26.4) 

La diferencia de potencial entre los bornes del generador es 

(26.5) 

donde la es la corriente del inducido y r su resistencia interna. 

26.1.2. Motor de corriente continua 

La constitución de un motor de corriente continua es, en esencia, idéntica a la de 
una dinamo, (Fig. 26.1). Así, si la corriente del inductor, Id, es la misma que en el 

caso de la dinamo y por el inducido se hace circular una corriente I a , suministrada 

por un circuito exterior, la bobina del inducido se verá sometida a un par que la 
pone en movimiento. De esta forma se transforma energía eléctrica (suministrada 
por el circuito exterior al inducido) en energía mecánica. 

Si la corriente del inductor es constante, la f.c.e.m. media del motor toma el 
mismo valor obtenido para la f.e.m. en el caso de la dinamo (26.4), es decir 
proporcional a la velocidad angular 

E' =kw (26.6) 

donde k es una característica que depende de la constitución del motor. La potencia 
eléctrica transformada en potencia mecánica es 

P=E'I =Mw a 

donde M es el par mecánico que actúa sobre el inducido. Despejando M y teniendo 

en cuenta el valor de E' dado por (26.6) resulta 
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(26.7) 

es decir, el par mecánico es proporcional a la corriente que circula por el inducido. 

26.2. Máquinas síncronas 

26.2.1. Alternador 

En las lecciones anteriores se ha visto como el alternador elemental está 
formado por una bobina que gira en un campo magnético uniforme, induciéndose en 
sus extremos una f.e.m. alterna senoidal. 

Fig.26.4 

<l>=N<l>mcoswt 

Los alternadores comerciales 
tienen una constitución muy se­
mejante a la de las dinamos, pero 
presentan una serie de parti­
cularidades que los simplifican. 
Puesto que la f.e.m. alterna indu­
cida no tiene que ser rectificada, 
no es necesario dividir el colector 
en delgas, lo cual permite que el 
inducido sea enrollado en el estátor 
mientras que el inductor es móvil. 
En la figura 26.4 se ha 
representado un alternador muy 
simple, constituido por un induc­
tor con dos polos y un inducido de 
una sola bobina. Al girar el rotor 
con velocidad angular w, el flujo 
que atraviesa el inducido es 

donde N es el número de espiras. La f.e.m. inducida es, por tanto, 

En general, el inductor consta de más de un par de polos y el inducido está 
formado por varias bobinas conectadas de forma que la f.e.m. inducida tenga en 
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todas ellas el mismo sentido. Si el número de pares de polos del rotor es p, la 
f.e.m. cambiará de signo p veces en cada revolución del mismo. Por tanto, la fre­
cuencia, f, de la corriente alterna producida es 

f =p·V (26.8) 

donde v es la frecuencia del giro del rotor. 

El alternador descrito hasta ahora recibe el nombre de alternador monofásico, 
ya que la f.e.m. inducida en las diferentes bobinas del inducido están en fase. Éste 
presenta un único par de terminales y la 
corriente así producida se denomina mo­
nofásica. 

Para producir corrientes polifásicas 
es preciso montar en el inducido varias 
bobinas independientes separadas el 
mismo ángulo. Así, si el estátor consta de 
dos bobinas independientes que forman 90 
grados, el flujo que atraviesa a las mismas 
estará desfasado en 1t / 2 radianes. La 
f.e.m. inducida en las dos bobinas son 
idénticas en cuanto a frecuencia y 
amplitud, pero están desfasadas en 1t / 2 
radianes. 

Fig. 26.5 

Un alternador como el indicado se denomina bifásico, presentando su inducido 
2 pares de terminales, una para cada sistema de bobinas 

Si se disponen en el estátor tres grupos de bobinas, formando entre sí un ángulo 
de 120 grados, las f.e.m. inducidas en ellas se llama trifásica, estando desfasada 
21t / 3 radianes en cada grupo de bobinas 
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Este generador se denomina trifásico, y su inductor tiene 3 pares de terminales. 

26.2.2. Motor síncrono 

y 

Fig. 26.6 

B1 = k I cos wt I 

X 

El funcionamiento del motor 
síncrono está basado en la acción 
que un campo magnético giratorio 
ejerce sobre un imán que gira. El 
campo giratorio se produce median­
te corrientes polifásicas. 

Así, en la figura 26.6 se 
representa el inducido de un alter­
nador bifásico, con dos pares de 
bobinas, 11' y 22' . Si por dichas 
bobinas se hace circular una co­
rriente bifásica, de intensidad I y 
pulsación w, el campo magnético 
creado por cada una de ellas en el 
punto O es 

donde k es un factor de proporcionalidad que depende del número de espiras del 
inducido y de su forma geométrica. El campo resultante en O es 

B = B1 + B2 = k I (cos wt I + sen wt J) (26.9) 
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es decir, se trata de un campo magnético de 
módulo constante, B = K I, que forma con 
el eje OX un ángulo variable <p = wt . En 

definitiva, se consigue un campo mag­
nético giratorio, obtenido mediante dos 
bobinas inmóviles recorridas por corrien­
tes bifásicas. 

Una vez analizada la forma de crear un 
campo magnético giratorio mediante un 
inducido polifásico, estudiemos la acción 
que éste ejerce sobre el rotor. Para ello 
supondremos que la velocidad de giro del 

y 

B 
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m 

mo X 

campo B es w O , mientras que la veloci­

dad angular del rotor es w. Admitiremos 
que el rotor es -una bobina o un imán 

Fig. 26.7 

dipolar, cuyo momento magnético es iñ. En el instante t = O, el campo B y el ro-

tor ocupan las posiciones dadas por los vectores B O y iñ0 respectivamente, siendo 

su desfase inicial <p O • Al cabo de un tiempo t, el desfase entre -B y iñ es 

(26.10) 

Por tanto, el momento ejercido por B sobre el rotor es 

M=m -B sen <p=m B sen[(w 0 - w)t+<p 0 ] (26.11) 

Si w O :¡:. w , el valor medio del momento durante un período es nulo, y el mo­

mento resistente debido a las fuerzas de rozamiento hace disminuir la velocidad 
angular del rotor w. Se pueden considerar dos casos: 

a) Si w ( w O , la velocidad de giro va disminuyendo hasta que el rotor acaba 

por detenerse. 

b) Si w ) w 
O 

, la velocidad w disminuye, pero no hasta cero sino que se 

estabiliza en w = w O , denominada velocidad de sincronismo. 
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Cuando se alcanza la velocidad de sincronismo, el valor medio del momento 
ejercido sobre el rotor no es nulo, sino que toma el valor 

(26.12) 

donde q> 1 es el desfase entre m y B , cuyo valor puede calcularse teniendo en 

cuenta que al alcanzarse la velocidad de sincronisnio deben ser iguales los pares 
electromgnéticos y resistente, M r = M 1 • Por tanto 

(26.13) 

El giro del motor en estas condiciones es estable si O ( q> 1 ( 7t / 2 . En efecto si 

se produce un aumento del par resistente, disminuirá la velocidad de giro del rotor 
por lo que, según (26.11 ), aumenta q> 1 y el momento M 1 , alcanzándose un nuevo 

equilibrio entre el par motor y el par resistente. Del mismo modo, si disminuye el par 
resistente, aumenta w, disminuyendo q> 1 y, por tanto, el par M 1 • 

Por el contrario, si 7t / 2 ( q> 1 ( 7t , puede demostrarse que la rotación del mo­

tor es inestable. 

26.3. Motor asíncrono 

El motor asíncrono polifásico (bifásico o trifásico) tiene el inductor en el 
estátor, el cual produce un campo magnético giratorio de la misma forma que el 
creado por el estátor de un motor síncrono. La diferencia con el motor síncrono se 
encuentra en el rotor, que en el motor asíncrono consiste en una bobina que no va 
conectada a ninguna fuente. 

Si el campo B gira con velocidad angular w 
O 

y el rotor con velocidad w, el 

flujo que atraviesa la bobina del rotor es 

<l> = B . s = B s cos q> = BS cos ( w o - w) t (26.14) 

donde se ha supuesto que, en t = O, B y S son paralelos. 
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El flujo variable induce en la bobina del rotor una f.e.m. de valor 

d(j> 
E = - - = BS ( w - w) sen ( w - w) t 

dt º º 
(26.15) 

Si la bobina tiene resistencia R y autoinducción L, la intensidad que circula 
por ella tiene un valor máximo 

y un desfase con la f.e.m., 

L(w 0 -w) 
tga=---­

R 

Finalmente, el momento magnético del rotor viene dado por la expresión 

m=S I 

(26.16) 

(26.17) 

El momento que el campo magnético B ejerce sobre la bobina del rotor es 

M = m B sen ( w O - w) = B SI m sen [ ( w O - w) t + a ]sen ( w O - w) t 

que puede escribirse como 

BSI 
M=--m [cos a-cos[2(w 0 -w)t+a]] 

2 
(26.19) 

En definitiva, el valor medio del mo­
mento durante una vuelta es 

BSim 
Mme =-2-C()S a . (26.20) 

En la figura 26.8 se representa el par 
electromagnético (par motor) Mme, en 

función de la velocidad de giro del rotor, w. 

M 

Fig. 26.8 

(26.18) 
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Al conectar el motor, w = O, siendo el par motor M 0 • Si el par resistente 

Mr> es inferior a M
0

, el motor comenzará a girar sin necesidad de ser lanzado, 

aumentando la velocidad angular hasta el punto de funcionamiento, w = w 1 , en la 

que se igualan los pares motor y resistente. 

26.4. Motor paso a paso 

Los motores paso a paso son máquinas eléctricas capaces de transformar 
impulsos eléctricos en giros o desplazamientos finitos. En este apartado se analizará 
el funcionamiento de los motores paso a paso rotatorios de imán permanente. Su 
constitución es similar a la de un motor síncrono pero con algunas modificaciones. 

Fig. 26.9 

hay una diferencia D, igual a 

D= 360 _ 360 = q-2p 
360 

2p q 2pq 

El estátor es polifásico y tiene 
p pares de bobinas enfrentadas, a 
las que se conectan las distintas 
fases. Así, en la figura 26.9 se ha 
representado un estátor con 2 pares 
de bobinas. El rotor es un cilindro en 
uno de cuyos extremos hay 
distribuidos radialmente q polos 
norte; en el otro extremo se distri­
buyen, intercalados con los ante­
riores, q polos sur. En la figura 
aparece un rotor con q = 5. 

El paso polar del estátor es 
360° /2p (en el ejemplo, 900) y el 

del rotor 3600 /q (en el ejemplo 

72º ). Entre ambos pasos polares 

(26.21) 

En el ejemplo de la figura, D = 18º , que es el giro mínimo del ·rotor en uno u 
· -otro-sentido, según sea el impulso eléctrico aplicado a las bobinas delestátor. 
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En la figura 26.1 O se han 
representado extendidos los 
polos del rotor y del estátor. 
Supóngase que se introduce un 
impulso en la fase 1 que produ­
ce N en P1A y S en Prn. El 

rotor gira 18º hacia la izquier­
da hasta que se enfrentan P1A 

con S y Prn con N. En esta 

nueva posición se puede produ­
cir otro giro de 18º activando 
convenientemente la fase 2. Eli­
giendo adecuadamente p y q 
se puede obtener cualquier pa­
so. 

26.5. Transformadores 

Máquinas eléctricas 

Fig. 26.10 

polo S 
ROTOR 

polo N 
ROTOR 

El transformador estático es un dispositivo capaz de transferir potencia de un 
circuito a otro, modificando la amplitud de las tensiones aplicadas. 

Un transformador está 
constituido por dos bobinas 
acopladas magnéticamente, 
con un coeficiente de acopla­
miento muy próximo a la 
unidad. Esto puede conseguir­
se arrollando ambas bobinas a 
un mismo circuito magnético 
de muy alta permeabilidad 
magnética. 

Con una de las bobinas, 
que recibe el nombre de 

PRIMARIO r--;:=:_<l> ___ ~J..-t-S-<EC►Uf~~-ARIO 
i1 _....,,.-1--J 

N. 

Fig. 26.11 

primario, se conecta a un circuito de entrada que contiene al menos un generador. La 
otra bobina, llamada secundario, se conecta al circuito de utilización. 
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Supóngase un transformador como el mostrado en la figura 26.11. 
Denominaremos N 1 y N 2 al número de espiras del primario y secundario, respec­

tivamente. El sentido de las corrientes se ha elegido de forma que ambas produzcan 
un flujo del mismo signo, mientras que el sentido de las tensiones es el mostrado en 
la figura. De ahora. en adelante se admitirá que las resistencias r1 y r2 , del 

primario y secundario, son lo suficientemente pequeñas para que las caídas ohmicas 
de tensión sean despreciables. Asimismo, se despreciarán las perdidas de energía por 
histéresis y por corrientes de Foucault y se admitirá que el flujo <I> es el mismo a 

través de cualquier sección del núcleo. En estas condiciones el transformador se 
llama transformador sin pérdidas. 

26.5.1. Tensiones y flujo 

Si en el primero se aplica una tensión alterna senoidal de pulsación w, por él 
circulará una corriente alterna, también de pulsación w, siendo el flujo otra 
magnitud alterna senoidal. En definitiva, el flujo variable induce en el secundario 
una f.e.m. alterna de valor 

o, en notación compleja 

(26.22) 

donde ~ = <l>m exp (j w t) es el flujo a través de una sección transversal del núcleo. 

Las tensiones en bornes de cada bobina son, teniendo en cuenta que r 1 = r 2 = O, 

dq> 
U¡ =N¡­

dt 

.o, en forma compleja 
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(26.23) 

es decir las tensiones en el primario y secundario están en oposición de fases, y en 
cuadratura con el flujo. La relación entre sus módulos 

(26.24) 

es igual a la relación entre los números de espiras de las bobinas, y recibe el nombre 
de razón de transformación. Si N 1 ) N 2 , entonces U 1 ) U 2 , el transformador 

reduce la tensión y se llama reductor; por el contrario, si N 1 ( N 2 , la tensión a la 

salida es superior a la de entrada y el transformador es un elevador. 

A partir de (26.23) se puede calcular la relación existente entre el flujo <I> y la 

tensión del primario 

(26.25) 

26.5.2. Corrientes 

Las corrientes en el primario y secundario están relacionadas mediante la ley de 
Hopkinson 

R<j>=F 

donde R es la reluctancia del circuito y 

es la fuerza magnetromotriz. 

En definitiva, 

(26.26) 
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o, en forma compleja 

(26.27) 

donde se admite implícitamente que la reluctancia no es función del flujo. A 
continuación se evaluarán las corrientes 11 e 12 en dos casos: secundario en cir­

cuito abierto y secundario a plena carga. 
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a) Secundario abierto 

En este caso 12 = O, mientras que la corriente del primario, que se 

denomina corriente de vacío, vale 1
0 

• A partir de (26.27) se deduce que 
• 

- R4> I =-
º N 1 

(26.28) 

y, teniendo en cuenta el valor de <I> dado por (26.25), resulta 

-I . U¡ 
=-J--

0 N2 ¡W 
(26.29) 

es decir, la intensidad de vacío está retrasada 90 grados con la tensión del 
primario y, por tanto, en fase con el flujo. Su módulo es 

I =~ 
º N2 ¡W 

(26.30) 

Puesto que 10 y U 1 son perpendiculares, el transformador en vacío 

no consume potencia, resultando que sólo es aceptable bajo las hipótesis 
antes enunciadas. 

b) Secundario en carga 

Supóngase ahora que el secundario se cierra mediante una impedancia 
Z. Si la tensión del primario no cambia, el flujo tampoco se modificará 
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(obsérvese que, según (26.25), en un transformador sin pérdidas <I> sólo 

depende de U 1 ). Por tanto, el flujo <i, será el mismo que en el transfor­

mador en vacío, es decir 

y, aplicando la ecuación (26.27) resulta 

(26.31) 

Despejando 11 , se obtiene 

(26.32) 

Es decir, en el transformador en carga, la corriente del primario es 
igual a la de vacío más un término opuesto a 12 y cuyo módulo es 12 

dividido por la razón de transformación. 

En numerosos casos, la reluctancia del circuito magnético es muy 
pequeña, por lo cual 1

0 
es despreciable frente a 11 , pudiendo escribirse 

entonces 

(26.33) 

26.5.3. Representación fasorial 

Supongamos un transformador en el que se conoce la tensión aplicada al 
primario y la impedancia Z2 conectada en el secundario. Se trata de obtener las 

corrientes 11 e 12 , el flujo y la tensión del primario. Para resolver este problema 

utilizaremos los diagramas fasoriales explicados en lecciones anteriores. 

Así, conocido U1 , puede determinarse U2 mediante la relación (26.24). La 

corriente del secundario se obtiene como 
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La corriente 11 puede ser calculada a partir de la expresión (26.29), donde i 0 

está en cuadratura con U 1 y su módulo viene dado por (26.27). 

Fig. 26.12 

U1 11 cos <p 1 =-U2 12 cos <p 2 

c.q.d. 
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En la figura 26.12 se representa el 
diagrama fasorial correspondiente. A partir del 
mismo es fácil comprobar que, en un transfor­
mador sin pérdidas, toda la potencia suminis­
trada por el primario es transferida al 
secundario. En efecto, teniendo en cuenta el va­
lor de 10 dado por (26.28) y que su proyec-

ción sobre el eje de las U es nula, resulta evi­
dente que 

N 1 11 cos <p 1 =-N2 12 cos <p2 

y, multiplicando los dos miembros de esta 
ecuación por U 1 / N 1 = U 2 / N 2 , resulta 



Movimiento ondulatorio 

CAPÍTULO 27. 

MOVIMIENTO ONDULATORIO 

27.1. Movimiento ondulatorio 

Numerosos fenómenos que se dan en la naturaleza requieren, para su 
explicación física, recurrir al modelo de movimiento ondulatorio. Las ondas que se 
producen en la superficie del agua, las ondas sonoras o las ondas electromagnéticas 
constituyen buena prueba de ello. Asimismo, como se verá en lecciones posteriores, 
incluso las partículas materiales en movimiento tienen asociado un carácter 
ondulatorio. 

Si bien el mecanismo físico que caracteriza a cada uno de estos procesos es 
muy distinto, en todos ellos se presenta un patrón de comportamiento común: se 
trata de perturbaciones que se producen en un punto y se propagan a través del 
espacio, implicando un transporte de energía sin transporte de materia. 

Un ejemplo sencillo de 
movnmento ondulatorio es el 
mostrado en la figura 27 .1: una 
onda que se origina en una cuerda 
tensa cuando en uno de sus extre­
mos se produce un movimiento 
transversal. Aquí, la perturbación 
que se propaga es el desplazamien­
to transversal de los distintos 

-T 
-V 

Fig. 27.1 

puntos de la cuerda. Cada punto oscila alrededor de la posición de equilibrio (línea 
horizontal), de forma que arrastra a los vecinos, que también oscilan. El resultado es 
un "pulso" que se propaga a lo largo de la cuerda. Obsérvese que los puntos que 
constituyen la cuerda no se desplazan junto con la perturbación: tan sólo oscilan 
alrededor de su posición de equilibrio de manera que no hay un transporte de 
materia. 
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Un proceso similar ocurre en las ondas que se producen en la superficie del 
agua o en las ondas sonoras: la perturbación que se origina en un punto hace oscilar 
a los puntos vecinos y éstos a sus contiguos y así sucesivamente de forma que la 
perturbación se propaga. 

Existen ondas que precisan de un medio material para su generación y 
propagación. Tal es el caso de las ondas denominadas mecánicas (ondas sonoras, 
ondas superficiales en líquidos, ondas transversales de una cuerda, ondas en un 
muelle, etc.), en las cuales la perturbación que se propaga es un cambio en las 
posiciones de equilibrio de los puntos materiales que constituyen el medio. Por el 
contrario, las ondas electromagnéticas pueden producirse y propagarse en el vacío; 
en este caso la perturbación que se propaga es un campo electromagnético 
caracterizado por los vectores E y B . 

En este capítulo se estudiarán algunas características comunes a todo fenómeno 
ondulatorio, particularizando, en el siguiente, dicho estudio al caso de las ondas 
electromagnéticas. 

27.2. Ondas longitudinales y transversales 

La perturbación que se propaga en un movimiento ondulatorio puede 
caracterizarse por una magnitud escalar o por una magnitd vectorial. Así, en las 
ondas sonoras se pueden asociar la presión o la densidad del medio, mientras que en 
las ondas electromagnéticas, las magnitudes que se propagan son los campos 
vectoriales E y B . 

Si la dirección de variación de la magnitud que se propaga coincide con la 
dirección de propagación de la perturbación, la onda se llama longitudinal. Son 
ondas longitudinales las de desplazamiento asociadas al sonido. Por el contrario, si 
la dirección de oscilación de la magnitud considerada es perpendicular a la dirección 
de propagación, las ondas son transversales, como en el caso de las que se 
producen en un cuerda tensa o de las ondas electromagnéticas. 

27.3. Descripción matemática de un movimiento ondulatorio 
unidimensional. (No amortiguado) 

27.3.1. Propagación de un pulso 

Consideremos una onda de naturaleza cualquiera, que se propaga en la 
dirección del eje OX. Sea u la magnitud asociada a la onda (presión en el caso del 
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sonido, desplazamientos transversales en el caso de la cuerda tensa, campo E o B 
en el caso de la onda electromagnética, etc.) Evidentemente, para describir 
completamente el movimiento ondulatorio es preciso conocer el estado de la 
magnitud u en todos los puntos y en cualquier instante: la perturbación u es una 
función de x y de t, u= f(x,t) . Estudiemos el tipo de relación que existen entre x 
y t en un movimiento ondulatorio. 

Para ello supongamos que 
la perturbación ondulatoria en el 
instante t = O viene dada por 
una curva como la indicada en 
la figura 27 .2 

u (x,O) = f(x') 

Puesto que la perturbación 
se mueve hacia la derecha sin 
deformarse y con una velocidad 
v, al cabo de un tiempo t, la 
curva_ se habrá desplazado una 
distancia vt. A partir de la fi­
gura 27 .2 resulta evidente que 
x' = x - vt y que 

u (x,O) = u(x, t) = f (x') 

I 
I 

I 

-+ 
-V -

,.._ 

' ' ' ' 

u -+ 
V -

t=O 

... 
X' vt 

X 

Fig. 27.2 

Por tanto, la función que representa a la perturbación en el instante t es 

u (x, t) = f (x - vt) (27.1) 

La perturbación también puede propagarse, con la misma velocidad hacia la 
izquierda. En tal caso, la función que representa a la perturbación es 

u(x, t) = f(x + vt) (27.2) 

En definitiva, el tipo de ecuación que describe la propagación de una 
perturbación en una dirección es 

U ( X, t) = f ( X ± Vt) (27.3) 
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expresión que pone de manifiesto que una perturbación se traslada en la dirección 
del eje OX, sin cambiar de forma, sólo si las variables x y t se presentan en la 
relación ( x ± vt) . 

La magnitud (x ± vt) recibe el nombre de fase de la onda. La velocidad de 

propagación de la perturbación se denomina velocidad de fase. 

La expresión (27.3) que describe el movimiento ondulatorio unidimensional 
puede escribirse de la forma 

(27.4) 

donde el signo menos corresponde a la programación en el sentido positivo del eje 
OX. En dicha ecuación queda patente que la perturbación llega a un punto situado 
en la abcisa x con un retraso x/v, ya que éste es el tiempo que la onda, que se 
mueve con velocidad v, tarda en recorrer el espacio x. · 

27.3.2. Ecuación diferencial del movimiento ondulatorio 

En la sección anterior se ha establecido la ecuación (27.3), que representa la 
propagación de una perturbación, sin deformación y con veleocidad v, a lo largo 
del eje OX. En este apartado se obtiene la ecuación diferencial del movimiento 
ondulatorio en una dirección. Así, al estudiar la propagación de una perturbación 
determinada, si ésta verifica dicha ecuación, se está en condiciones de afirmar que su 
propagación obedece a ecuaciones de la forma dada por las (27.1) o (27.2). 

Para ello, dierivemos dos veces (27 .1) con respecto al tiempo 

ou df o(x-vt) df 
=---- =-v----ot d(x-vt) dt d(x-vt) 

(27.5) 
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Por otra parte, si derivamos (27 .1) dos veces con respecto a x resulta 

-------
a x2 d(x -vt)2 

(27.6) 

y, eliminando en (27.5) y (27.6) la derivada d 2f / d(x - vt)2 resulta 

a2 u 1 a2 u 
(27.7) 

expresión a la que se habría llegado igualmente a partir de la función f(x + vt). La 
(27.7) recibe el nombre de ecuación de onda y caracteriza la propagación de una 
perturbación de la magnitud u en la dirección del eje x, sin distorsión y con una 
velocidad definida v. 

Como se ha visto, las (27 .1) y (27 .2) son soluciones de esta ecuación de onda. 
Dado el carácter lineal de ésta, también es una solución cualquier combinación lineal 
de funciones de ese tipo. En definitiva, la solución general ha de ser de la forma 

u(x,t) =f1 (x-vt) + f2 (x+vt) (27.8) 

donde f 1 y f 2 son dos funciones cualesquiera. f 1 representa la propagación de una 

onda en el sentido positivo del eje OX (onda progresiva), mientras que f2 se pro­

paga en sentido contrario. 

27.3.3. Ondas sinusoidales 

Tal como se ha indicado anteriormente, cualquier función del tipo mostrado en 
la ecuación (27 .8) es una solución de la ecuación de onda y, por tanto, corresponde a 
la propagación de una onda. Un caso particular, especialmente importante, de 
funciones que satisfacen la ecuación de onda es aquel en el que la perturbación es 
una función senoidal 

u(x, t) = A cos k(x - vt) (27.9) 

donde A es la amplitud de la perturbación. 
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t=l 
o~--~----1------+---?---4 

Es importante señalar el 
hecho de que una onda se­
noidal o armónica presenta dos 
periodicidades: una periodi­
cidad espacial ( en un instante 
dado, la onda se repite a partir 
de una distancia dada, llamada 
longitud de onda A ) y otra 
temporal (en un punto dado, el 
estado de perturbación se repi­
te al cabo de un intervalo de 
tiempo denominado período T). 
Calculemos A y T a partir de 
(27.9). 

Para calcular la longitud 
de onda consideremos, en un 

Fig. 27.3 instante cualquiera t, dos pun-
tos consecutivos con el mismo estado de perturbación, x 1 y x 2 . Entonces 

k(x 1 - vt) + 21t = k(x2 - vt) 

y, despejando x 2 - x 1 , resulta 

(27.10) 

Al factor k se le denomina número de onda y representa el número de longitudes 
de onda en una distancia 21t . 

Para calcular el período T basta con tener en cuenta que en un punto cualquier 
dado se debe cumplir que 

u(x, t) = u(x, t + T) 

Por tanto 

k(x-vt) = k(x-vt-vT) +27t 
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y, despejando T, resulta 

T=A/v (27.11) 

La inversa del período recibe el nombre de frecuencia, f, 

(27.12) 

Finalmente, la frecuencia angular o pulsación de la perturbación se define como 

2rt 2rt 
w=2rt f =-=-v=kv 

T 1,., 
(27.13) 

A partir de las ecuaciones (27.11), (27.12) o (27.13) resulta evidente la relación 
existente entre los períodos espacial y temporal: 

A=Tv (27.14) 

es decir, la longitud de onda es el espacio recorrido por la onda durante un período. 

Por otra parte, teniendo en cuenta (27.14), la ecuación de la onda senoidal 
(27 .9) puede escribirse como 

u(x,t)=A cos 2rc(~ -;) (27.15) 

o, bien 

u(x, t) = A cos (kx. - wt) (27.16) 

Las ecuaciones (27.9), (27.15) y (27.16) se refieren a la propagación de una 
onda armónica en el sentido positivo del eje OX. La propagación en sentido contra­
rio vendría dada por una función similar 

u(x, t) = A cos (kx. + wt) 
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Ejemplo 27.1. Ondas transversales en una cuerda tensa 

y 

X 

Fig. 27.4 

Sea una cuerda que se matiene 
tensa mediante una fuerza T, refe­
rida a un sistema de forma que, en 
su estado de equilibrio, coincida con 
el eje OX (figura 27.1). 

f'i.. 

Si se separa uña porción de la 
cuerda de su posición de equilibrio, 
tal como se muestra en la figura 
27.4, ésta se propagará a lo largo de 
la cuerda con una velocidad cuyo 
valor se pasa a determinar. 

Con vistas a simplificar el problema, admitiremos que los desplazamientos de la 
cuerda se producen únicamente en la dirección OY. En este caso, la onda 
correspondiente es una onda transversal polarizada linealmente. 

Supongamos que en el instante t, una porción de cuerda, de longitud dx y 
situada en la abcisa x, se ha separado una distancia y de la posición de equilibrio 

(y = O). Las fuerzas que actúan sobre los extremos de esta porción son T1 y T2 , 

con ¡t1 J = ¡t2 J =T. No obstante, las direcciones de T1 y T2 no son iguales ya que 

la cuerda está curvada. 

Así, en el punto A, es 

T1x =-T cosa 

T1y =-T sen a 

mientras que en B 

T2x =T cos (a+da) ::::T cos a-T sen a.da 

T2y =T sen (a+da) ::::T sen a+T cosa.da 
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Ahora bien, si la curvatura de la cuerda es pequeña, el ángulo a. será muy 

pequeño y, entonces, 

Como vemos, la componente en la dirección del eje OX de las fuerzas 
. aplicadas es nula, por lo que no habrá aceleración en esa dirección. Sin embargo, en 
la dirección del eje OY, se cumple que 

cfy 
Tda.=m-dx 

at2 

donde m es la densidad lineal de la cuerda En definitiva, la ecuación anterior 
puede escribirse como 

Por otra parte, resulta evidente que tg a. = a y / a x , con lo cual, si se deriva 

esta expresión con respecto a x, se obtiene que 

1 ªª ax2 cos2 a, dX 

Sustituyendo esta expresión en la ecuación anterior y teniendo en cuenta que 
cos a. ::::: 1, resulta 

a2 y m a2 y 
--=---
ax2 T at2 

ecuac1on formalmente similar a la (27.7), que pone de manifiesto que la 
perturbación transversal en la cuerda se propaga a lo largo de la misma con una 
velocidad 
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Ejemplo 27 .2. Onda de tensión a lo largo de una línea ideal 

A título de ejemplo, estudiemos ahora la propagación de una onda no mecánica 
como es la onda de tensión a lo largo de una línea de transmisión ideal. Dicha línea 
puede estar constituida por dos hilos paralelos, un cable coaxial o, en general, dos 
conductores separados por un dieléctrico. La línea está caracterizada por un coe­

X 

V_t" Vix,1I 

Ldx - l+dl -
V+dV 

ficiente de autoinducción unifor­
menente distribuido a lo largo de 
la misma (véase ejemplo 19.4, 
para el caso de un cable coaxial) 
y por una capacidad, también 
distribuida uniformemente. Ad­
mitiremos que la resistencia de la 
línea es nula. 

Consideremos la situación 
mostrada en la figura 27.5: uno 
de los extremos de la línea está 
conectado a una fuente de ten-
sión. En el momento de cerrar el 

Fig. 27.5 interruptor, la ddp en dicho 
extremo será V, pero esta tensión 

no se establece instantáneamente en cualquier sección de la línea, sino que se 
propaga a lo largo de la misma con una velocidad que se calcula a continuación. 

Para ello supondremos una longitud diferencial de la línea, dx. El coeficiente 
de autoinducción de esa porción es L dx (L es el coeficiente por unidad de lon­
gitud) mientras que la capacidad es C dx (C representa la capacidad por unidad 
de longitud). Denominaremos V e I a la tensión e intensidad correspondientes a la 
abcisa x, mientras que V + dV e I + di son las que corresponden a x + dx . Evi­
dentemente se tiene que, 

a1 
dl=-dx ax y 

Ahora bien, dV es igual a la caída de tensión en la autoinducción cambiada de 
signo 

av a1 
dV =-dx =-(Ldx)-ax at 
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mientras que di es la corriente que deriva por la capacidad Cdx, 

a1 av 
dl=-dx=-(C dx)-

ax at 

Eliminando dx en las dos ecuaciones anteriores se obtiene 

y, si se deriva (a) con respecto a x y (b) con respecto a t resulta 

a2 1 a2 v 
--=-C--
ax at at2 

y,eliminando 

queda 

a2 v a2 v 
--=LC--
ax2 at2 

(a) 

(b) 

ecuación que pone de manifiesto que la onda de tensión se propaga a lo largo de la 
línea con una velocidad 

V=ll.jLc, 
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Análogamente, derivando (a) con respecto a t y (b) con respecto a x y ope­
rando, se obtendría la ecuación 

es decir, la onda de intensidad se propaga con idéntica velocidad. 

Con vistas a estimar el orden de magnitud de la velocidad de propagación de 
una onda de tensión ( o de corriente) en una línea ideal consideraremos que ésta es un 
cable coaxial, cuya capacidad por unidad de longitud, según lo establecido en la 
lección 13 para el caso del condensador cilíndrico, es 

mientras que el coeficiente de autoinducción es, según el ejemplo 19.4, 

L= µº ln(R2 / R 1) 
27t 

·------------· Por tanto, la velocidad de propagación es 

(i--;:; 1 8 
v=ll-v.t.A,=----=-==cz3-10 mis 

.Jcc) µº 

donde c es la velocidad de la luz en el vacío. 

27.4. Reflexión y refracción de ondas 

27.4.1. Ondas tridimensionales. Frente de onda 

Las ondas estu~iadas hasta ahora son unidimensionales y su ecuación de 
propagación es 

u(x, t) == f (x - vt) 
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Del mismo modo, es posible definir ondas en dos o en tres dimensiones como 
perturbaciones que vienen definidas por funciones del tipo 

u= u(x,y,x, t) 

Así, las ondas de sonido emitidas por un altavoz o las ondas luminosas emitidas 
por una bombilla son ondas en tres dimensiones. 

Para describir geométricamente 
una onda tridimensional es conve­
niente introducir el concepto de 
frente de onda. Se denomina así al 
lugar geométrico de los puntos del 
medio en los cuales la fase de la onda 
es la misma. 

Este lugar geométrico es, en ge­
neral, una superficie. 

Estudiando la evolución de los 
frentes de onda con el tiempo se 
puede llegar a obtener una clara 
representación de la propagación de 
la onda tridimensional. 

Así, por ejemplo, si el foco que 
da lugar a la perturbación es un 
punto y el medio de propagación es 
homogéneo e isótropo, la onda se 
propagará con la misma velocidad en 
todas direcciones. En este caso los 

al 

bl 

frentes de ondas son superficies C ) 

esféricas y la onda se llama esférica 
(Fig. 27.6.c). 

Si el foco emisor es una recta de 
longitud infinita (Fig. 27.6.b), la 
onda que se produce es cilíndrica y 

y 

z 

su propagación se efectúa a lo largo Fº 27 6 zg. . 
de los radios del eje del cilindro. 

v -
X 
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En las ondas planas (Fig. 27.6.a), los frentes de onda son planos 
perpendiculares a la dirección de propagación. En la práctica, las ondas esféricas o 
cilíndricas pueden considerarse como planas cuando la distancia al foco sea 
suficientemente grande. 

Hay que señalar que la ecuación de propagación de una onda plana es similar a 
la de la onda unidimensional antes estudiada. En efecto, si la dirección de 
propagación es la del eje OX, la ecuación para la onda plana será del tipo (27.1), 
ya que todos los puntos con la mistij.a abcisa están en el mismo estado de 
perturbación. En general si la dirección de propagación viene dada por el versor ñ , 
entonces la distancia del origen al frente de onda sera r • ñ , por lo que la ecuación 
(27 .1) se escribe como 

u(r,t)=f(r-ñ-vt) (27.17) 

que representa a una onda plana que se propaga con velocidad v en la dirección, 
del vector ñ . 

Si la onda plana es senoidal, entonces su ecuación es 

u =A cos k(r -ñ-vt) =A cos(r •k-wt) (27.18) 

Al vector k = k ñ se le denomina vector de onda o vector de propagación. 

Finalmente, hay que señalar que la ecuación diferencial (27.7) que corresponde 
a una onda unidimensional debe modificarse en el caso de propagación en tres 
dimensiones. Así, la ecuación más general de propagación de ondas es 

(27.19) 

o bien 

.(27.20) 
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27.4.2. Principio de Huygens 

Las leyes de la reflexión y de la refracción de las ondas pueden ser deducidas a 
partir de un estudio de la propagación de la perturbación siguiendo los sucesivos 
frentes de onda. Para ello resulta de gran 
interés el denominado pnnc1p10 de 
Huygens que establece que todo punto de 
un frente de onda se puede considerar 
como un nuevo foco de ondas secun­
darias que se propagan en todas direc­
ciones; la envolvente de todas las ondas 
secundarias es el nuevo frente de onda. 

La figura 27. 7 muestra la aplicación 
del principio de Huygens en el caso de 
una onda esférica. Cualquier punto del 
frente de onda se considera como un 
nuevo emisor de ondas. Así, los puntos 
A1, B1 , ..• pertenecientes al mismo fren­
te de onda emiten simultáneamente ondas 

Fig. 27.7 

secundarias. Al cabo de un tiempo t, los radios de dichas ondas secundarias son 
vt, y su envolvente constituirá un nuevo frente de onda ( A2 , B2 , . .. ) que ha avan­
zado una distancia vt con respecto al anterior. 

27.4.3. Reflexión y refracción de on­
das planas 

Cuando una onda que se propaga 
por un medio llega a la superficie de 
separación con otro, ~a lugar a dos 
nuevas ondas que parten de la super­
ficie de separación: una, que se propaga 
en el mismo medio que la onda inci­
dente y recibe el nombre de onda refle-

. jada y otra que atraviesa la superficie de 
separación y se propaga en el segun-do 
medio, la onda refractada (Fig. 27.8). 

UllUaS 

incidentes 

Fig. 27.8 

Ondas 
reflejadas 

Ondas 
refractadas 

519 



Electromagnetismo y semiconductores 

La energía transportada por la onda se reparte entre las ondas reflejada y 
refractada, dependiendo el reparto de la naturaleza de ambos medios. 

Analicemos en primer lugar el fenómeno de reflexión. Para ello admitiremos 
que la onda incidente es plana, así como la separación entre los dos medios. 

Onda 
incidente 

Fig. 27.9 

Onda 
reflejada 

Supongamos que la onda 
incidente se propaga en la 
dirección l. Llamaremos án­
gulo de incidencia i, al án­
gulo que forma I con la nor­
mal a la superficie (Fig. 
27.9). 

Sea AE la posición de 
un frente de onda en un ins­
tante dado. Si la superficie de 
separación no existiese, dicho 
frente de onda seguiría avan­
zando en la dirección I y al 
cabo de un tiempo dado, t, 
estaría en la posición A 'E' . 

Sin embargo, lo que ocurre es que los puntos sobre la superficie de separación 
entre A y E' son alcanzados sucesivamente por el frente de onda a medida que 
éste avanza. Así, los puntos A, B, C, D, E se convierten en fuentes de ondas 
secundarias, que avanzan en el medio (1). 

Al cabo . del tiempo t los frentes de las ondas secundarias estarían en 
A", B", C", D", y la envolvente A" E" constituye el frente de la onda reflejada, 

que se propaga en la dirección R formando un ángulo r con la normal al plano de 
separación. 

Evidentemente, las distancias AA' y AA" son iguales, por lo que los triángu-: 

los AA'E" y AA''E" son simétricos con respecto al eje x. por tanto, 

i=r (27.21) 

En definitiva, cuando una onda plana incide sobre una superficie plana, se 
refleja, siendo el ángulo de incidencia igual al de reflexión. 
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El fenómeno de refracción 
consiste en el cambio brusco en la 
dirección de propagación de una 
onda al atravesar la superficie de 
separación entre dos medios en los 
cuales las velocidades de propaga­
ción son distintas. 

En la figura 27.10 se muestra 
una onda incidente que se desplaza 
en el medio (1) con velocidad v 1 y 

pasa a un medio (2) en el que la 
velocidad de propagación es 
Vz(V¡ > Vz). 

Como en el caso anterior, ca­
da punto A, B, C, D, E 11

, de la 

Movimiento ondulatorio 

Fig. 27.10 

superficie de separación entre dos medios se convierte en una fuente de ondas 
secundarias, que se propagan en el medio (2). Si la velocidad de propagación fuese 
la misma en los dos medios, al cabo de un tiempo t, el frente de onda AE se 
habría desplazado hasta la posición A 'E 11 

• Ahora bien, puesto que v 2 es menor 

que v 1 , la distancia realmente recorrida por el frente de la onda secundaria que 

parte desde A, AA II es 

AA 11 =v2 t=AA'~ 
V¡ 

y así sucesivamente con los demás puntos 1esde A hasta E 11 
, En defintiva vemos 

como se forma una onda refractada que se propaga en una dirección que forma un 
ángulo r con la normal al plano de separación. Dicho ángulo se denomina ángulo 
de refracción. 

La relación eatre dos ángulos incidente y de refracción es fácil obtener. Para 
ello basta con tener en cuenta que 

AA' = v 1 t = AE" sen i 

y que 

AA"= v2 t =AE"sen r 
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por tanto, dividiendo una expresión por la otra se tiene que 

seni v1 --=- (27.22) 
senr v2 

expresión que constituye la ley de refracción. 

Despejando sen r de dicha ecuación se tiene que 

a) 

( 1) 

(2) 

bl 

C) 

(2) 

Fig. 27.11 

522 

Vz . 
senr =-sen1 (27.23) 

V¡ 

evidentemente, si v 1 > v 2 , entonces el 

ángulo de refracción es mayor que el de 
incidencia. Por el contrario si v 2 > v 1 

entonces r > i . En este segundo caso pue­

de presentarse una situación especial. En 
efecto, si el ángulo de incidencia es tal que 
sen i = v 1 / v 2 entonces sen r = 90 

grados, con lo cual resulta que el rayo 
refractado es paralelo a la superficie de 
separación entre dos medios. El ángulo de 
incidencia que verifica esta condición se 
denomina ángulo critico, le. 

Evidentemente si i > ic, entonces se 

tendría que sen r > 1 , lo cual es eviden­

temente imposible. Por consiguiente, en 
este caso no se produce onda refractada y 
toda la onda se refleja. Este fenómeno se 
denomina reflexión total. 



27.5. Interferencias 

27.5.1. Interferencias de ondas armónicas 

Si en un medio se propagan 
dos o más ondas, los efectos de 
éstas se superponen, de forma que 
pueden aparecer regiones en las 
cuales la amplitud de la 
perturbación sea superior a la de 
cada una de ellas mientras que en 
otras zonas la amplitud disminu­
ye, llegando incluso a anularse. A 
este fenómeno se le conoce con el 
nombre de interferencia. 

En el estudio de la interf e­
rencia nos ceñiremos a un caso 
muy sencillo mostrado en la 
figura 27.12: dos centros 0 1 y 

O 2 son emisores de ondas armó-

Movimiento ondulatorio 

Fig. 27.12 

nicas de la misma frecuencia y amplitud. Admitiremos, además, que el medio de 
propagación es isótropo y homogéneo. 

En estas condiciones, las ondas emitidas por los focos O 1 y O 2 tienen como 

ecuaciones 

u 1 = A 1 cos(k r1 - wt) 

Si la magnitud que oscila es escalar, el valor de la perturbación en un punto 
determinado y en un instante dado será la suma de los efectos de las dos ondas, es 
decir 

es decir, se trata de la superposición de dos ondas armónicas desfasadas un ángulo 
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(27.24) 

Usando la notación basada en los vectores giratorios, la onda resultante se 
puede representar por 

cuya amplitud es igual a 

(27.25) 

Como vemos, la amplitud A depende del desfase entre las dos ondas, lo que a 
su vez es función, únicamente, de la posición del punto considerado. A puede 
variar, según la posición, entre los valores 

El límite inferior se alcanza en aquellos puntos en los cuales cos cp = -1 o bien 

cp = (2n + l)1t . En este caso, la amplitud es mínima y se dice que la interferencia es 

destructiva. 

Por el contrario, la máxima amplitud se produce en aquellos puntos en los 
cuales cos cp = 1, es decir cp = 2n 7t • Esta interferencia es constructiva. 

Teniendo en cuenta el valor de cp, dado por (27.24), podemos obtener los luga­

res geométricos en los que se producen las interferencias constructivas o 
destructivas. Así, la interferencia destructiva se produce en los puntos p que veri­
fican 

r¡ - r2 = (2n + 1) A 
2 

(27.26) 

mientras que las interferencias constructivas se producen en los puntos D tales que 

r1 -r2 =n'A. (27.27) 
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Ahora bien, la ecuación r1 - r2 = cte corresponde a superficies hiperbólicas 

cuyos focos son las fuentes 0 1 y 0 2 . Las superficies correspondientes a la inter­

ferencia destructiva se denominan nodales, mientras que las de máxima amplitud se 
llaman ventrales. 

27.5.2. Ondas estacionarias 

Consideremos ahora la interferencia de dos ondas armónicas y planas, de la 
misma amplitud y frecuencia, que se desplazan en sentidos opuestos. 

Tomaremos como dirección de propagación el eje x, y como origen de 
coordenadas un punto O en el cual las ondas se encuentren en fase. El origen de 
tiempos se tomará de forma que la fase inicial en O sea nula. De esta forma, las 
ecuaciones de las dos ondas son 

u1 =Acos(kx-wt) 

u2 =Acos(kx+wt) 

La onda resultante tiene por ecuación 

u=u 1 +u2 =A[cos(kx-wt)+cos(kx+wt)] 

y, operando. 

u = 2 A cos kx cos wt 

o bien 

27tX. 
u= 2Acos--coswt 

A 

(27.28) 

(27.29) 

Obsérvese que en las ecuaciones anteriores, las variables x y t no aparecen 
relacionadas según la combinación (x-vt), por lo que no parece haber propa-

gación alguna de ondas. Por ello a este tipo de movimiento ondulatorio se le deno­
mina de ondas estacionarias. En efecto la ecuación (27 .29) indica claramente que la 
oscilación de la magnitud u se produce, con la misma fase en todos los puntos del 
espacio: sin embargo, la amplitud de la oscilación depende de la posición según la 
ley 
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µ 
2Ll 

Fig. 27.13 

27tX 
A'=2Acos-­

A 
(27.30) 

La amplitud máxima vale 
2A y se produce en los puntos 
de abcisa x = n A / 2 . Estos 

puntos se llaman ventrales, co­
mo ya hemos comentado. 

La amplitud se anula en 
los puntos de abcisa 
x = (2n + 1) l / 4, que se de­

nominan nudos. 

27.5.3. Velocidad de 
grupo 

Cuando se superpo­
nen ondas que se propa­
gan con velocidad diferen­
te se obtiene, en general, 
un estado no periódico en 
cuyo estudio no vamos a 
entrar. Ahora bien, si las 
ondas que se propagan 
tienen frecuencias y velo­
cidades próximas, su 
composición da lugar a la 
formación de pulsos o 
trenes de onda (Fig. 
27.14.c). Hay que señalar 
que la velocidad de propa­
gación de tales pulsos, 
denominada velocidad de Fig. 27.14 
grupo, puede ser distinta 

de la velocidad de fase, o velocidad de cada una de las ondas que lo constituyen. 
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Para analizar esta cuestión consideremos dos ondas armónicas planas, de la 
misma amplitud, y pulsaciones ligeramente distintas, que se propagan en la 
dirección del eje OX con velocidades ligeramente distintas 

u1 =Acos(k1x-w 1t) 

La onda resultante es la superposición de ambas, esto es 

y, teniendo en cuenta que 

a+f3 a-f3 
cos a+ cos f3 = 2cos -- cos --

2 2 

resulta 

u=2Acos[(k1 :k2 )x-(w1 :w2 }] 

cos[(k1 ;k2 )x-(w1 ;w2 }] 

Si, para simplificar la escritura llamamos, 

W¡ +W2 
w=---

2 

11 w = _w_1_-_w_2 
2 

y 

y 

Se obtiene finalmente que 

u= 2Acos(kx - wt)cos(l!.kx-/1 wt) 

(27.31) 

(27.32) 
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la ecuación (27.32) representa una onda plana de pulsación w y longitud de 
onda 21t / k, que se propaga en la dirección OX. La amplitud de esta onda viene 
dada por 

A 1 = 2A cos(~ kx- ~ wt) (27.33) 

es decir, no es constante sino que corresponde a otra onda con pulsación ~ w y 
número de onda & . Este tipo de movimiento ondulatorio se llama de amplitud mo­
dulada. 

Es muy importante observar que las velocidaddes de la onda (27.32) y de la 
onda de amplitudes son distintas. Así, la onda común se propaga con la velocidad de 
fase 

w 
v=-

k 

mientras que la onda de amplitud se propaga con la llamada velocidad de grupo 

~w 
V=--

g ~k 
(27.34) 

Si, como hemos supuesto, ~w es pequeño, (27.34) puede escribirse como 

dw 
V=-

g dk 

y, teniendo en cuenta que w = vk, resulta 

dv 
vg =v+k­

dk 

(27.35) 

(27.36) 

ecuación que permite obtener la velocidad de grupo en función de la velocidad de 
fase. Dicha expresión puede escribirse también en función de la longitud de onda 
como 
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dv 
v =v-A-

g dA 
(27.37) 
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Se dice que el medio es no dispersivo cuando la velocidad de fase es 
independiente de k o de A. En este caso, dv/dk = O y la velocidad de grupo es 
igual a la velocidad de fase. 

Por el contrario, en un medio dispersivo, la velocidad de fase es una función del 
número de onda: cada componente de pulso se propaga con una velocidad distinta y 
la velocidad de grupo es distinta de la velocidad de fase. 

Finalmente, hay que indicar que en la transmisión de señales la información se 
transmite por la modulación de ondas y no por las propias ondas, es decir, la 
perturbación que se observa · es el pulso y no las ondas individuales que lo 
constituyen. Por tanto, al hablar de la velocidad con que se transmite la señal nos 
referimos a la velocidad de grupo y no a la velocidad de fase. 
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PROBLEMAS 

P.27.1. Escribir la ecuación de una onda plana armónica, que se propaga en la 
dirección OX con velocidad v = 100 mis. La amplitud de la perturbación 
es A= 5 cm y la longitud de onda A= 20m. 

SOLUCIÓN 

u=5 cos(:-107tt )cm 

P .27 .2. Comprobar que la función u = A cos (r • K - wt) es una solución de la 

ecuación de propagación de ondas. 

P.27.3. Sea una línea de transmisión como la descrita en el Ejemplo 27.1. 
Admitiendo que la onda de tensión es armónica, de la forma 
V= V

0 
cos(Kx - wt), determinar 

a) Onda de intensidad I = l(x, t) 

b) Relación Z
0 

= V(x, t) / l(x, t) 

SOLUCIÓN 

a) 

b) z = {L° 
0 ve 
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P.27.4. Una onda estacionaria tiene por ecuación 

u= 10 cos me cos20m 

donde u se mide en cm, x en metros y t en segundos. Calcular: 

a) Amplitud y velocidad de las ondas componentes. 

b) Distancia entre dos nodos consecutivos. 

SOLUCIÓN 

a) A= 5 cm; v = 20 mis 

b) d= lm 

P.27.5. En un medio elástico homogéneo se propagan dos ondas planas, una a lo 
largo del eje x y otra a lo largo del eje y: 

532 

u 1 = Acos(kx- wt) 

u2 =Acos(ky-wt) 

Sabiendo que dichas ondas son transversales y que la dirección de 
oscilación en ambos casos es la del eje OZ, determinar las ecuaciones de 
los lugares geométricos con amplitudes máxima y mínima. 

SOLUCIÓN 

a) Arnax:y=x±nA. 

b) Amin =O➔ y= x ± A. (n + 1) / 2 donde n es un número entero. 



P.27.6. La figura muestra dos caras 
perpendiculares de un prisma 
de vidrio que se encuentra 
inmerso en el vacío. En la 
cara (1) incide un rayo de luz. 
Indicar cual debe ser la velo­
cidad de propagación de la 
luz en el vidrio para que el 
rayo no salga por la cara (2), 
independientemente del ángu­
lo de incidencia. 

SOLUCIÓN 

v'.5:.c/.J2 

Movimiento ondulatorio 

P.27.6 

P.27.7. La velocidad de fase de una onda viene dada por la ley v = c11.112
, donde 

c es una constante. Determinar la velocidad de grupo. 

SOLUCIÓN 

1 
V =-V 

g 2 

P.27.8. La relación existente entre la frecuencia angular y el número de onda de 
las ondas electromagnéticas en la ionosfera es del tipo 

donde w 
O 

es una constante y c es la velocidad de la luz en el vacío. 

Calcular: 
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a) Velocidad de fase de las ondas electromagnéticas. 

b) Velocidad de grupo. 

c) Comprobar que v • v g = c2 

SOLUCIÓN 

a) 

b) v -c2[ __ k_2 -]112 
g - c2 k 2 +w~ 

P.27.9. Teniendo en cuenta la velocidad de fase obtenida para las ondas 
electromagnéticas en la ionosfera, obtenida en el problema anterior, 
calcular el ángulo crítico para microondas de pulsación w ( w > w 

O
) • 
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(Admitir que tanto la ionosfera como el aire que hay debajo son medios 
homogéneos e isótropos, y que la separación entre ambos medios es un 
plano). 

SOLUCIÓN 
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CAPÍTUL028 

ONDAS ELECTROMAGNÉTICAS 

28.1. Introducción 

Según se ha estudiado en capítulos anteriores, la presencia de cargas eléctricas 
y corrientes en una región del espacio supone la existencia de campos eléctrico y 
magnético cuyos valores pueden obtenerse a partir de las ecuaciones de Maxwell. Si 
las fuentes que dan lugar al campo electromagnético se modifican, éste también 
sufrirá la correspondiente variación. Ahora bien, las posibles modificaciones de los 

campos E y B no se producen simultáneamente en todos los puntos del espacio si­

no que cualquier perturbación electromagnética se propaga con una velocidad finita. 

A partir de las ecuaciones de Maxwell es posible deducir cual es la ecuación de 
propagación de una perturbación de este tipo. Como veremos en la siguiente sección, 
dicha ecuación es similar a la de propagación de una onda, con una velocidad de 
propagación para el caso del vacío igual a la de la luz. Por tanto, las ecuaciones de 
Maxwell predicen la existencia de ondas electromagnéticas de las que la luz no es 
más que un caso particular. 

log f 

7rv Rayos gamma 

- Luz_ 
visible 

Microondas 
Uhraviole1a 

Rayos X 

Radiofrecuencias 

Infrarrojo --

Fig. 28.1 
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En la figura 28.1. se reflejan los nombres dados a los distintos tipos de 
radiaciones electromagnéticas en función de su frecuencia. 

En este capítulo se estudiarán algunos aspectos importantes de las ondas 
electromagnéticas y su propagación en medios como el vacío, dieléctricos o 
conductores. Dicho estudio se limitará al caso de ondas planas y polarizadas 
linealmente con objeto de eliminar complejidad matemática en la obtención de sus 
ecuaciones. 

28.2. Ondas electromagnéticas planas en el vacío 

En la sección 21.4 se resumieron las cuatro ecuaciones de Maxwell, cuya 
expresión particular para el caso del vacío es 

divE=O 

divB=O 

- oB 
rotE=-­

dt 

Calculando el rotacional de la ecuación (28.3) 

- ( oBJ a -rot(rotE)=rot -- =--(rotB) ot ot 

y teniendo en cuenta la (28.4), resulta que 

Por otra parte, puede comprobarse por derivación directa que 

rot (rotA) = grad (div A) -1:J,.A 
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donde A es un campo vectorial cualquiera. Aplicando esta expresión al caso que 

nos ocupa, y teniendo en cuenta que div E = O en el vacío, resulta 

o bien 

(28.6) 

donde el laplaciano de E es un vector cuyas componentes son los laplacianos de las 

componentes de E . 

La (28.6) constituye la ecuación diferencial de propagación del campo eléctrico 
en el vacío. 

De modo similar, puede obtenerse la de propagación del campo magnético 

(28.7) 

Ambas ecuaciones son similares a la de propagación de las ondas (27 .20). 
Comparándolas con ella se deduce que la velocidad de propagación de una onda 
electromagnética en el vacío es 

1 
C=--=== 

..Jco µo 
(28.8) 

cuyo valor resulta ser la velocidad de la luz en el vacío 

c = 2 '998 • 108 m / s 

En definitiva, las ecuaciones de propagación de una onda electromagnética en el 
vacío puede escribirse como 
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y (28.9) 

Estudiemos algunas propiedades de la propagación de los campos E y B a 

partir del caso más simple de onda: onda armónica plana polarizada linealmente, 
admitiendo como solución de la (28.6) el campo 

E= E
0 

cos(kz- wt) (28.10) 

donde E 
O 

es un vector constante. Esta ecuación representa la propagación del cam­

po eléctrico en la dirección del eje OZ, con velocidad c = w/k. 

El campo (28.10) debe verificar todas las ecuacines de Maxwell, por tanto, 
según la (28.1) 

divE=0 V(z,t) 

Como E no depende de x ni de y, se puede escribir 

aE 2 ~=0=-E02 k sen(kz-wt) V(x,t) 

lo que implica que la componente de E O en la dirección de propagación es nula. Es 

decir el campo eléctrico E está contenido, en todo instante y punto, en planos per­

pendiculares a la dirección de propagación: la onda de propagación E es una onda 
transversal. 

Eligiendo un sistema de referencia tal que el plano XZ contenga al campo E 
(Fig. 28.2), las ecuaciones del campo que se propaga son 
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Ex= E 0 cos(kz-wt) 

E =0 y (28.11) 



Ahora bien, la propagación de 
este campo eléctrico variable lleva 
aparejada, necesariamente, la de un 
campo magnético. 

En efecto, a partir de (28.3) se 
obtiene que 

X 

Ondas electromagnéticas 

e 

z 

Fig. 28.2 

Integrando estas ecuaciones y eliminando las constantes de integración, que 
representan un campo magnético constante resulta 

k 
By =-E0 cos(kz - wt) 

w 
(28.12) 

es decir, el campo eléctrico va acompañado de un campo magnético, también 

transversal, que oscila en una dirección perpendicular a la de E y en fase con él. La 
amplitud de este campo magnético es 

B = !_E = Eº o o (28.13) 
w c 

En la figura 28.2, se ha representado la onda electromagnética armónica, plana 
y polarizada linealmente. 

Obsérvese que E, B y e constituyen un triedro a derechas. Por tanto, teniendo 

en cuenta la relación (28.13), puede escribirse con toda generalidad que 
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- 1 -
B =- (ük xE) 

c 
(28.14) 

donde ük es el versor correspondiente a la dirección de propagación. También pue­

de escribirse la relación vectorial entre E y B en la forma 

(28.15) 

28.3. Energía de las ondas electromagnéticas 

Cualquier movimiento ondulatorio lleva asociado un flujo de energía en la 
dirección de propagación de la onda. Concretamente, en el caso de las ondas 
electromagnéticas, la energía transportada puede ser obtenida a partir del vector de 
Poynting definido en la sección 21.5. 

Ñ=Exii 

De acuerdo con la (28.14), el vector de Poynting, para la onda electromagnética 
armónica plana y polarizada linealmente, es 

expresión que, teniendo en cuenta que ü k • E = O , resulta ser 

o bien 

(28.16) 

ecuación que pone de manifiesto que el vector Ñ lleva la misma dirección que la de 

la propagación de la onda. En este caso, N representa la energía asociada a la onda 
que atraviesa, por unidad de tiempo, la unidad de superficie normal a la dirección de 
propagación. 
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Al valor medio de jNj durante un período se le denomina intensidad de la onda 

electromagnética, I 

(28.17) 

es decir, la intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud del campo eléc­
trico. 

28.4. Propagación en un dieléctrico lineal, homogéneo e isó­
tropo 

Para analizar la propagac1on de una onda electromagnética en un medio 
dieléctrico lineal, homogéneo e isótropo de extensión infinita, caracterizado por una 
permitividad e y una permeabilidad magnética µ, basta con seguir un razona-

miento idéntico al expuesto en el apartado 28.2, pero sustituyendo en las ecuaciones 
de Maxwell las constantes € 0 y µ 0 por e y µ respectivamente. Con ello las 

ecuaciones de porpagación resultan 

(28.18) 

es decir, en un medio de las características citadas, las ondas electromagnéticas se 
propagan con una velocidad de fase 

1 c 
v-------=== -✓Jlf--~ (28.18) 

donde µr y cr son, respectivamente, la permeabilidad magnética y la permitividad 

relativas. 

Si el medio es no magnético, entonces µr = 1, por lo que es posible escribir, en 

la mayoría de los casos, que 
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c 
v=--

-Je; 
(28.19) 

es decir, la velocidad de la onda electromagnética es menor en un dieléctrico que en 
el vacío. A la relación 

(28.20) 

se le denomina índice de refracción del medio. 

Las propiedades de las ondas en un medio dieléctrico ideal son, por lo demás, 

idénticas a las vistas para el caso del vacío, siendo la relación entre B y E de la 

forma 

- 1 - n -
B = - (ük X E)= - (ük X E) (28.21) 

V C 

y la intensidad de la onda 

(28.22) 

Hay que señalar que en los dieléctricos reales el comportamiento de las ondas 
electromagnético difiere del caso ideal expuesto hasta ahora, apareciendo fenómenos 
de dispersión y de absorción. 

En efecto, en general, la permitividad relativa de un dieléctrico real es una 
función de la frecuencia, y por tanto, la velocidad de iase varía con la misma, 
apareciendo el fenómeno de dispersión descrito en el apartado 27.5 .3. Ello hace 
necesario que en la propagación de una onda no monocromática ( composición de 
ondas de diferentes frecuencias) se tenga que distinguir entre la velocidad de fase 
(v = w/k) y la velocidad de grupo (v g = dw / dk) . 

Por otra parte, en su propagación a través del dieléctrico, la onda puede perder 
energía al excitar transiciones entre niveles de energía. Por ejemplo, los electrones 
que ocupan determinados niveles de energía pueden absorber parte de la energía 
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transportada por la onda y pasar a un nivel superior. Así, la intensidad de la onda, y 
por tanto su amplitud, decrece a medida que se propaga. En general, la atenuación 
de la onda puede representarse mediante una relación del tipo 

(28 .23) 

donde ~ es un coeficiente, llamado coeficiente de absorción que depende de la 

frecuencia. 

28.5. Ondas electromagnéticas en un medio conductor. Efecto 
pelicular 

La propagación de una onda electromagnética en un medio conductor lleva 
aparejada la existencia de corrientes eléctricas debidas al campo eléctrico oscilante. 
Puesto que cualquier corriente exige un aporte de energía, que se disipa en forma de 
calor por efecto Joule, la onda irá cediendo su energía a medida que avanza a través 
del medio. En defintiva, en un medio conductor las ondas electromagnéticas son 
fuertemente atenuadas. En este apartado se determinará está atenuación y se verán 
algunas de sus consecuencias prácticas. 

La deducción de los campos E y B que pueden existir en un conductor puede 

efectuarse , de modo general, a partir de las ecuaciones de Maxwell. Sin embargo, 
los cálculos que lleva aparejados son complejos y se salen de los objetivos de este 
texto. Nos limitaremos, por tanto, a estudiar un caso sencillo, en el que se parte de 
una solución posible, comprobando luego su compatibilidad con las ecuaciones de 
Maxwell. 

Sea un medio conductor, homogéneo e isótropo que ocupa el semiespacio 
z > O . Sean cr, E y µ la conductividad, permititividad y permeabilidad magnética 

del medio, respectivamente. Supongamos que la onda se propaga en la dirección del 

eje OZ y que el campo E oscila en la dirección del eje OX figura 23.8. Como se 
ha indicado anteriormente, es de esperar que la onda se atenúe a medida que avanza, 
por lo que la ecuación que la representa no puede ser del tipo (28 .10), sino que la 
amplitud debe decrecer con z. Ensayemos un campo oscilante de la forma 
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z 

Fig. 28.3 

Ex = E 0 exp(- az ]cos(kz-wt) 

(28.24) 

donde a es un coeficiente de ate­
nuación. Comprobaremos a con­
tinuación que un campo de este 
tipo es compatible con las ecua­
ciones de Maxwell y determina­
remos cual es el valor de a . Por 
comodidad en los cálculos, se ex­
presa la ecuación (28.4) utili­
zando la notación basada en los 
vectores giratorios ( Ex no es pe-

riódico en z pero si en t): 

Ex= Re(Ex) = Re{E0 exp[-az ]exp(j(kz-wt) ]} (28.25) 

o bien 

Ex =E 0 exp(z(- a+ jk)]exp(-j wt] (28.26) 

El campo magnético asociado a este campo eléctrico variable, se calcula 
mediante la ley de Faraday (28.3) que, desarrollada, da lugar a las ecuaciones 

dBX = O 
dt 

Integrando estas ~cuaciones y eliminando las constantes de integración se obtie­
nen las componentes del campo magnético 

544 



Ondas electromagnéticas 

B = . (a- jk) E 
y J X 

w 
(28.27) 

donde Bx=Re(Bx), By=Re(By) y B 2 =Re(B2 ). Las ecuaciones (28.27) 

ponen de manifiesto que el campo B también es transversal (sólo tiene componente 
en y) y su amplitud decrece con z según el mismo factor que en el campo eléctrico. 

Comprobemos ahora que los campos eléctrico y magnético así obtenidos 
verifican las otras tres ecuaciones de Maxwell. Así, resulta evidente que 

- aE 
divE=--x =0 ax 

_ aBy 
divB=--=0 ay 

ya que tanto Ex como By sólo dependen de z. Obsérvese que se está · suponiendo 

que en el conductor no hay densidad volumétrica de carga. 

Finalmente, falta por comprobar la ecuación de Ampere-Maxwell que, para el 
caso de un conductor es 

- - aE 
rotB = µJ + µEat 

y, teniendo en cuenta que j = cr E , resulta 

- - aE 
rot B = µ cr E+ µ E at 

Ahora bien, en un buen conductor, las corrientes de conducción son mucho 
mayores que las de desplazamiento (ver Ejemplo 21.1) salvo para frecuencias muy 
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altas. Por tanto despreciaremos las corrientes de desplazamiento. En definitiva, la 
expresión de la ley de Ampere-Maxwell que hemos de comprobar es 

rotB =µcrE (28.30) 

El primer miembro de esta ecuación es, teniendo en cuenta (28.27) y (28.26), 

siendo nulas las otras componentes. 

Por tanto, la verificación de la ley de Ampere-Maxwell exige que 

.(-a+ jk)2 - -
J----Ex = µcrEx 

w 

o bien 

.(-a+ jk)2 

J--~-=µcr 
w 

operando, esta condición se describe como 

. (a2 -k2) 2ak 
J----+--=crµ 

w w 

de donde se deduce que a = k y que 

2a2 
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--=crµ 
w 

En definitiva, los coeficientes a y k son iguales y vai.en 

~ 
k=a=V~ 

(28.31) 

(28.32) 

(28.33) 



La inversa de a., a 

a- {I v~ 
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(28.34) 

recibe el nombre de profundidad de penetración, y representa la distancia de la 
superficie a la cual la amplitud del campo es E 

O 
/ e . Como puede verse en la 

ecuación (28.34), la profundidad de penetración disminuye con la frecuencia. Esto 
supone una importante limitación a la hora de diseñar conductores que deban 
transportar corrientes de frecuencias elevadas. Si el conductor es cilíndrico, el 
campo eléctrico será paralelo a su eje, y se verá fuertemente atenuado en los puntos 
interiores. 

Puesto que la densidad de corriente es proporcional a E , resulta evidente que 
en un conductor metálico, a muy altas frecuencias, toda la corriente está distribuida 
en una estrecha capa próxima a la superficie. Este efecto se conoce con el nombre de 
efecto de superficie o efecto pelicular. 

Si el conductor es ideal ( o = oo) , la profundidad de penetración es nula, es 

decir, un conductor ideal resulta absolutamente opaco a las ondas electromagnéticas. 
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PROBLEMAS 

P.28.1 Un haz láser de 1 mm. de diámetro transporta una potencia de 1 Kw. 
Calcular: 

a) Amplitud del campo eléctrico E O • 

b) Amplitud del campo magnético B O • 

SOLUCIÓN 

a) E
0 

=9'8-105 V/ m 

b) 

P.28.2. Una onda electromagnética plana se propaga en el vacío. Sabiendo que su 
frecuencia es f = 98' 4 M Hz y que la amplitud del campo eléctrico es 

E
0 

= 20m V/ m. Calcular: 

a) Amplitud de la densidad de corriente de desplazamiento. 

b) Intensidad de la onda. 

SOLUCIÓN 

a) J0o=O'llmA/m2 

b) 1=0'53 µ W / m2 
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X 

b 

a 

z 

y 

P.28.3 

P.28.3. La componente eléctrica de 
una onda electromagnética 
plana, polarizada lineal­
mente y armónica, que se 
propaga por el vacío, es 

E =E =0 y z 

Calcular: 

a) F.e.m. inducida sobre la 
espira rectangular de la­

dos a y b, de la figura. 

b) Valor de b para que la amplitud de dicha f.e.m. sea máxima. 

SOLUCIÓN 

b) b=A(n+l)/2 

P.28.4. Una onda electromagnética plana, armónica y polarizada linealmente se 
propaga en el vacío. Calcular la relación entre las densidades de energía 
eléctrica y magnética, w E / w 8 

SOLUCIÓN 
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P.28.5. Una onda electromagnética se propaga en un dieléctrico perfecto de 
permitividad e y permeabilidad µ . Demostrar que la intensidad de la 

onda, I, puede expresarse como 

l=W·V 

donde w es el valor medio de la densidad de energía electromagnética y v 
es la velocidad de fase. 

P.28.6. En el vacío se establece una onda electromagnética estacionaria cuya 
componente eléctrica es 

Ex = E 0 COS kz cos wt 

E =E =0 y z 

Obtener: 

a) Componente magnética de la onda B (z, t). 

b) Vector de Poynting. 

c) Intensidad de la onda. 

SOLUCIÓN 

a) 
E 

By = - 0 senkz sen wt; Bx = B 2 = O 
c 

b) 

c) 1=0 
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P.28.7. Una onda electromagnética de frecuencia f = 2 k Hz incide sobre la 
superficie del mar. Calcular: 

a) Relación entre las amplitudes de las corrientes de conducción y de des­
plazamiento. 

b) Profundidad de penetración. 

c/ Profundidad para la cual la amplitud del campo eléctrico disminuye 
hasta un 1 % de su valor en la superficie. 

SOLUCIÓN 

b) d=5'6m 

c) z=25'9m 

P.28.8. Una onda electromagnética de frecuencia f = 1 k Hz penetra en un 

conductor. Sabiendo que la conductividad cr = 5 . 1 O 7 n-1 m - 1 y que 

µ
0 

= µ , calcular: 
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a) Desfase ente B y E . 

b) Relación E/B. 

Establecer una comparación con el caso de propagación en el vacío. 

SOLUCIÓN 

a) <p = 1t / 4rad. 

b) E/B = 10 mis. En el vacío, E yB están en fase y la relación E/B 

= c = 3 • 108 mis es mucho mayor. 
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CAPÍTUL029 

NATURALEZA CORPUSCULAR DE LA 
RADIACIÓN 

29.1. Introducción 

A finales del siglo pasado, y desde la óptica que interesa al capítulo que se va a 
desarrollar, la Física se encontraba en una situación que se podría resumir en lo 
siguiente: 

Por un lado, se había puesto de manifiesto el carácter discontinuo de la materia, 
que a su vez se extendía a los fenómenos eléctricos con el descubrimiento del 
electrón. 

Por otro, se había afianzado el carácter ondulatorio de la radiación a partir de la 
teoría de Maxwell, ampliamente confirmada por todas las manifestaciones 
ondulatorias de la radiación en su propagación (reflexión, difracción, interferencias, 
etc.). 

Sin embargo, respecto a la radiación, una serie de fenómenos concretos 
quedaban sin explicar a partir de la teoría electromagnética. Las experiencias con la 
radiación térmica no encontraban justificación teórica. Los resultados medidos en el 
efecto fotoeléctrico y Compton tampoco se explicaban a partir de las ecuaciones de 
Maxwell. En definitiva, la teoría desarrollada hasta entonces resultaba insuficiente 
para explicar los fenómenos citados. 

Esta situación de crisis, que no era nueva en el desarrollo de la Física, exigía un 
nuevo planteamiento teórico asumido por unos nuevos principios que, además de 
explicar satisfactoriamente estos resultados experimentales, fueran compatibles con 
toda la teoría desarrollada hasta entonces y confirmada por la experiencia. 
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La teoría de los cuantos de Planck constituye el postulado que cumple los 
requisitos antes mencionados, ofreciendo una explicación correcta a la radiación 
térmica y sirviendo de base para que, posteriormente, Einstein construyera su teoría 
de los fotones explicando el efecto fotoeléctrico. La descripción de estas 
experiencias, sus dificultades y su posterior interpretación a partir de los cuantos de 
Planck es el objeto de este tema. 

Posteriormente, y en base al postulado de Planck, Bohr plantea una estructura 
del átomo que explica los espectros de emisión y absorción. Todo ello lleva a una 
cuantización de la radiación, es decir a un tratamiento de la onda como corpúsculo. 

En 1925, De Broglie introduce lo que podríamos llamar enunciado simétrico al 
de Planck, por el que pone de manifiesto el carácter ondulatorio de las partículas y 
es en este contexto de dualidad onda-corpúsculo en el que se plantea la ecuación se 
Schrodinger, fundamental en el posterior desarrollo de toda la mecánica cuántica. 

29.2. La radiación térmica 

Se denomina así a la emisión de ondas electromagnéticas de un cuerpo debido a 
su temperatura. Todo cuerpo emite radiación hacia su entorno y a su vez la absorbe 
de él. El balance de esta radiación emitida y absorbida por el cuerpo da un índice de 
la temperatura del mismo respecto a los que lo rodean, de modo que si un cuerpo se 
encuentra a una temperatura superior a los que lo rodean, emitirá más radiación de 
la que absorbe. Cuando la cantidad de radiación absorbida es igual a la emitida, el 
cuerpo se encuentra en equilibrio térmico. 

Si se calienta una barra metálica, se observa que a una temperatura 
relativamente baja la barra irradia calor pero no presenta ninguna característica 
visible de su aumento de temperatura. A medida que ésta aumenta, también lo hace 
la radiación, y empiezan a apreciarse efectos visibles. Así, primero tomará un color 
rojo que se irá haciendo cada vez más brillante hasta que, a temperaturas muy altas, 
tomará un color blanco azulado. Si tenemos en cuenta que . en el espectro visible la 
longitud de onda va disminuyendo del rojo al azul, se concluye que la frecuencia de 
la radiación emitida por un cuerpo aumenta con la temperatura. 

El espectro de radiación que resulta de representar la cantidad de radiación total 
en función de la frecuencia emitida resulta característico para cada material. 
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Sin embargo, si cuerpos de distinto material se cubren de una capa mate de 
carbón negro o negro-bismuto, se observa que al realizar el experimento anterior los 
espectros emitidos son similares. En definitiva, independientemente de su 
composición, todos los cuerpos con las superficies así tratadas a las mismas 
temperaturas emiten radiaciones de idéntico espectro. 

Este hecho apuntó la conveniencia de estudiar un modelo teórico de estos 
cuerpos al que se denominó cuerpo negro, cuya superfice absorbe la totalidad de la 
radiación que incide sobre ella. 

El dispositivo que · mejor se 
aproxima a este modelo teórico es 
la superficie de un pequeño ori­
ficio practicado en un recinto 
cerrado cuyas paredes interiores se 
han ennegrecido. Un rayo que pe­
netre por el citado orificio sufrirá 
sucesivas reflexiones en su inte­
rior, de modo que en cada una de 
ellas parte de la energía será ab­
sorbida y finalmente sólo una pe­
queña fracción de ese rayo podrá 
salir de la cavidad (Fig. 29.1). 

Fig. 29.1 

La emisión total del cuerpo negro viene dada por la radiación total, R, definida 
como la energía emitida por unidad de superficie y unidad de tiempo. La parte de 
esta energía transportada por las radiaciones cuyas frecuencias entán comprendidas 
entre v y v + dv es 

(29.1) 

donde R v se denomina radiación espectral. 

En 1899, Lummer y Pringsheim, después de un proceso experimental muy 
laborioso y preciso, llegaron a representar la radiancia espectral en función de la 
frecuencia emitida para distintas temperaturas, obteniendose las curvas 
representadas en la figura 29 .2. 
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Experimentalmente se comprueba que: 

V 

Fig. 29.2 

a) La radiancia espectral 
depende de la frecuencia 
y de la temperatura, y es 
independiente de las pro­
piedades del cuerpo negro 
considerado. 

b) Para pequeños valores de 
v , R v es proporcional a 

v2 
, mientras que para 

altos valores de v , R v di~ 

minuye exponencialmente 
con el aumento de v . 

c) La radiancia total R se ob­
tiene mediante la expre­
sión: 

(29 .. 2) 

cuyo resultado, medido experimentalmente, constituye la ley de Stefan-
Boltzmann · 

R= crT4 (29.3) 

siendo 

la constante de Stefan-Boltzmann. 

d) La frecuencia v para la cual R v tiene su valor máximo es proporcional a 

la temperatura absoluta 

v =aT max (29.4) 
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donde a = 196 c/s-K (c = velocidad de la luz en el vacío). La relación 
(29.4) es la conocida ley de desplazamiento de Wien. 

e) La radiancia espectral se puede representar por la expresión 

(29.5) 

donde f es una función algebraica que sólo depende de (v / T). 

La forma de la función f fue deducida, aplicando los principios de la 
termodinámica estadística, encontrándose dos expresiones, únicamente válidas en 
diferentes regiones del espectro, y que dieron lugar a dos formas distintas de la 
ecuación (29.5), a saber: 

21tk-T 2 
Rv = 2 V 

c 
(29.6) 

conocida como ecuación de Rayleigh-Jeans, donde c es la velocidad de la luz y k 
la constante de Boltzmann, y que es válida para bajas frecuencias, y 

(29.7) 

para altas frecuencias, donde a1 y a2 son constantes independientes de la tempe­

ratura. 

En definitiva, por aplicación de los principios de la Física Clásica no se podía 
explicar los resultados experimentales puestos de manifiesto en las curvas de la 
figura 29 .2. 

29.3. Teoría de Planck de la cavidad radiante 

En 1900, el físico alemán Max Planck formuló una nueva teoría, a la que 
denominó teoría de los cuantos, que explica la discrepancia entre teoría y experi­
mento anteriomente citada. 
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Planck postuló la discontinuidad en la energía intercambiada entre la pared de 
la cavidad y la onda de frecuencia v , enunciando el siguiente principio: 

La radiación intercambiada entre la superficie caliente y su entorno es tal que su 
energía asociada es un múltiplo entero de la frecuencia de la radiación multiplicada 
por una constante h, es decir, 

E=nhv, n = 1, 2, ... (29.8) 

A la cantidad de energía elemental, hv , se la denomina cuanto de energía y h 
es una constante universal cuyas dimensiones son las de una energía por un tiempo y 
cuyo valor es 

h=6'63-10-34 J-s 

A ésta, se la denomina constante de Planck. 

Según este principio, los intercambios de energía son siempre números enteros 
del cuanto de energía, es decir, la energía está cuantizada. 

Partiendo de esta nueva hipótesis, Planck obtuvo, para cuantificar la radiancia 
espectral del cuerpo negro, la expresión 

3 

R _ 21thV [ hv/kT rl ---- e -1 
V 2 

c 
(29.9) 

que incluye como casos particulares a las fórmulas (29.7) y (29.6). En efecto, para 
valores pequeños de la frecuencia, v ( ( KT / h , es 

ehv/kT -1"" hv 
KT 

por lo que 

R = 21tkTv
2 

V C2 

expresión que coincide con la (29.6). 
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Para valores altos de la frecuencia (v >> kT / h), el termino ehv/kT es muy 

superior a la unidad, y la expresión (29.9) se transforma en 

R 
_21thv3 -hv/kT .. 

V - 2 e 
c 

ecuación similar a la (29.7). 

Todo este proceso por el que una nueva formulación representa una 
generalización de los resultados clásicos, apareciendo éstos como casos particulares 
límites, no es único en el avance de la Física de nuestro siglo, sino que constituye 
toda una metodología de comprobación parcial de los principios o postulados. 

Nota complementaria 29.1. Interpretación del postulado de Planck 

Las radiaciones emitidas por la superficie de la cavidad del cuerpo negro son 
debidas a las oscilaciones de los átomos de la materia que la constituye; oscilaciones 
excitadas por el aumento de temperatura. 

Según la teoría electromagnética los estados de excitación de estos átomos son 
continuos y en consecuencia también lo es la energía emitida por ellos. 

Planck postula que estas oscilaciones del tipo armónico simple sólo pueden 
tener energías totales discretas. 

Ahora bien, cabría pensar que el comportamiento de ciertos sistemas estudiados 
en Mecánica, está en desacuerdo con este postulado y que en ellos la energía toma 
valores continuos. Veamos un ejemplo sencillo y 
comparemos los resultados con los previstos por la teoría 
de Planck. 

Así, el péndulo simple constituido por un hilo de 0.5 
m. de longitud en cuyo extremo tiene una masa puntual de 
5 gramos y que se abandona desde una amplitud respecto 
a la vertical de 0.1 rad. En las sucesivas ondulaciones la 
energía del péndulo se va disipando por rozamiento. ¿Será 
continua dicha disipación de energía? m 
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La frecuencia v de oscilación del péndulo es 

1 ~ 1 ~'8 v= - -=- -=0'7/seg 
27t 1 27t 0'5 

Según la teoría de planck la energía está cuantizada de modo que el cuanto de 
energía disipado es 

.6.E = hv= 6'63x10-34 x0'7 = 4'64x 10- 34 J 

La energía total del péndulo es 

E= mgh = mgl(l-cos 0)= 1'22-10 - 4 J 

Según estos resultados, para poder apreciar la cuantización de la energía se 
necesitaría porde realizar medidas de una precisión al menos igual a 

.6.E = 2'68x 10-29 

E 

lo que resulta imposible con los equipos de medida de que se dispone. 

Este resultado pone de manifiesto que en todos aquellos experimentos en los que 
el cuanto de energía sea tan pequeño no se puede saber si cumplen o no el postulado 
de Planck, y todo ello se debe al pequeño valor de la constante h. Así, en todos los 
sistemas mecánicos se puede considerar que h es nula y por tanto que la emisión de 
energía es continua. Sin embargo en sistemas físicos cuya frecuencia sea tal que su 
producto por h sea comparable a la energía que se disipa, es de plena validez la 
teoría de Planck, como se comprobará en los temas siguientes. 

29.4. Propiedades corpusculares de la radiación. Efecto fotoe­
léctrico 

En este apartado se estudia el proceso de interacción de la radiación con la 
materia, siendo dos los fenómenos que están más directamente implicados en la 
comprobación de la naturaleza de esta interacción, a saber: efecto fotoeléctrico y 
efecto Compton. 
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Dada la poca aplicación que el efecto Compton tiene en lo que va a constituir el 
resto del capítulo, y puesto que su estudio exigiría la utilización de la teoría de la 
relatividad especial, se estudiará únicamente el efecto fotoeléctrico como fenómeno 
tipo que también requiere para su correcta interpretación aceptar el postulado de 
Planck como punto de partida. 

Se denomina efecto fotoeléctrico al fenómeno consistente en la emisión de 
electrones (fotoelectrones) de la superficie de un metal sometido a raciaciones de 
longitud de ondas cortas. 

En 1887, Hertz descubrió, en el transcurso de unas experiencias, que una 
descarga eléctrica entre dos electrodos ocurre más fácilmente cuando sobre uno de 
ellos incide la luz ultravioleta. Posteriormente, Llenard demostró que la luz 
ultravioleta facilita tal descarga porque ocasiona la emisión de electrones desde la 
superficie del metal. 

El dispositivo experimental 
utilizado para estudiar el efecto 
fotoeléctrico se esquematiza en 
la figura 29.3. 

La luz incidente monocro­
mática atraviesa la ventana de 
cuarzo e incide sobre la super­
ficie A del metal, donde se 
liberan electrones. Estos elec­
trones son atraídos hacia la 
copa metálica B (mediante la 
diferencia de potencial apli­
cada), detectándose una co­
rriente en el galvanómetro G. 

~ 
--ll'--A-1-------- ~ luz 

incidente 

V 

Fig. 29.3 

interruptor de 
inversion de 
polaridad 

A media que aumenta V también lo hace I, hasta que ésta alcanza un valor 
límite (intensidad de saturación), en el que la intensidad se hace_ independiente de la 
tensión. Este valor límite refleja la situación de que todos los fotoelectrones emitidos 
por A llegan a B. 

Ahora bien, si disminuye el valor de V hasta cero, se observa que la inten­
sidad, aunque desciende, no es nula, de modo que para anularla se debe invertir el 
sentido de V y llevarlo a un valor V O denominado potencial de frenado. 
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Este hecho pone de manifiesto que los electrones liberados de A poseen una 
energía cinética T que hace que algunos alcancen la copa B. Sometiendo dichos 
electrones al potencial de frenado V O , ninguno de ellos alcanzará la copa B. Por 

tanto 

(29.10) 

donde Tmax es la mayor energía cinética de los electrones emitidos. 

Experimentalmente se comprueban los siguientes hechos: 

a) 

-Vo 

b} 
3 

2 

4 

V 

8 

Fig. 29.4 

1.- Tmax es independiente de la 

intensidad de la luz mono­
cromática incidente, tal y 
como se muestra en la 
figura 29.4.a, en la que ca­
da curva corresponde a una 
intensidad distinta. 

2.- Representando los poten­
ciales de frenado V O para 

cada valor de la frecuencia, 
se observa que · existe un 
valor de ésta, v O , denomi-

nada frecuencia de corte, 
por debajo de la cual no se 
produce el efecto fotoeléc-

. trico figura 29.4.b. 

Estos resultados no pueden 
ser explicados según la teoría 
ondulatoria de la luz. En efecto: 

a) Según la teoría ondulato­
ria, la fuerz;a aplicada al 
electrón e-:. E e y la energía 

.. cinética que adquiere sería, 
evidentemente, proporcional 
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a E. Sin embargo, el valor de E (vector eléctrico oscilante de la onda 
luminosa) aumenta al aumentar la intensidad· del haz luminoso. Por tanto, 
Tmax debería aumentar con el incremento de la intensidad luminosa, 

resultado éste que no se confirma en la experiencia . 

b) Por otra parte, la teoría ondulatoria establece la proporcionalidad entre la 
energía del haz luminoso y la intensidad del mismo. Por tanto, no se explica 
la existencia de una frecuencia de corte, por debajo de la cual no se 
produce el efecto fotoeléctrico incluso cuando se aumenta la intensidad. 

29.5. Teoria de los fotones de Einstein 

En 1905, Einstein propuso una nueva teoría sobre la naturaleza de la luz según 
la cual la energía radiante estaba cuantizada en paquetes concentrados a los que 
denominó fotones, poniendo en crisis la teoría ondulatoria de la luz universalmente 
aceptada hasta entonces. El efecto fotoeléctrico y su interpretación en base a la 
nueva teoría fue una aplicación fundamental en la aceptación de la misma. 

Según Eisntein, las manifestaciones ondulatorias de la luz (difracción, 
interferencias, etc) tienen lugar en aquellos fenómenos en los cuales el número de 
fotones es elevado y por tanto los observables son un promedio de los 
comportamientos individuales de los fotones. 

Aplicando la teoría de Planék, supuso que la energía E del fotón está relaciona­
da con su frecuencia v , mediante la ecuación 

E=h v 

En el efecto fotoeléctrico, los electrones libres del cátodo absorben un fotón, 
adquiriendo toda su energía, de modo que la energía cinética T de los electrones 
ermtidos es 

T=hv-<I> (29.11) 

aonde @ es el trabajo necesario para extraer el electrón del metal, venciendo_ las 

;··..it·~~s atractivas a que se encuentra sometido el el~c~ón en el metal. Evidentemente 
existirán elect:rorws que están más ligados al metal que otros; en el caso en que el 
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enlace con el metal sea el más débil, el fotoelectrón será emitido con la energía 
cinética máxima Tmax , cumpliéndose 

(29.12) 

donde q>
0 

es la función de trabajo y representa la mínima energía necesaria para que 

el electrón abandone el metal. 

Esta teoría propuesta por Einstein explica satisfactoriamente los fallos (a) y (b) 
observados en el efecto fotoeléctrico y enunciados en el apartado anterior. En efecto: 

- En cuanto a la falta de dependencia de Tmax con la intensidad de la luz, 

resulta explicada por la ecuación (29.12), ya que al aumentar la intensidad lumino­
sa crece el número de fotones, pero no su energía, que sólo depende de v . 

- Por otra parte, aparece plenamente justificada la existencia de una frecuencia 
de corte , correspondiente a la frecuencia de los fotones con la mínima energía 
suficiente para arrancar un electrón. Haciendo Tmax = O en (29.12) resulta 

V=~ 
º h 

(29.13) 

Si v ( v O , los fotones no podrían comunicar a los electrones la energía sufi­

ciente para abandonar el metal, independientemente de la intensidad de la luz. 

Sustituyendo (29.10) en (29.12) resulta 

V =hv -~ 
0 e e 

(29.14) 

lo que pone de manifiesto la relación lineal entre el potencial de frenado V O y la 

frecuencia. La pendiente de la recta es 

E_= 4'14-10- 15 V -S 
e 

valor que sirve para calcular experimentalmente la constante Planck. 
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La Física actual utiliza la hipótesis del fotón no sólo para la luz visible, sino 
para todo el espectro electromagnético. Así, para una radiación energética como los 
R-X, la energía del fotón puede ser del orden de Mev siendo dichos fotones capaces 
de extraer electrones fuertemente ligados a átomos pesados. Los fotones de la luz 
visible tan sólo son capaces de arrancar electrones débidamente ligados, tales como 
los electrones de conducción de un metal. 
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PROBLEMAS 

P.29.1 Determinar la radiancia total de un cuerpo negro a 500 K. Calcular la 
relación R(l000 K) / R(500 K). 

SOLUCIÓN 

R(500 K) = 3544'8 w / m2 

R(lO00 K) / R(500 K) = 16 

P.29.2. Obtener las dimensiones de la constante de Planck. Comprobar que sus 
dimensiones son iguales a las del momento cinético. 

SOLUCIÓN 

P.29.~. Demostrar que R = crT4
• Calcular el valor de cr . 

( 

' oo x3 7t4 J 
Nota:f --dx=-

0 ex -1 15 

SOLUCIÓN 

567 

1 



Electromagnetismo y semiconductores 

P.29.4. Demostrar, a partir de la ecuación (29.9), la ley de desplazamiento de 
Wien. Calcular el valor de la constante a. 

SOLUCIÓN 

P.29.5. Sabiendo que el máximo de Rv, correspondiente a la luz solar antes de 

atravesar la atmósfera, se produce para la frecuencia vm = 3'6 1014 s-1 , 

calcular la temperatura del sol. 

SOLUCIÓN 

T = 6122 K 

P.29.6. Determinar la energía, en eV, de un fotón cuya longitud de onda es 1000 
A. 

SOLUCIÓN 

E=12'4 eV 

P.29.7. Determinar la longitud de onda de un fotón tal que su energía sea igual a la 
energía cinética de un electrón que se mueve a una velocidad 

v=106 m/s. 

SOLUCIÓN 

"- = 4365A 
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CAPÍTUL030 

ESTRUCTURA DEL ÁTOMO 

30.1. El átomo de Bohr 

En 1913, el físico danés Niels Bohr 
propuso una teoría del átomo de hidró­
geno que marcó el inicio de una nueva 
era en la historia de la física. Según esta 
teoría, el átomo de hidrógeno está 
constituído por un núcleo de carga +e, 

en el cual está concentrada la práctica 
totalidad de la masa del átomo, y por un 
electrón de carga -e y masa des­
preciable frente a la del núcleo, girando 
alrededor de éste en una órbita circular 
de radio r. 

Puesto que las cargas de estas dos 
partículas son de signo contrario, el nú­
cleo que supondremos fijo, ejerce una 
fuerza de atracción sobre el electrón 

Fig. 30.1 

(30.1) 

Y, si el electrón describe un movimiento circular uniforme, de radio r y veloci­

dad v, se cumple que F = maN, o bien 

ee mv2 

k-=--
r2 r 

(30.2) 
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Como vemos, la expresión (30.2) relaciona el radio de la órbita con la velocidad 
del electrón. 

Ahora bien, en su movimiento alrededor del núcleo, el electrón está sometido a 
una aceleración (aceleración normal) por lo que, según la teoría clásica del 
electromagnetismo, debe emitir radiación electromagnética. La emisión de ondas 
electromagnéticas supone una pérdida de energía del electrón, que de esta forma iría 
precipitándose sobre el núcleo. Vemos, pues, que el modelo planetario es 
incompatible con las leyes del electromagnetismo, al ser imposible justificar de esta 
forma la estabilidad de los átomos. 

Para resolver este problema, Bohr aportó una justificación ad hoc, suponiendo 
que las leyes clásicas del electromagnetismo no son válidas a la escala átomica. En 
rotunda oposición con las mismas, Bohr formuló los siguientes postulados: 

570 

a) El electrón puede conservar un estado estacionario, sin emitir radiación ni 
perder energía, cuando describe determinadas órbitas circulares muy 
definidas. 

b) La transición de un estado estacionario, caracterizado por un nivel de 
energía E 1 , a otro estado estacionario, de energía E 2 está acompañada 

por una emisión o absorción de energía en forma de radiación de frecuencia 

IE2-E1I 
V=----

h 
(30.3) 

donde h es la constante de Planck 

c) La fuerza que mantiene ligado el electrón al núcleo es, como muestra la 
ecuación (30.1), electrostática y por tanto central. Es evidente, según los 
principios de la mécanica clásica, que el momento cinético del electrón 
debe ser constante en cada una de las órbitas correspondientes a un estado 
estacionario. 

(30.4) 
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Ahora bien, Bohr postula que L0 no puede tomar cualquier valor, sino deter­

minados valores discretos. Así, en este tercer postulado se define cuales son las 
órbitas estacionarias a partir de la cuantización del momento cinético: "Los estados 
estacionarios corresponden a órbitas para las cuales el momento cinético del electrón 
es un múltiplo entero de h / 21t , es decir, 

nh 
mvr=-

21t 
(30.5) 

donde n es un número entero que recibe el nombre de número cuántico principal. 

Eliminando v de las ecuaciones (30.2) y (30.5) se obtiene 

n2h2 
r=----

41t2me2 k 
(30.6) 

La expresión (30.6) permite calcular los radios de las órbitas estacionarias. 
Para n = 1 se obtiene la órbita o estado fundamental, cuyo radio es 

r1 = 0'529. 10-10 m = 0'529 A 

Pasemos a calcular las energías asociadas a cada una de las órbitas 
estacionarias. En cada estado posible, el electrón tiene una energía igual a la suma 
de las energías cinéticas, T, y potencial, U. 

E=T+U (30.7) 

La energía potencial del electrón depende de su posición en el campo electros­
tático creado por el núcleo, siendo su valor 

e2 
U=-k­

r 
(30.8) 

La energía cinética puede calcularse, en función del radio, a partir de la expre­
sión (30.2) 

1 2 ke2 

T=-mv =--
2 2r 

(30.9) 
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Por tanto, la energía total del electrón es 

ke2 

E-=-
2r 

(30.10) 

Introduciendo en (30.10) los diferentes radios 'posibles, dados por (30.6) se 
obtienen los niveles de energía que pueden existir en el seno de un atómo de 
hidrógeno 

E = n (30.11) 

El signo menos de la ecuación (30.11) aparece como consecuencia de haber 
tomado como origen de energías potenciales la que correspondería a un electrón 
infinitamente alejado del núcleo. 

Sustituyendo las constantes que aparecen en (30.11) por los valores numéricos 

Se obtiene que 

21'76 · 10-19 

E =-----J 
n n2 

valor que puede ser expresado en e V sin más que dividir po~ l' 6 . 10-19 

La figura 30.2, muestra los niveles de energía del atómo de hidrógeno. 

Denominaremos energía de enlace al valor absoluto de E 0 ,!E!
0

, y representa 

la energía que hay que suministrar al electrón para que éste se desplace desde la 
órbita en que se encuentra hasta el infinito. 
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Para n = 1 se obtiene el 
mayor valor posible de la energía 
de enlace. El estado correspon­
diente es estable y recibe el nombre 
de estado fundamental. Los 
estados correspondientes a valores 
de n ) 1 se denominan excitados. 

La transición desde el estado 
fundamental, de energía E 1 , hasta 

otro estado excitado, con energía 
En exige el aporte de la energía 

En - E 1 • Supongamos, por ejem­

plo, que el electrón absorbe una 
energía de 15 eV (mediante 
colisión con un electrón libre, 

Estructura del átomo 

Epcev) 
n= =1--------------1D 
n=4 -0~5 
n=J -1·s1 

n= Z 1--------------;-3'39 

n=1 L....------------13'6 

Fig. 30.2 

colisión con otros átomos, o incidencia de un fotón, etc.). Puesto que para ionizar el 
átomo basta con una energía de 13'6 eV, el electrón será arrancado del átomo, 

conservando una energía de l' 4 eV en forma de energía cinética. 

Si la energía aportada es inferior a 13'6 eV, ésta sólo podrá ser absorbida si 

corresponde a la transición a uno de los estados permitidos. En este caso, el átomo 
no es ionizado, sino tan sólo excitado, es decir, elevado a un estado de energía 
superior. Los estados excitados son muy inestables y los electrones tienen una fuerte 
tendencia a pasar a las órbitas de menor energía, emitiendo energía en forma de 
(fotón) radiación de frecuencia. 

(30.12) 

Y, sustituyendo (30.11) en (30.12) se obtienen frecuencias de la luz emitida por 
el hidrógeno 

(30.13) 

expresión que proporciona valores de frecuencias que coinciden exactamente con los 
observados experimentalmente en el espectro de emisión del hidrógeno. 
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Nota complementaria 30.1. Experimento de Franck-Hertz 

emisor 
rejilla 

J 
1 

rl 
1 

Fig. 30.3 

La figura 30.3, muestra un dispo­
sitivo para comprobar directamente la 
existencia de niveles de energía discre­
tos en los átomos. En el interior de una 
ampolla en la que se ha practicado el 
vacío, se introduce una muestra de la 
sustancia a estudiar en forma gaseosa. 
La ampolla lleva instalada un filamen­
to incandescente (e) que emite electro­
nes, una rejilla (r) conectada a un po­
tencial V, positivo con respecto al fila­
mento y una placa (p) ligeramente ne­
gativa con respecto a la rejilla. 

Los electrones emitidos por e son 
acelerados por el campo existente entre e y r y llegan a la rejilla con una energía 
cinética e V. Puesto que el campo decelerador existente entre r y p es muy débil, 

4'9 9'8 

casi todos los electrones 
llegan a la placa, dando 
lugar a una corriente i 
que se mide mediante el 
galvanómetro G. 

La expenencia de 
Franck y Herz consiste en 
medir la corriente de 
placa, i, en función del 

14'7 potencial acelerador V1. 

½ ( V A medida que V1 crece, la 

Fig. 30.4 corriente de placa 
aumenta, ya que los 

electrones llegan a la rejilla con una energía cinética creciente. 

Ahora bien, cuando e V1 se aproxima a la diferencia, (E1 - E2 ) existente 

entre dos niveles energéticos permitidos de los átomos estudiados, los electrones 
poseen energía suficiente para producir, mediante colisión con los átomos , la 
transición del estado E 1 al E2 . Por tanto, los electrones atravesarán la rejilla con 
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una energía cinética casi nula y muy pocos llegarán a la placa; la corriente i des­
ciende rápidamente. 

Si V sigue aumentando, aunque los electrones pierden su energía antes de 
llegar a la rejilla, todavía se mantiene alguna aceleración y la intensidad i aumenta. 
Cuando e V1 se apróxima a 2 (E 2 - E 1) los electrones podrán provocar una tran-

sición y llegar a la rejilla con energía (E2 - E1), excitando otra nueva transición: 

vuelve a descender i. Este resultado se repetiría para valores de 

La figura 2.4, muestra los resultados obtenidos para el caso del mercurio. 

30.2. Nociones de mecánica ondulatoria 

El modelo átomico propuesto por Bohr, y completado por otros investigadores, 
obtuvo resonantes éxistos en cuanto a la explicación de los espectros de emisión de 
algunos átomos sencillos (Hidrógeno, Helio). Ahora bien, sus fundamentos teóricos 
dejan bastante que desear desde el punto de vista lógico, ya que en sus desarrollos se 
superponen razonamientos propios de las concepciones clásicas con unos postulados 
que, introducidos de forma arbitraria, son completamente contradictorios con 
aquellas. 

Por otra parte, el descubrimiento de nuevos fenómenos, inexplicables según las 
teorías clasicas modificadas por los postulados de Bohr, impulsó el desarrollo de 
una nueva mecánica: la mecánica cuántica u ondulatoria. 

Los principios fundamentales de esta nueva doctrina fueron expuestos por Luis 
de Broglie en 1924 y desarrollados por otros investigadores como Schrodinger, 
Heisenberg, Pauli y Dirac. 

La mecánica cuántica aparece como la teoría adecuada para el estudio de los 
fenómenos a escala atómica; además, sus resultados son perfectamente compatibles 
con los predichos por la mecánica clásica para aquellos fenómenos que ocurren a 
nuestra escala. En este apartado estudiaremos las líneas generales de estas teorías. 
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El principio fundamental de la mecarnca ondulatoria está basado en la 
asociación, a cada partícula de masa m que se mueve con una velocidad v, de una 
onda de probabilidad cuyas características y significado discutiremos más adelante. 

En efecto, a principios del siglo era un hecho aceptado que la luz posee una 
doble naturaleza, a la vez ondulatoria (difracción, interferencias) y corpuscular 
(efecto fotoeléctrico). Así una radiación de frecuencia v estaría compuesta por 
fotones de energía E = h v . Por otra parte, según la conocida ecuación de Einstein 

E = m c2 
, se puede asignar una masa a cada fotón, y teniendo en cuenta que 

A V = e , podemos expresar la longitud de onda del fotón en función de su cantidad 
de movimiento. 

luego 
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2 he 
E=hv=mc =-

A 

Fig. 30.5 

(30.14) 

(30.15) 

De una forma análoga, se 
puede extender esta dualidad onda 
partícula a cualquier partícula 
material, dotada de una cantidad 
de movimiento p = mv, asig­
nándole una onda cuya longitud de 
onda es 

(30.16) 

ecuación que constituye la rela­
ción de Broglie. 

El principio de dualidad onda­
partícula, aplicado al electrón, 
permite justificar de una forma 
lógica el postulado de Bohr 
relativo . a la cuantización del 
momento cinético del electrón. 
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En efecto, si suponemos que las órbitas estables son aquellas para las cuales la 
onda asociada es estacionaria, esto es, si la longitud de la órbita es múltiplo entero 
de la longitud de onda A , se obtiene. 

nh 
21tr=nA=­

mv 
(30.17) 

ecuación idéntica a la (30.5). La figura 30.5, muestra las ondas estacionarias 
asociadas a las órbitas estacionarias de Bohr para n = 5 y n = 6. 

Veamos a continuación que la hipótesis ondulatoria entraña una limitación 
fundamental de la precisión con que se puede conocer la posición y velocidad de una 
partícula. Para ello, intentemos representar una partícula en movimiento mediante su 
onda asociada. 

Evidentemente, una re­
presentación como la indi­
cada en la figura 30.6.a, 
mediante una onda mono­
cromática de longitud de 
onda 11, = h / mv , es total­
mente insuficiente, ya que 
una onda de este tipo se 
repite de forma periódica en 
el espacio y no ofrece nin­
guna información acerca de 
la posición de la partícula a 
la que representa. 

Más razonable parece la 
representación. mostrada en 
la figura 30.6,b, mediante un 
tren de ondas localizado en 

b) 

v 

-v 

Fig. 30.6 

una pequeña región del espacio, que se desplaza con una velocidad de grupo igual a 
la de la partícula. Ahora bien, un paquete de ondas como éste sólo se puede obtener 
a partir de · la superposición de infinitas ondas sinusoidales con frecuencias · v 
próximas a una frecuencia fundamental v O • · Por ello; no se puede definir de una 

foima \~xacta la longitud de onda de este paquete y, según la relación (30.16), · 
tampoco se conocerá su cantidad de movimiento. · 
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En defintiva, la hipótesis ondulatoria implica que no se puede conocer, de forma 
simultánea, la posición y la cantidad de movimiento de una partícula. Esta limitación 
queda cuantificada por la relación de incertidumbre de Heisenberg 

(30.18) 

donde 

óx = Error cuadrático medio en la posición. 

ó v x = Error cuadrático medio en la velocidad. 

Vemos, pues, que la mecánica ondulatoria nos obliga a abandonar la idea de las 
partículas materiales como puntos geométricos que describen trayectorias perfec­
tamente determinadas. En su lugar es preciso introducir una noción estadística que 
representa la probabilidad de hallar a la partícula en cada punto del espacio. 

Con vistas a precisar el significado de está naturaleza probabilística que afecta 
al movimiento de las partículas, comentaremos brevemente un fenómeno óptico: la 
interferencia . 

Supongamos un montaje como el de la figura 30.7, donde F es una fuente 
puntual de luz monocromática. La luz emitida por F se propaga hasta una pantalla 
P en la que se han prácticado sendas ranuras A y B, muy estrechas y paralelas. 
La luz que atraviesa a A y B se recibe en la pantalla P', apareciendo las 
conocidas franjas de interferencia. 

La explicación de este fenómeno es muy sencilla si se tiene en cuenta la natu­
raleza ondulatoria de la luz. Así, las ranuras A y B se comportan como nuevas 
fuentes de luz. Las ondas emitidas por A y B se encuentran en fase en deter­
minados lugares (línea continua), originando las franjas claras que aparecen en P'. 
En otros puntos (rectas a trazos), las ondas emitidas por A y B están en oposición 
de fases, dando lugar a las franjas oscuras. La teoría ondulatoria de la luz permite 
calcular no sólo la posición de estas franjas de interferencia, sino además la inten­
sidad luminosa en cada punto de P ' , Dicha intensidad resulta ser proporcional al 
cuadrado de '\jf , amplitud de la onda resultante. 
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Ahora bien, si 
tenemos en cuenta la 
naturaleza corpuscu­
lar de la luz, ¿cómo 
interpretar este f enó­
meno?. Para ello, su­
pondremos que algu­
nos de los fotones 
emitidos por la fuente 
F atraviesan las ra­
nuras A o B y 
llegan a la pantalla 
P' . Cada uno de es­
tos fotones puede ma-
nifestarse en cual­
quier punto de P'. No 

Fig. 30.7 
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oscuro 

oscuro 

obstante, la probabilidad de aparición de un fotón no es la misma en todos los 
puntos de la pantalla: si pudiésemos emitir los fotones uno a uno e ir siguiendo su 
acumulación sobre la pantalla, obtendríamos una evolución como la que se muestra 
en la figura 30.8. Hay una fuerte tendencia de los fotones a incidir sobre 
determinadas zonas y, puesto que la intensidad luminosa es proporcional al 
cuadrado de la amplitud de la 
onda luminosa, podemos inter­
pretar el comportamiento de los 
fotones suponiendo que la pro­
babilidad de que un fotón apa­
rezca en un punto es pro­
porcional al cuadrado de la 
amplitud de la onda asociada a él. 

Los fenómenos de interfe­
rencia no son exclusivos de las 
partículas luminosas. Se pueden 
obtener resultados muy similares 
repitiendo el experimento con 
haces de electrones o de protones. 

o 

: .. . : ·.• .... . · 

2/lt 

t 

Fig. 30.8 

En definitiva, podemos suponer que, para el caso de una partícula material, la 
onda asociada e_s de tal naturaleza que el cuadrado de su amplitud es proporcional a 
la probabilidad de que la partícula se encuentre en el punto x, y, z, en el instante t. 
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Concretamente, si representamos dicha onda mediante la función de onda '\jf (x, y, 

z, t), la probabilidad de encontrar a la partícula en un instante t, en el elemento de 
volumen d't , que rodea el punto x,y ,z, es 

(30.19) 

Los problemas en la mecánica de plantean, pués, en términos de obtener la 
función de onda asociada a una partícula. 

La función de onda de una partícula es la solución de la ecuación de onda · 
correspondiente. Para deducir la forma de esta ecuación de onda, nos remontaremos 
a la ecuación diferencial definida al estudiar el movimiento ondulatorio, y que para 
una dimensión es 

donde 

'\jf = Amplitud de la onda considerada. 

x = Distancia en una dirección. 

v = Velocidad de propagación de la onda. 

t= tiempo. 

(30.20) 

La amplitud '\jf puede referirse a numerosas magnitudes: elongación de un pun­

to de una cuerda vibrante, campos eléctrico o magnético de una onda electromagné­
tica, presión del aire en una onda sonora, etc. En general, '\jf es una función de x y 

de t; si la onda es estacionaria, '\jf puede separarse en dos factores 

'\jf (x, t) = <p (x) T (t) , (30.21) 

donde <p (x) es una función que sólo depende de x (función espacial) y T(t) es una 

función que sólo depende de t (función teinporal). Supongamos que T (t) es una fun-
ción de tipo senoidal · · 
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T (t) = sen wt 

expresión que, sustituida en (30.21) y (30.20) da lugar a 

cfcp (w 2
) --senwt=- - cp senwt 

ax2 v2 

y como 

2nv 
w=--

A 

resulta 

a2cp (2n)2 -o --+ - cp-
ax2 "-

Estructura del átomo 

(30.22) 

(30.23) 

(30.24) 

Ahora bien, en el caso de las ondas de De Broglie, se verifica que 

luego 

(30.25) 

y, expresando la cantidad de movimiento p, en función de la energía de la partícula 

p2 =2mT=2m(E- U) (30.26) 

resulta 

a2cp + 81t2m (E-U)cp=0 
é)x2 h2 

(30.27) 
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que constituye la denominada ecuac1on de Schrodinger en una dimensión e 
independiente del tiempo. Esta ecuación sólo se aplica a los estados estacionarios, 
con energía constante. (Existe otra ecuación de Schrodinger que permite prever la 
evolución de los sistemas no estacionarios). 

Generalizando la (30.27) al caso en que 'I' sea una función de x, y, z y t, se 

obtiene la expresión 

81t2 m 
~<p +-

2
- (E- U) cp =0 

h 

co 

u 

---------- E 

O a 

Fig. 30.9 

X 

(30.28) 

Apliquemos la ecuación de Schro­
dinger unidimensional a un problema 
sencillo: el movimiento de una partí­
cula a lo largo del eje OX en la región 
comprendida entre x = O y x = a. 
Veremos como aparecen los niveles de 
energía discretos sin más que resolver 
la ecuación (30.27). 

Un problema de este tipo puede 
representarse fisicamente mediante una 
distribución de energías potenciales 
como la que se muestra en la figura 
30.9. Para x = O, la energía potencial 
toma un valor infinito. 

En el intervalo O < x < a , V es 

nula, y en x = a aparece otro escalón de energía potencial. 

Planteemos (30.27) en la región o::; x::; a, suponiendo una energía total de la 

partícula E. 
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La solución de (30.29) es del tipo 

<p = <p O sen k x 

(30.29) 

(30.30) 
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siendo 

(30.31) 

Ahora bien, cp 2 es proporcional a la probabilidad de encontrar a la partícula 

en un punto determinado. Como ésta se encuentra confinada en la región O ( x ( a , 

se debe verificar que 

cp(x=0) =0 

cp(x=a)=0 

con <p -::¡; O , ya que la partícula se halla en algún lugar de O ( x ( a . 

De (30.33) y (30.30) se deduce que 

k a = n 1t ( n = 1, 2, ... ) 

y teniendo en cuenta el valor de k dado por (30.31) 

y, despejando E 

(30.32) 

(30.33) 

(30.34) 

(30.35) 

(30.36) 

Es decir, para que la ecuación de onda tenga soluciones aceptables, es preciso 
que la energía de la partícula tome determinados valores discretos, que vienen dados 
por (30.36). En definitiva, la energía de la partícula confinada en un pozo de 
potencial infinito está cuantizada. 
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Nota complementaria 30.2. Penetración en barrera. Efecto túnel 

E 

E ------------

Fig. 30.10 

u 

X 

Consideremos una partí­
cula que puede moverse so­
bre el eje OX en una región 
del espacio en la que hay un 
campo como el que se mues­
tra en la figura 30.10. 

Para valores de x < O , 

la energía potencial es O. Para 
valores de x > O , la energía 

potencial es U. De­
nominaremos E a la energía 
total de la partícula, con 
E<U. 

Según los principios de la mecánica clásica, la partícula podría moverse en la 
zona negativa del eje OX, con energía cinética T = E. Ahora bien, al llegar a x = 

O, la partícula debería "rebotar" en el escalón de energía potencial, siendo su paso 
imposible ya que su ubicación en la parte positiva implicaría valores negativos de 
T. 

Estudiemos este problema a partir de la ecuación de Schrodinger. La ecuación 
(30.27) toma la siguiente forma en cada una de las dos regiones definidas en la 
figura 30.10. 

a) X) 0 (30.37) 

b) X ( o (30.38) 

La solución de la ecuación (30.37) es de la forma 

A -ax B +ax 
(f)¡ = I e + I e (30.39) 
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donde A 1 y B1 son constantes. Ahora bien, el coeficiente B1 debe ser nulo, ya 

que la probabilidad de encontrar a la partícula, determinada por cp f no puede 

aumentar indefinidamente al desplazarnos sobre el eje 0X. Por tanto 

A -a.x 
cpl = 1 e 

siendo 

a= 

La solución de la ecuación (30.38) es de la forma 

con 

(30.40) 

(30.41 ) 

(30.42) 

(30.43) 

solución admisible ya que módulo de cp 2 no aumenta indefinidamente cuando x 

tiende a - oo • 

Para relacionar las constantes de integración A 1, A 2 y B2 hay que tener en 

cuenta que cp 1 y cp 2 representan a la misma función de onda en dos regiones 

distintas, y que dicha función debe ser continua y derivable, es decir 

(30.44) 

dcpl dcp2 

dx x=O dx x=O 

(30.45) 

Y, teniendo en cuenta (30.40) y (30.42), resulta 

(30.46) 
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Por tanto 

A _ (1 + ja / k) A 
2 -

2 
1 

B - (1- ja / k) A 
2 -

2 
1 

X 

Fig. 30.11 

(30.47) 

Las ecuaciones (30.47) nos 
muestran que A 1 no puede ser nula, 

ya que en este caso también lo 
serían A 2 y B2 y la probabilidad 

de encontrar a la partícula en 
cualquier punto del espacio sería 
cero. Pero si A 1 no es nula enton­

ces, para valores de x > O , tampo-

co lo es jcp 1 (x)j
2

. Es decir, existe 

una probabilidad no nula de que la 
partícula atraviese el escalón de 
potencial U, en contra de los resul­

tados que se obtendrían según la mecánica clásica. Naturalmente, la probabilidad 
decrece a medida que aumenta x, tal como indica la ecuación (30.40). En la figura 

u 

a) 

E -------------

a 

b) 

Fig. 30.12 
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30.11, se muestra como varía 

jcp1 (x)j
2 

en función de x. 

Los valores de x > O 

para los cuales jcp 1 j
2 

toma 

valores apreciables son muy 
pequeños (téngase en cuenta 
el elevadísimo valor de a 
dado por (30.41)). 

No obstante, si supone­
mos que la barrera de poten­
cial no se extiende a lo largo 
de todo el semieje positivo, 
sino tan sólo en una estrecha 
zona, como la que se muestra 
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en la figura 30.12.a, es de esperar que la partícula pueda atravesar esta estrecha 
barrera. 

En efecto, Ia figura 30.12.b, muestra que la amplitud de probabilidad de que 
esto suceda no es nula. Este fenómeno se denomina efecto túnel y es la base de la 
emisión de electrones de un metal por efecto de campo y del funcionamieto de los 
diodos túnel. 

30.3. El átomo de hidrógeno en la mécanica cuántica 

En el átomo de hidrógeno, la carga del núcleo es +e y la del electrón -e. Si 
tomamos un sistema de referencia cuyo origen coincide con el núcleo, la energía 
potencial U del electrón dependerá de su distancia al origen de coordenadas, r 

e2 
U=----

41t E
0 

r 

La ecuación de Schrodinger toma, para este caso, la forma 

(30.48) 

cuya resolución presenta dificultades matemáticas que se escapan de los objetivos de 
este libro. Nos limitaremos, por tanto a considerar sus resultados. 

a) Niveles de energía 

La solución exacta de la ecuación (30.48) implica la existencia de 
niveles de energía discretos para el electrón. Estos niveles vienen dados por 
la ecuación 

1 me4 

E=-----
n n2 8E2 h2 

o 

donde n = 1,2,3, ... es el número cuántico principal. 

(30.49) 
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Como vemos, la expresión (30.49) conduce a los mismos valores de 
los niveles de energía predichos por la teoría de Bohr, pero mientras en la 
teoría de Bohr eran postulados, aquí aparecen como consecuencia de la 
resolución de la ecuación de Schrodinger. 

b) Cuantización del momento cinético 

Al resolver la ecuación de Schrodinger se obtiene otro resultado 
importante: a cada valor de n, (excepto el 1), es decir a cada estado de 

energía discreto (excepto el fundamental), le corresponden n2 soluciones 

posibles de la función de onda 'V- Esta diferencia que existe entre los n 2 

estados con la misma energía se debe, según la mecánica cuántica, a la 
cuantización del módulo del momento cinético del electrón y a la de la 
proyección de éste sobre un eje. Esta cuantización obliga a introducir dos 
nuevos números cuánticos, el número cuántico azimutal, 1, y el número 
cuántico magnético m 1 • 

Para cada valor de n, 1 puede tomar los valores .enteros 0,1,2, ... , 
(n -1). Para cada valor de 1, m1 puede tomar los valores -1, -(1-1), 
... -1 , O, 1, 2, ... (1- 1) , l. Por ejemplo para n = 2 podemos obtener los 

siguientes valores de los números cuánticos 

m=2 

[

m1 =-1 

l = 1 m1 = O 

m¡ = 1 

en total cuatro combinaciones. 

c) Spin del electrón 

Para definir completamente el estado cuántico de un electrón no basta 
con fijar valores de los números cuánticos n, l y m1 • Además, es preciso 
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añadir un cuarto número cuántico asociado a la cuantización del momento 
cinético intríseco que aparece como consecuencia del movimiento del 
electrón alrededor de su propio centro de masas. Este número recibe el 
nombre de spin, ms, y puede tomar los valores de ±1 / 2 . 

En la tabla 30.1. aparece una clasificación de las funciones de onda de un 
átomo hasta n = 3. El conjunto de funciones correspondientes a un valor dado de n 
constituye lo que se denomina una capa electrónica. Así, para n = 1, 2, 3, 4 se 
tienen las capas K, L, M y N respectivamente. Del mismo modo, se llaman 
subcapas al conjunto de funciones que tienen el mismo valor de 1 (subcapas s, p, d, 
f para valores de 1 = O, 1, 2. 3). 

30.4. Configuraciones electrónicas 

En la sección anterior se han estudiado los posibles estados cuánticos de . los 
electrones en función de los números cuánticos. Ahora, estableceremos la 
distribución de los electrones de un átomo en las diferentes capas y subcapas alrede­
dor del núcleo. 

La repartición de electrones está gobernada por el principio de exclusión de 
Pauli: "En un sistema electrónico cualquiera, no puede haber dos electrones que 
tengan iguales los cuatro números cuánticos". Este principio limita el número de 
electrones correspondiente a cada capa y subcapa. Así, para la capa K 

n=l 1 = O m¡ = o 

sólo puede haber 2 electrones. 

Para la capa L 

n=2 1=0 

1 = 1 

m =[+1/2 
s -1/ 2 

m =[+1/2 
s -1/ 2 

[ 
1/2 

m -
s - 1/2 
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m¡ = o 

m¡ = 1 

[ 
1 / 2 

m -
s - -1/ 2 

[ 
1/ 2 

m -
s - -1/ 2 

sólo puede haber 8 electrones. En la capa M caben 18 electrones, en la N 32, así 
sucesivamente. 

n Capa 1 Subcapa m¡ Ills Estado Nº Electrones 

1 K o s o ±112 ls 2 2 

2 L o s o ±112 2s 2 
1 p o ±112 8 

1 ±112 2p 6 
- 1 ±112 

3 M o s o ±112 3s 2 
1 p o ±112 

1 ±112 3p 6 
- 1 ±112 18 

2 d o ±112 
1 ±112 3d 10 

- 1 ±112 
2 ±112 

-2 ±112 

TABLA 30.1 

En la tabla 30.1 se resume la distribución de electrones por capas y subcapas 
para valores de n = 1, 2 y 3. 

A modo de ejemplo, estudiemos la configuración electrónica del Silicio, que 
tiene 14 electrones. Teniendo en cuenta que, en primer lugar se llenan las capas de 
menor energía (menores valores de n), podemos deducir la siguiente estructura 
electrónica 
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2 Electrones en la capa K, subcapa s 
2 Electrones en la capa L, subcapa s 
6 Electrones en la capa L, subcapa p 
2 Electrones en la capa M, subcapa s 
2 Electrones en la capa M, subcapa p 

o,deformaabreviada ls2 2s2 2p6 3s2 3p2 

Estructura del átomo 

De forma análoga, podrían determinarse las configuraciones electrónicas del C, 
GeySn. 

C 12 2s2 2p2 

Ge Is 2 2s2 2 p 6 3s2 3p6 3d10 4s2 4p2 

Sn ls 2 2s2
. 2p6 3s2 3p6 3d1º 4s2 4p 6 4d1º 5s2 5p2 

Finalmente hay que señalar la extraordinaria importancia que tiene la última 
capa de un átomo, también denominada capa de valencia. Esta es la responsable de 
muchas de las propiedades químicas de los elementos. 

Así, en el caso de los cuatro elementos antes citados C, Si, Ge y Sn, que 
ocupan el grupo 4A de la tabla períodica, la última capa tiene 4 electrones (dos en 
la subcapa s y dos en la subcapa p). Por ello se dice que son tetravalentes. 

No obstante, sus propiedades físicas son notablemente distintas. Así, el C es un 
aislante, el Ge y Si son semiconductores y el Sn es un conductor. En las próximas 
lecciones explicaremos el por qué de estas diferencias. 
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PROBLEMAS 

P.30.1. Determinar la velocidad angular de un electrón situado en la órbita 
n-ésima de un ion hidrogenoide. Calcular esta cantidad para un ion 

He+ con n = 2. (mHe = 2mH)-

SOLUCIÓN 

w = 2'07 · 1016 rad / S 

P.30.2. Suponiendo que el movimeinto del electrón alrededor del núcleo de 
hidrógeno puede asociarse a una corriente eléctrica continua, calcular el 
campo magnético en el centro de la órbita n = 1. 

SOLUCIÓN 

B = 12'5T = 125 KG 

P.30.3. Determinar el número cuántico·principal, n, correspondiente a un estado 
excitado del átomo de hidrógeno si, al pasar al fundamental, se emiten dos 
fotones consecutivos de longitudes de onda 4887 A y 1216 A. 

SOLUCIÓN 

n=4 
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P.30.4. Calcular las longitudes de onda de De Broglie para: 

a) Un electrón. 

b) Unprotón 

c) Un átomo de calcio. 

Todas las partículas tienen una energía cinética de 100 eV. 

SOLUCIÓN 

a) 

b) 

c) 

11.e = 1'23 A 

11. = 4'5 · 10-3 A ca 

P.30.5. Calcular la energía que hay que comunicar a un electrón en movimiento 
para que la longitud de su onda asociada pase de 11. 1 = 2 A a 11. 2 = 1 A. 

SOLUCIÓN 

~T=ll3eV 

P.30.6. Calcular las incertidumbres mínimas en la velocidad de: 

594 

a) Un electrón. 

b) Un protón. 

c) Un punto material de masa lg. 

Las coordenadas de dichas partículas se conocen con una incertidumbre de 
10-óm. 



Estructura del átomo 

SOLUCIÓN 

a) óv=116m/s::::120m/s 

b) óv=0'063::::0'06m/s 

P.30.7. Un electrón se encuentra en un pozo de potencial unidimensional 
rectangular, de paredes infinitamente altas, y anchura a. Calcular la separación entre 
los dos primeros niveles de energía 

a) Si a= 5 A 

b) Si a= 1 cm 

SOLUCIÓN 

a) LIB = 4'5 eV 

b) óE=l'l•l0-14 eV 

P.30.8. Un electrón se encuentra en un pozo de potencial unidimensional, de 
paredes infinitamente altas, y anchura a = 1 O cm. Determinar la densidad 
de niveles de energía dN/dE para E= 5 eV. (Admitir que los niveles de 
energía están dispuestos de manera muy densa). 

SOLUCIÓN 

dN =3'6-107 niveles/ eV 
dE 
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CAPÍTUL031 

,, 
ESTRUCTURA DEL ESTADO SOLIDO 

31.1. Estructura del estado sólido. Cristales 

En algunos sólidos (vidrio, caucho) los átomos o moléculas que los constituyen 
están dispuestos de manera irregular, aleatoria, de forma similar a las moléculas de 
un líquido. Tales sólidos se denominan amorfos o no cristalinos. 

Por el contrario, en la mayoría de sólidos los átomos o grupos de átomos están 
dispuestos en un orden regular. En este caso se denominan sólidos cristalinos. Si el 
orden regular se extiende sobre una porción completa de material, ésta se denomina 
monocristal. También puede extenderse a partes pequeñas, de forma que el material 
es una aglomeración de microcristales, llamándose entonces policristalino. 

Una de las características comunes a cualquier medio cristalino es su 
anisotropía. Es decir, en general, un cristal presenta propiedades distintas según la 
dirección en que se midan. Así, el comportamiento óptico, térmico, eléctrico o 
elástico de un cristal es distinto y depende de la orientación considerada. 

Muchas de las propiedades de los sólidos sólo pueden ser explicadas a partir de 
un estudio de su estructura, es decir, de la forma en que se distribuyen los átomos en 
el cristal y de los tipos de enlace interatómicos. En esta lección estudiaremos los 
diferentes tipos de cristales y explicaremos algunas de las diferencias observadas en 
las propiedades eléctricas de los sólidos. 

31.2. Tipos de cristales 

Atendiendo al tipo de fuerzas de enlace entre los átomos o iones que constituyen 
los cristales, éstos pueden ser de cuatro tipos: moleculares, covalentes, iónicos y me­
tálicos. Estudiemos cada tipo de cristal por separado. 
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31.2.1. Cristales moleculares 

Los cristales moleculares están formados por moléculas que se mantienen 
unidas por las denominadas fuerzas de Van Der Waals. Dichas fuerzas aparecen 
como consecuencia de las atracciones entre los dipolo~ eléctricos que constituyen las 
moléculas. Puesto que estas fuerzas son bastante débiles, los cristales moleculares 
presentan una cohesión muy pequeña así como un bajo punto de fusión. Como 
ejemplos de cristales moleculares podemos señalar a los gases nobles (neón, argón) 
solidificados, C02 , N 2 , etc. 

31.2.2. Cristales covalentes 

Fig. 31.1 

En este tipo de cristales los átomos están 
unidos por enlaces covalentes. Los átomos 
adyacentes comparten sus electrones de valencia 
de forma que alrededor de cada átomo se crea una 
configuración electrónica estable similar a la de 
los gases nobles (8 electrones en la últiina capa). 

La fuerza de ligazón en los enlaces 
covalentes es mucho mayor que las fuerzas de 
Van der Waals. De ahí que los cristales cova­
lentes sean duros y rígidos. Su punto de fusión es 
muy elevado. 

Un ejemplo típico de estructura covalente es la red del diamante . En ella, cada 
átomo de carbono está rodeado por otros cuatro, situados en los vértices de un 
tetraedro regular (Fig. 31.1). A diferencia de lo que sucede en un cristal molecular, 
en el covalente no es posible distinguir una molécula. Es preciso considerar a todo el 
cristal como una molécula gigante. 

Otros cristales que presentan estructura covalente son el Si 0 2 , Si C, Ge y 

Si, estos dos últimos de gran importancia por su naturaleza semiconductora que 
comentaremos más adelante. 
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31.2.3. Cristales iónicos 

En este caso, el cristal está 
formado por iones positivos y 
negativos unidos entre sí me­
diante fuerzas de naturaleza 
electrostática. 

Este tipo de enlace es 
relativamente fuerte, por lo que 
los cristales iónicos son resis­
tentes y su punto de fusión ele­
vado. 

Un ejemplo de cristal ióni­
co es el de cloruro sódico (Fig. 
31.2). En él, los átomos de Na 
pierden un electrón de su capa 
exterior, dando lugar a iones 
Na+ . Los electrones liberados 

Estructura del estado sólido 

Fig. 31.2 

se fijan sobre los átomos de Cl, que se convierten en iones Cl-. La fuerza de 
Coulomb existente entre los iones positivos y negativos es la responsable de la 
ligazón del cristal. 

31.2.4. Cristales metálicos 

En este tipo de cristal aparece una estructura formada por iones metálicos, 
cargados positivamente, e inmersos en un "gas" de electrones libres móviles. Las 
cargas negativas no se encuentran ligadas a los átomos fijos, como sucede en un 
enlace iónico, sino que corresponden a los electrones libres, que se distribuyen casi 
uniformemente por todo el cristal. La existencia de este gas electrónico explica 
satisfactoriamente la buena conductividad térmica y eléctrica de los métales. 

La fuerza de enlace es de tipo electrostático, siendo el gas electrónico el 
"cemento" que mantiene a los iones positivos en posiciones fijas. El enlace metálico 
es algo más débil que los anteriores (covalente o iónico), teniendo los iones positivos 
una cierta libertad. De ahí que los metales sean maleables . 
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31.3. Bandas de energía en sólidos 

En el tema anterior se estudiaron las configuraciones electrónicas de los átomos. 
Una de las conclusiones a las que allí se llegó es que los electrones de un átomo sólo 
pueden ocupar niveles de energía discretos, muy definidos, tal como demuestran los 
espectros de emisión atómicos o la experiencia de Franck-Hertz. 

Esta conclusión resulta válida únicamente en el caso de átomos aislados. En un 
cristal, por el contrario, hay numerosos átomos próximos y los niveles de energía de 
los electrones se ven modificados debido a la in.fluencia que los átomos que lo 
constituyen ejercen entre sí. El resultado de esta interacción es un desdoblamiento de 
los niveles discretos en un conjunto de bandas formadas por una sucesión casi 
continua de niveles de energía permitidos. Entre las bandas permitidas aparecen 
otras que corresponden a energías no posibles y que se denominan bandas 
prohibidas. 

El desdoblamiento de los niveles de energía en bandas es especialmente patente 
en el caso de los niveles correspondientes a los electrones de la última capa 
(electrones de valencia) que, en definitiva, son los responsables del enlace entre 
átomos para formar el cristal. Los niveles de las capas interiores, al estar asociados 
a electrones muy ligados a los núcleos, no son apenas modificados. 

La existencia de bandas de energía permitidas y bandas de energía prohibidas es 
de capital importancia en el estudio de las propiedades eléctricas de los sólidos. El 
modelo de bandas nos permitirá explicar las enormes diferencias que aparecen en la 
resistividad de los sólidos así como su variación en función de la temperatura. 

Una justificación cuantitativa de la existencia de bandas puede obtenerse a 
partir de las funciones de onda asociadas a los electrones de los átomos que 
constituyen el cristal. Ahora bien, en un cristal, la energía potencial U que aparece 
en la ecuación de Schrodinger no se debe únicamente al campo producido por el 
núcleo de un sólo átomo, sino que es el resultado de la superposición de los campos 
producidos por todos los iones del cristal. Puesto que éstos se encuentran ordenados 
en todo el espacio del mismo, la energía potencial U será una función periódica en 
las tres direcciones. Resolviendo la ecuación de Schrodinger para electrones en un 
campo de potencial periódico, aparece como consecuencia la distribución de los 
electrones de valencia en una serie casi continua de niveles de energía (bandas 
permitidas) separadas por regiones para las que no existen soluciones ondulatorias 
(bandas prohibidas). 
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La solución del problema así planteado se sale de los objetivos de este texto, por 
lo que nos limitaremos a comentar los resultados. 

Consideremos un cristal de diamante formado por N átomos de C. La configu­
ración electrónica de un átomo de carbono es 

ls2 2s2 2 p2 

Es decir, en la 
capa de valencia hay 
8 estados posibles (2 
estados s y 6 estados 
p) de los cuales sólo 
están ocupados cua-
tro ( el carbono es te-
travalente ). 

Para un conjunto 
con N átomos muy 
separados entre sí, nos 
encontraríamos con 
2N estados s ocupa-

6N estados 

<( 
2
P 2N electrones 

¡; 
a: 
w 2N estados z 
w 

2
s 2 N electrones 

atomos muy 

separados 

BANDA 4N estados 
CONDUCCION O electrones 

⇒ 
BANDA 

PROHIBIDA 

BANDA 4N estados 
VALENCIA 4N electrones 

cristal 

Fig. 31.3 

dos y con 6N estados p, de los cuales 4N estarían vacíos. En definitiva se repite 
N veces la configuración de un átomo aislado. Ahora bien, a las distancias 
interatómicas reales que se presentan en un cristal la situación cambia radicalmente. 
Los átomos se encuentran lo suficientemente próximos para que los orbitales 2s y 
2p correspon-dientes a los átomos vecinos se solapen y, por lo tanto, sean 
modificados (los orbitales de la capa interior no se modifican apenas, ya que la 
distancia entre átomos necesaria para ello es muy inferior a la real) . El resultado es 
que los 8N estados existentes se agrupan en dos bandas, con 4N estados cada 
una, separadas por una banda de estados no permitidos o banda prohibida (Fig. 
31.3). 

La banda permitida inferior se encuentra completamente llena y se denomina 
banda de valencia. La banda superior no contiene ningún electrón y se denomina 
banda de conducción. 

Un esquema similar se obtendría en un cristal de sodio. Ahora bien, en el caso 
de los cristales metálicos aparece una importante diferencia con respecto a los 
cristales covalentes. Las bandas de energía procedentes de los niveles discretos de 
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las capas periféricas están superpuestas. Como se ve en la figura 31.4, los 2N 
estados correspondientes a los orbitales 3s y los 6N estados correspondientes a 

E 

6N estados 
3P o etectrones 

2N estados 
35 N electrones 

Atomo aislado Cristal 

Fig. 31.4 

8N estad'.ls 
N electrooes 

los orbitales 3p dan lugar a 
una única banda con 8N 
estados. Puesto que cada átomo 
de sodio posee un sólo electrón 
en la capa M, dicha banda 
estará prácticamente vacía. 

En general se denomina 
banda de valencia a la última 
banda completamente llena y 
banda de conducción a una 
total o parcialmente vacía . 

Hay que señalar que las 
funciones de onda asociadas a 
los niveles que forman parte de 
una banda no están localizados 

alrededor de átomos particulares, sino que se extienden por todo el cristal. Así, los 
electrones de las bandas de conducción y de valencia no pueden ubicarse en un 
átomo concreto, sino que su localización está repartida por todo el cristal, de forma 
que éste se comporta como una macromolécula . 

31.4. Aislantes, semiconductores y metales 

La estructura de bandas energéticas de los electrones de un cristal, permite 
explicar las diferencias entre las conductividades eléctricas de los metales, 
semiconductores y aislantes. 

Para establecer una corriente eléctrica en el interior de un cristal es preciso 
aplicarle un campo eléctrico exterior. En ausencia de campo, no hay ningún 
movimiento neto de cargas. 

Ahora bien, al aplicar un campo eléctrico a un cristal con bandas 
completamente llenas, los electrones no pueden modificar su estado de movimiento 
para crear una corriente, ya que todos los estados posibles están ocupados. En 
efecto, el campo eléctrico comunica a cada electrón una aceleración que se traduce 
en un aumento de energía; pero, al estar todos los estados posibles ocupados, ningún 
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electrón puede saltar a un nivel de energía superior. Dos electrones pueden permu­
tarse, intercambiando sus estados, pero, siendo los electrones partículas indiscerni­
bles según la mecánica cuántica, esta permutación no produce ningún efecto y no se 
crea corriente eléctrica. 

Las bandas completamente 
vacías tampoco contribuyen a la 
creación de corriente, ya que no 
contienen electrones que puedan 
ser acelerados. 

Por tanto, únicamente las 
bandas de energía parcialmente 
llenas pueden dar lugar a una 
corriente eléctrica bajo la acción 
de un campo exterior. 

En el caso de un cristal 
metálico, la estructura de bandas 
en como la mostrada en la figura 
31.5, con una banda de conduc­
ción parcialmente llena, por lo 
que la conducción es posible. 

En un cristal covalente como el 
diamante, la estructura de bandas 
es la correspondiente a la figura 
31.6, con una banda de con­
ducción completamente vacía y una 
de valencia completamente llena. 
Entre dichas bandas hay una 
prohibida con una anchura EG del 

orden de varios eV. No hay con­
ducción. 

En un semiconductor, con el 
Ge o el Si, la estructura cristali­
na es muy similar a la del dia­
mante, por lo que podemos esperar 
un diagrama de bandas de energía 
muy similar (Fig. 31.7). 

o 

E 

-a·2eV 

E 

BANDA DE 

CONDUCCION 

Fig. 31.5 

BANDA DE 
CONDUCCION 

BANDA 
PROHIBIDA 

Fig. 31.6 

niveles 
vacios 

} 

niveles 
ocupados 
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Fig. 31.7 

A la temperatura de cero 
absoluto, los electrones ocuparán los 
niveles energéticos inferiores, por lo 
que la banda de valencia estará llena y 
la de conducción vacía. Por tanto, a 
bajas temperaturas los semiconduc­
tores son aislantes. 

Ahora bien, en el Ge o el Si, la 
anchura de la banda prohibida es 
mucho más pequeña que en el dia­
mante, de forma que si se aumenta la 
temperatura, algunos de los elec-
trones de la banda de valencia 
adquieren suficiente energía para 
saltar a la banda de conducción. En 

definitiva, aparecen algunos niveles ocupados en la banda de conducción, quedando 
vacíos los niveles superiores de la banda de valencia (Fig. 31.8). 

hueco 

Fig. 31.8 

BANDA DE 
CONDUCCION 

BANDA 
PROHIBIDA 

BANDA DE 
VALENCIA 

Es evidente que la existencia de 
niveles ocupados en la banda de 
conducción permite establecer una 
corriente eléctrica al aplicar un 
campo eléctrico, de forma similar a 
lo que sucede en un metal. 

Además, los niveles vacíos de la 
parte superior de la banda de 
valencia también juegan un impor­
tante papel en la conducción de los 
semiconductores. En efecto, según 
puede demostrarse por razonamien­
tos cuánticos, un nivel energético 
vacío en la banda de valencia se 
comporta como una partícula posi­

tiva, de masa similar a la de un electrón y carga + e , que se denomina hueco. 

Si se aplica un campo eléctrico E , los electrones de la banda de valencia, de 
carga negativa, se desplazarán en sentido opuesto al mismo, dando lugar a una 
corriente con el mismo sentido del campo. Los huecos, de carga positiva, se 
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desplazan en el mismo sentido que el campo, por lo que su corriente se suma con la 
de los electrones. 

Por tanto, en un semiconductor existen dos tipos de portadores de corriente, los 
electrones y los huecos, siendo la corriente total la suma de las debidas a cada tipo 
de portador. Hay que señalar que en un semiconductor puro el número de electrones 
de conducción y de huecos es idéntico, ya que éstos aparecen como consecuencia 
del salto de electrones a la banda de conducción. También resulta claro que dicho 
número aumenta con la temperatura, de ahí que la resistividad de un semiconductor 
disminuya al aumentar la temperatura, comportamiento completamente opuesto al 
de los metales, en los que la resistividad aumenta con la temperatura. 
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CAPÍTUL032 

METALES 

32.1. Introducción 

Antes de entrar en el estudio de los sólidos no metálicos, es conveniente analizar 
algunas propiedades de los metales que nos permitirán obtener resultados de gran 
utilidad para comprender el funcionamiento de los semiconductores. 

En este capítulo se introducen algunos conceptos importantes, como es el nivel 
de Fermi y la distribución de las energías de los electrones en un metal. A través de 
los mismos, es posible analizar los fenómenos de emisión electrónica por efecto del 
calor, luz o campos aplicados, y se inicia el estudio de problemas de contacto entre 
sólidos, de tan interesantes aplicaciones en el campo de los elementos semiconduc­
tores. 

32.2. Distribución de la energía de los electrones en un metal 

Tal como se vió en el capítulo anterior, un cristal metálico está constituido por 
una red de iones metálicos positivos que ocupan posiciones fijas en el espacio. Entre 
dichos iones existe un gas de electrones libres que puede moverse a través de la red. 

El comportamiento de este "gas electrónico" difiere notablemente del 
correspondiente a un gas real, ya que es preciso tener en consideración dos factores 
fundamentales: 

a) El carácter ondulatorio de los electrones, que hace que las energías 
permitidas sean cuantizadas. 

b) El principio de exclusión de Pauli, que limita el número de electrones que 
puede ocupar un determinado nivel de energía. 
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Consideremos el diagrama de 
bandas de energía de un metal. En la 
figura 32.1 se ha representado 
únicamente la banda de conducción. 
La parte superior de la misma, 
denomi-nada nivel de vacío, 
correspon-de a la energía de un 
electrón situado fuera del metal, y la 
parte inferior, o fondo de la banda, 
corresponde a la mínima energía de 
un electrón en dicha banda. Es decir, 
el fondo de la banda representa la 
energía de un electrón en reposo 
dentro del metal, y el nivel de vacío 
repre-senta la energía de un electrón 
en reposo fuera del metal. 

Como vemos, aparece una barrera de energía de forma que, para que un 
electrón que se encuentra en el fondo de la banda escape fuera del metal, es preciso 
aportarle la diferencia de energías W. La existencia de esta barrera de energía jus­
tifica el hecho de que los electrones estén confinados a moverse dentro del metal. 

A temperaturas muy bajas, los niveles de energía estarán ocupados desde el 
fondo de la banda (energía cinética nula) hasta algún valor Ef, característico de 

cada metal que se denomina nivel de Fermi. 

La existencia del nivel de Fermi aparece como consecuencia del principio de 
exclusión de Pauli. En efecto, incluso en el cero de temperatura obsoluta, dos 
electrones no podrán tener el mismo estado cuántico, por lo cual irán llenando los 
distintos niveles de energía a partir del fondo de la banda de conducción hasta un 
nivel dado. El nivel de Fermi, Ef representa, pues, la máxima energía de un 

electrón a la temperatura del cero absoluto. 

La diferencia entre el nivel de vacío y el de Fermi se denomina función de 
trabajo, <1> y representa la múúma energía necesaria para extraer, a la temperatura 

de cero absoluto, un electrón del metal. 

Como consecuencia de todo lo expuesto hasta ahora, se deduce que para 
T = O K, todos los niveles por debajo del nivel de Fermi estarán ocupados y todos 
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los niveles superiores vacíos. Ahora bien, a medida que se aumenta la temperatura, 
la ocupación de niveles se modifica, ya que los electrones ganarán energía suficiente 
para ocupar niveles superiores. Estudiemos cual es la distribución de las energías de 
los electrones a una temperatura cualquiera . 

Sea dn E el número de electrones libres, por metro cúbico, cuya energía está 

comprendida en el intervalo de energías [E, E + dE]. dn E puede expresarse como 

dnE =D(E) dE (32.1) 

donde D (E) es la densidad de electrones en ese intervalo de energías y representa el 

número de estados energéticos ocupados, por unidad de volumen y energía . Hay que 
señalar que la densidad volumétrica de electrones es constante en todo el metal. Es 
decir, en cada unidad de volumen existe el mismo número de electrones libres. Ahora 
bien, estos electrones pueden poseer distintas energías, según ocupen o no deter­
minados niveles. Esta distribución de energías de los electrones es lo que representa 
D(E). 

Evidentemente, D (E) debe depender de dos factores: número de estados ener­

géticos disponibles en el intervalo [E, E + dE] y probabilidad de que esos estados 

estén ocupados. 

Por tanto la función de D (E) puede expresarse como 

D(E) = f(E) N(E) 

donde 

(32.2) 

N (E) = Densidad de estados, o número de estados de energía disponibles, por 

unidad de volumen y de energía, en el intervalo [ E, E + dE]. 

f(E) = Probabilidad de que un estado con energía E esté ocupado por un 

electrón. 

Mediante razonamiento cuánticos puede deducirse que N (E) toma la forma 

N(E) =y El/2 (32.3) 

609 



Electromagnetismo y semiconductores 

donde 

Vaclo 
E 

-BANDA DE-- -
-CONDUCCION-

fondo de 
la banda de O 
conduccion 

Fig. 32.2 

NIEI 

(32.4) 

La expresión (32.3) 
indica que los niveles de 
enegía que constituyen la 
banda de conducción no 
están distribuidos de ma­
nera uniforme. Es decir, 
hay más estados dispo­
nibles en la parte superior 
de la banda que en su 
fondo. La figura 32.2, 
muestra dicha distribu­
ción de niveles. 

La función f(E) se denomina función de probabilidad de Fermi-Dirac y 

representa la probabilidad de que un estado con energía E esté ocupado en un gas 
electrónico en el equilibrio térmico. Su expresión es 

E 

o 0,5 fCE> 

Fig. 32.3 . 

610. 

f(E) 
1 

(32.5) 

donde 

K = Constante de Boltzmann 

8'620-10-5 eV / K 

E f = Energía característica del 

metal, que como veremos inme­
diatamente puede ser identificada 
con la energía E f de la figura 

32.1. 

T = Temperatura absoluta en 
Kelvin. 
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En la figura 32.3 se representa la función de Fermi-Dirac en el cero absoluto y 
para una temperatura de 1000 K. 

Para T=0K, f(E) es nula para valores superiores a Ef y toma el valor 1 

para energías inferiores a Ef. Este resultado concuerda con lo explicado anterior­

mente. En efecto, en el cero absoluto, los electrones ocupan todos los niveles 
inferiores al de Fermi, mientras que los niveles superiores están vacíos (probabilidad 
de ocupación nula). La constante Ef que aparece en (32.5) tiene el mismo 
significado que la señalada-en la figura 32.1: representa el nivel de energía más alto 
ocupado a 0K. 

A temperaturas superiores, la forma de la función cambia. La probabilidad de 
ocupación de los niveles de energía inferiores al de Fermi ya no es 1, mientras que la 
probabilidad de ocupación de los niveles superiores toma valores no nulos. En 
definitiva, al aumentar la temperatura, algunos de los electrones que ocupaban 
niveles próximos al de Fermi pueden saltar a los niveles superiores. Obsérvese que, 
para cualquier temperatura, f (Ef) = 0'5, es decir Ef representa el estado de 

energía que tiene una probabilidad del 50% de ser ocupado. 

Teniendo en cuenta las expresiones (32.2), (32.3) y (32.5), la densidad de 

electrones en el intervalo [ E, E + dE] es 

yE112 
D(E)=----[l + eE-Ef /KT] 

(32.6) 

En la figura 32.5, se muestra la curva 
D(E) , para una temperatura del cero abso-

luto y para una temperatura muy alta. 

Evidentemente, el área comprendida en­
tre la curva D(E) y el eje de las energías es 

igual a la densidad volumétrica de electrones 
libres del metal, n, y vale lo mismo a cual­
quier temperatura: 

00 

1
00 yEv2 

n = f D(E)dE = E-E / KT dE (32.7) Jo o 1 + e f 

E 

DlEl 

Fig.32.5 
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Nota complementaria 32.1. Cálculo del nivel de Fermi en un metal. 

La expresión (32.7) permite determinar el nivel de Fermi de un metal. En efecto, 
si se conoce la densidad de electrones libres en el metal, n, para una t~mperatura de 
OK se verificará que 

ÍEr 
n= Jo D(E)dE 

ya que a T = 0K todos los electrones se encuentran por debajo del nivel de Fermi. 
Ahora bien, la función D(E) coincide con N (E) a esa temperatura, ya que f (E) = 1. 

Por tanto 

y, despejando Er, résulta 

-(
3n)

2

'

3 

Er- -
2y 

o bien, teniendo en cuenta el valor de la constante y, dado por (32.4) 

- h2 (3n)213 
Er-- -

2m 81t 

Aplicación numérica: Calcular el nivel de Fermi en el sodio, sabiendo que su 

densidad es 1'013-103 Kg m-3
, (calculada a 7 K) y que su peso atómico es 23 

gr/mol. 

En primer lugar, babia que determinar la concentración de electrones libres en 
el sodio. 

El númern de átomos por unidad de volumen en un cristal de sodio es 
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donde 

n A = Concentración de átomos, en átomos/ m 3 

NA=NúmerodeAvogrado= 6'02-1023 átomos/mol 

PNa = Peso atómico del Na, en Kg/mol 

p =Densidad de Na enKg/m3 

sustituyendo valores, resulta 

nA = 6'02-1023 
--

1
--1'013-103 = 2'65-1028 /m3 

0'023 

Metales 

Puesto que el sodio es un metal monovalente, cada átomo aporta un electrón 
libre. La concentración de electrones libres es pues 

n = 2'65 • 1028 

El nivel de Fermi es, por tanto 

_ h2 ( 3nJ213 E - -
f - 2m 81t 

(6'62. 10-34 )2 
2. 9'1 · 10-31 

32.3. Emisión termoiónica 

[ 

, 28 ]2/3 
3-2 ~~10 =5'19-10-19} 

En la sección anterior se ha visto que, en el cero absoluto, la máxima energía 
cinética de los electrones libres del metal viene dada por el nivel de Fermi, EF tal 

como se muestra en la figura 32.1. A temperaturas superiores una fracción de los 
electrones tienen una energía superior a Ef (Fig. 32.5). 

Si se calienta suficientemente el metal, es de esperar que la parte superior de la 
curva de densidad de electrones mostrada en la figura 32.5, se alargue lo suficiente 
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para superar el nivel de vacío, de forma que algunos electrones adquieran energía 
suficiente para escapar del metal. 

vaclo 

metal 

E 
electrones 

P ,,,,.,.. que escapan 

A \ 
\ 
\ 

\ 

' ' Et 1---';;:...,,,---

o D(E) 

Fig. 32.6 

Esta situación se muestra en la 
figura 32.6. Como puede apreciar­
se, el aumento de temperatura ha 
producido una deformación de la 
curva de distribución de energías a 
OK, de forma que los electrones de 
la "cola" de dicha distribución 
pueden vencer la barrera de 
potencial y escapar del metal. 

La energía cinética de los 
electrones, dentro del metal, viene 
dada por la ordenada de su nivel de 
energía en la figura 32.6. Después 
de escapar del metal, la energía 
cinética es E- W. 

Este fenómeno, escape de los electrones de un metal por efecto de un aumento 
de temperatura, se denomina emisión termoiónica. 

Para calcular el número de electrones emitidos por el metal por unidad de 
tiempo y de área, sería preciso obtener el área comprendida entre la curva D(E) y 
el segmento AP del eje de las energías. Dicha área representa el número de 
electrones que poseen energía suficiente para vencer la barrera de potencial. Por otra 
parte, hay que tener en cuenta que no todos estos elementos pueden escapar, ya que, 
además de tener la energía cinética precisa, es necesario que el movimiento de los 
electrones sea normal a la superficie del metal 

La densidad de corriente emitida por el metal viene dada por la ecuación de 
Richardson 

J =A T2 e-$/KT 

donde 
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J = D~nsidad de corriente. 
T = Temperatura absoluta. 
<j> = Función de trabajo. 

• 

(32.8) 



Metales 

K = Constante de Boltzmann. 
A = Constante que depende de la naturaleza del metal. 

La emisión termoiónica constituye la base del funcionamiento de las válvulas de 
vacío (diodos, triodos, pentodos, etc.) y del tubo de rayos catódicos. 

32.4. Emisión fotoeléctrica 

Consiste en la emisión de electrones de un metal cuando incide sobre él luz de 
determinadas frecuencias. Este efecto ya fue comentado en el capítulo 1, y su 
explicación sirvió a Einstein como base para justificar la naturaleza corpuscular de 
la luz. 

Como puede verse en la figura 32.6, incluso en el cero absoluto, un metal puede 
liberar electrones si a estos se les comunica una energía <!> 0 • La energía asociada a 

una luz de frecuencia v es hv, así que una luz incidente puede liberar electrones 
siempre que su frecuencia sea igual o mayor que v O , dada por 

hv0 =<!> (32.9) 

v O recibe el nombre de frecuencia de corte. 

El número de electrones liberados es proporcional a la intensidad de la luz 
incidente (proporcional al número de fotones incidentes), siempre que su frecuencia 
sea superior a v O • 

Si v es mayor que v 
O 

, los electrones liberados tendrán una energía cinética 

no nula. La energía cinética máxima de los electrones liberados es, pues 

T=hv-4> (32.10) 

Al aumentar la temperatura, la distribución de energías de los electrones del me­
tal se modifica (Fig. 32.6). 

Puesto que hay electrones con energías superiores a E f , podrá producirse la 

emisión fotoeléctrica con frecuencias inferiores a v O • 

Si la temperatura aumenta aún más, se producirán a la vez emisión por efecto 
fotoeléctrico y termoiónico. 
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32.5. Emisión de campo 

E=O 

E 

e) Er 

Metal Vado 

Fig.32.7 

X 

X 

E 

X 

La figura 32.7.a, mues­
tra el diagrama de energías 
para un metal. La parte de­
recha del diagrama indica la 
energía de un electrón si­
tuado fuera del metal. Dicha 
energía toma un valor cons­
tante, lo cual supone que en 
las proximidades del metal V 
= cte y, por tanto, el cam-po 
eléctrico es nulo. 

Ahora bien, si se aplica 
un campo eléctrico uniforme 
como el de la figura 32.7.b, la 
energía de los electrones fuera 
del metal varía con la 
distancia. Una vez que un 
electrón haya sido emitido por 
el metal, será repelido por 
éste, ya que hay un gradiente 
negativo de energías poten­
ciales. No obstante, para que 
la emisión pueda producirse, 

es preciso aportar una energía 
entre el metal y el vacío. 

<I>, suficiente para vencer la barrera de potencial 

Para intensidades del campo eléctrico muy elevadas (del orden de 109 V/ m), 

se observa que el metal emite electrones incluso a bajas temperaturas. Este efecto se 
denomina "emisión de campo". 

A partir del diagrama de la figura 32.7.c, es posible comprender la emisión de 
campo. En efecto, si la intensidad del campo eléctrico crece lo suficiente, la barrera 
de potencial en la superficie se hace muy delgada (del orden de 10 A), por lo que, 
dado el carácter ondulatorio de los electrones (ver nota complementaria 30.2), éstos 
tendrán una probabilidad finita de atravesarla por efecto túnel. 

616 



32.6. Potencial de contacto 

Supongamos dos meta­
les diferentes, A y B, cu­
yos diagramas de energía 
están mostrados en la figura 
32.8. Dichos metales tienen 
diferentes valores de la 
función de trabajo y de los 
niveles de Fermi. 

Si se ponen en contacto 
estos metales, la probabi­
lidad de ocupación de un 
mismo nivel de energía es 
diferente en cada uno de 
ellos. Así, para el de la 
izquierda es 

y para el de la derecha 

o 

~, 

Metales 

Metal A Metal B 

nivel del 

vacío E12 ~ 
En 

Fig.32.8 

(32.11) 

(32.12) 

La relación entre las probabilidades de ocupación del nivel de energía E, en 
cada metal es 

f ¡ 1 + eE-ErzlKT 

f2 1 + eE-En/KT 

Para valores E> En, la expresión (4.23) puede aproximarse como 

(32.13) 

(32.14) 

A temperatura ambiente (25º C), K T toma un valor del orden de 0'026 eV, 

por lo que una diferencia en los niveles de Fermi del orden de O' 1 e V , supone que 
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la probabilidad de ocupación del nivel considerado es e O'I/0'0
26 

z 50 veces superior 
en el metal de la izquierda que en el de la derecha. Puesto que los electrones pueden 
circular libremente de un metal a otro, esta desproporción supone un flujo de 
electrones del metal B al A, con lo que el metal A se cargará negativamente y el 
B positivamente, apareciendo una diferencia de potencial entre ambos, V21 • 

Metal A Metal B 

11acío 

0 vacío 

Fig. 32.9 

Dicha barrera tiene una altura 

La diferencia de potenciales entre los dos metales es 

El flujo de elec-trones 
de un metal a otro continúa 
hasta que se igualen las 
altu-ras de los niveles de 
Fermi. 

En la figura 32.9, se 
muestra el diagrama de 
energías correspon-diente al 
equilibrio después del 
contacto. Los dos niveles de 
Fermi se encuentran a la 
misma altura, pero aparece 
una barrera de energía 
potencial entre el nivel de 
vacío co-rrespondiente al 
metal A y el correspon­
diente al metal B. 

(32.15) 

(32.16) 

Observese que V2 - V1 es positiva si <1> 1 > <1> 2 (la carga del electrón es nega­

tiva). Esta diferencia de potencial se llama potencial de contacto. 
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PROBLEMAS 

P. 32.1. Calcular la energía cinética media de los electrones libres de un metal a 
0K. 

SOLUCIÓN 

3 
e=- Ef 

5 

P.32.2. Calcular, en eV, la separación entre dos niveles de energía consecutivos 
cerca del nivel de Fermi, para un metal en el que la concentración de 

electrones libres es n = 2. 1022 cm-3 , sabiendo que el volumen del metal 

es V= 1 cm3
• 

SOLUCIÓN 

~ = 8'95 · 10-23 eV 

P.32.3. Sabiendo que, al incrementar en 1 K la temperatura de un metal que se 
encontraba a T = 2000 K, la corriente de emisión termoiónica se 
incrementa en 1' 4 %, calcular la función de trabajo de dicho metal. 

SOLUCIÓN 

<J>=4'48 eV 
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P.32.4. Una superficie metálica se ilumina con luz de frecuencia 

v 1 = 0'90 -1015 Hz , emitiendo electrones. El valor máximo de la energía 

cinética de los electrones emitidos es 0'60 eV. 

Si se ilumina la misma superficie con luz de frecuencia 

v2 = 1'26 -1015 Hz, la energía cinética máxima de los electrones emitidos 

es de 2'1 eV. 

Calcular la constante de Planck y la función de trabajo del metal (a 0K). 

SOLUCIÓN 

a) h = 6'66- 10-34 Js 

b) <!>=3'15 eV 

P.32.5. Un milivatio de luz de longitud de onda 4560 A incide sobre una superficie 
de cesio. 

620 

Calcular: 

a) Corriente liberada por fotoemisión. 

b) Máxima energía cinética de los electrones emitidos. 

Datos: <l> = 1'39 eV; rendimiento de la emisión= 0'5 % 

SOLUCIÓN 

a) 1=1'84 µA 

b) T=0'79 eV 
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CAPÍTUL033 

SEMICONDUCTORES 

33.1. Semiconductores intrínsecos 

En los capítulos anteriores se han justificado las diferencias existentes en cuanto 
a la conductividad de los aislantes, metales y semiconductores a partir de las 
diferentes estructuras de las bandas de energía asociadas a cada tipo de cristal. En 
este capítulo se profundiza en el estudio de los semiconductores. 

Los dos elementos semiconductores más utilizados para la fabricación de 
dispositivos electrónicos son el Ge y el Si. Sus configuraciones electrónicas son 

Si ls2 2s2 2p 6 3s2 3p2 

Ge ls2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 4s2 4p2 

es decir, ambos elementos cuentan 
con cuatro electrones en su última 
capa, siendo tetravalentes al igual 
que el carbono. 

La estructura cristalina del Ge 
o del Si es muy similar a la del 
diamante: está formada por la 
repetición de una célula unida que 
tiene el aspecto de un tetraedro con 
un átomo en cada vértice y uno en 
el centro (Fig. 33.1). 

El enlace entre cada pareja de 
átomos es covalente: cada átomo 

Fig. 33.1 
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está rodeado por otros cuatro con los que comparte sus electrones de valencia para 
formar cuatro enlaces covalentes. 

Ge 

• 

Ge 

• 

• 

• 

• 

• Ge 

• 

Fig.33.2 

• 
Ge 

• 

• 

• 

• 

Esta estructura tridi­
mensional puede ser repre­
sentada, de forma simbólica 
mediante el esquema bidi­
mensional de la figura 33.2. 

En dicha figura, cada 
átomo de Ge aparece ro­
deado por otros cuatro, y sus 
electrones de valencia son 
compartidos en la formación 
de enlaces covalentes. El 
símbolo +4 encerrado den­
tro de un círculo representa 

un ion Ge +4 , formado por 
un átoino de Ge al que se le 
han quitado sus cuatro elec­

trones de valencia. Hay que señalar que el conjunto del cristal es eléctricamente 
neutro. 

E 

EG 

' 

622-

Banda de 
conducción (vacía) 

Banda prohibida 

Banda de valencia 
(llena) 

Fig. 33.3 

El esquema de la figura 33.2 
corresponde a un cristal 
perfectamente puro y a tem­
peraturas muy bajas. El diagra­
ma de energías correspondiente 
se muestra en la figura 33.3. 

Como se ha visto en la 
sección 33.4, a bajas tempera­
turas la banda de conducción está 
vacía y la de valencia 
completamente llena. La inter­
pretación de esta situación en 
función del esquema de la figura 
33.2, sería la siguiente: a tem­
peraturas muy bajas, todos los 
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electrones de valencia están formando parte de enlaces covalentes, por lo que se 
encuentran ligados y la conducción eléctrica es imposible. El material es aislante. 

Ahora bien, si se aumenta 
suficientemente la temperatura, 
la vibración térmica de los 
átomos de la red podrá ser sufi­
ciente para que algunos elec­
trones ligados a los enlaces los 
abandonen, quedando libres. 
Por otra parte, en un enlace no 
saturado aparece como una 
concentración de carga positiva 
que se denomina hueco (Fig. 
33.4). 

El enlace incompleto pue-
de ser llenado por un electrón 
que pase a éste desde otro 

• 

• 

• 

• 

Fig. 33.4 

enlace saturado y, por tanto, el hueco puede desplazarse 
consecuencia del intercambio de electrones entre átomos. 

• 

• 

' \ . \ 
1 , 

por el cristal a 

Mediante rozamientos cuánticos puede demostrarse que los enlaces 
incompletos, los huecos, se comportan a todos los efectos como partículas libres, 

con una carga positiva +q = 1'6 • 10-19 C y una masa comparable a la del electrón. 

La existencia de estas partículas aparentes determinan las enormes diferencias 
existentes entre un semiconductor y un metal poco conductor. En efecto, en un metal 
la conducción se produce por el movimiento de los electrones libres. En el 
semiconductor puro, por el contrario, aparecen dos tipos de portadores de carga , los 
electrones libres y los huecos. Al aplicar un campo eléctrico ambos tipos de 
portadores se desplazarán en sentidos contrarios, dando lugar a corrientes eléctricas 
en el mismo sentido. 

Si el semiconductor es perfectamente puro, por cada electrón libre aparecerá un 
hueco, ya que ambos se producen a partir de la ruptura de un enlace covalente. Por 
tanto, en un cristal puro existe el mismo número de huecos que de electrones libres. 
Tal tipo de semiconductores reciben el nombre de semiconductores intrinsecos. 
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a) 

E 
Banda de 
conducdon 

• electron libre 

O Ev 

EG ( 
V hueco 

Banda de 
valencia 

b) 

E • Energia cinética 

Ec del electron libre 

EG 
o E. Energia cinética 

o del hueco 

Fig. 33.5 

Estudiemos la generación ele 
un par electrón-hueco me-diante 
un diagrama de energías. A 
temperaturas muy bajas, tal 
diagrama corresponde al de la 
figura 33.3, con la banda ele 
conducción vacía, la banda ele 
valencia llena y una banda 
prohibida de anchura Ea . 

La aparición del par elec­
trón-hueco exige un aporte ele 
energía E, igual o superior a la 
anchura de la banda prohibida. 
Dicho aporte de energía puede 
producirse mediante un aumento 
de temperatura, iluminación, 
bombardeo con partículas, etc. 

Si la energía aportada es 
exactamente igual a Ea, tan 

sólo los electrones que ocupan 
niveles próximos al techo de la 
banda de valencia (E v) podrán 

saltar al fondo de la banda ele 
conducción, dando lugar a la 

aparición de un electrón libre, en repose, en la banda de conducción mientras que en 
la banda de valencia aparece en reposo un hueco (Fig. 33.5.a). 

En definitiva, el fondo de la banda de conducción E e representa la mínima 

energía de un electrón libre y el techo de la banda de valencia E v , la mínima 

energía cinética de un hueco. 

Si la energía aportada E es superior a Ea, entonces podrán saltar a la banda 

conducción un electrón que ocupaba algún nivel de energía inferior a E v , dejando 

en dicho nivel el correspondiente hueco (Fig. 33.5.b). La diferencia de energía entre 
el nivel ocupado ahora por el electrón dentro de la banda de conducción y el fondo 
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de dicha banda, Ec, representa la energía cinética del electrón libre generado. 

Análogamente, la energía cinética del hueco viene representada por la diferencia de 
energías entre el nivel vacío, dentro de la banda de valencia y el techo de dicha 
banda (Fig. 33.5.b). 

33.2 Semiconductores extrínsecos 

En la sección precedente se ha 
estudiado el origen de la conduc­
tividad extrínseca, que aparece en 
los semiconductores puros por la 
generación, en número idéntico, de 
electrones libres y huecos. 

Ahora bien, en la fabricación 
de dispositivos electrónicos es 
necesario que la conductividad sea 
ocasionada, fundamentalmente, por 
uno u otro tipo de portadores. 

Esto puede conseguirse aña-
diendo al semiconductor puro una Fig. 33.6 
cierta cantidad (del orden de lppm) 
de impurezas adecuada-mente elegidas. Este proceso se denomina dopado y al 
semiconductor así obtenido se llama semiconductor extrínseco. 

Así, si se añade al germanio fundido una ligerísima cantidad de un elemento 
pentavalente, As por ejemplo, cada átomo de este último elemento reemplaza, 
después de la solidificación, a un átomo de Ge, resultando una configuración 
cristalina como la mostrada en la figura 33.6. 

La configuración electrónica del arsénico es 

ls2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 4s2 4p 3 

por lo que los cinco electrones de valencia del arsénico se encuentran dispuestos en 
los estados 4s y 4p. En la red cristalina cuatro de estos cinco electrones de 
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valencia serán compartidos con los cuatro átomos vecinos de Ge, dando lugar a los 
correspondientes enlaces covalentes. El quinto electrón no forma parte de ningún 
enlace y por lo tanto, su ligazón con el átomo de arsénico es muy débil. No obstante, 
a bajas temperaturas se encontrará localizado cerca de él. 

Al aumentar la temperatura, este electrón se desprende de la impureza y puede 
desplazarse libremente por el cristal. Obsérvese que se ha generado un electrón libre 
sin que aparezca el correspondiente hueco. No obstante, la neutralidad eléctrica del 
cristal se mantiene, ya que al liberar el quinto electrón, el átomo de arsénico se ha 
transformado en un ion positivo. 

Banda de 
conducción electron libre 

Ect-------.t----1 

Ed - - - - -o - - nivel donante 

Evt---------1 

Banda de 
valencia 

Fig. 33.7 

De forma simultánea con la 
ionización de las impurezas, puede 
producirse la generación de pares 
electrón hueco por ruptura de 
enlaces covalentes Ge - Ge. Sin 
embargo, a temperaturas in­
feriores a las que se produce una 
considerable conductividad intrín­
seca, la 7 cantidad de electrones 
liberado(por las impurezas será 
muy superior a la cantidad de 
electrones y huecos generados a 
partir de · 1a sustancia básica. De-
bido a esto· los electrones juegan un 
papel dominante en la conduc­
tividad del crista11- por lo que se les 
llama portadores de carga 

mayoritarios,- mientras que los huecos son portadores minoritarios. Un 
semiconductor de este tipo se denomina semiconductor tipo n o por exceso, y la 
impureza que entrega los electrones recibe el nombre de donadora. 

Desde el punto de vista del diagrama energético, la existencia de impurezas en 
la red del semiconductor se manifiesta en la aparición de un nivel local en la banda 
prohibida (Fig. 33.7). Puesto que al ionizarse el átomo de arsénico se origina un 
electrón libre, y para su desprendimiento se necesita mucha menor energía que para 
la rup~ra de los enlaces covalentes del germanio, el nivel de la impureza donadora 
debe situarse en la banda prohibida, a poca profua~id::d uajo el fondo de la banda de 
conducción. · 
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Un proceso análogo, pero de signo contrario puede conseguirse introduciendo 
impurezas trivalentes como el aluminio, boro, indio, etc. En la figura 33.8, se 
muestra un esquema de la estructura cristalina correspondiente a un cristal de Ge 
dopado con Al. 

Puesto que el aluminio 
tiene tres electrones de valen­
cia, sólo podrá completar tres 
enlaces covalentes con los 
cuatro átomos de germanio 
que lo rodean, quedando un 
enlace incompleto. Este enla­
ce puede ser completado por 
algún electrón de un átomo de 
Ge vecino, originándose un 
hueco libre que se mueve por 
el cristal y un ion negativo de 
aluminio, que permanece fijo. 

La energía necesaria para 
la formación del hueco, por el 
salto de un electrón de 

Fig. 33.8 

valencia del Ge al átomo de impureza, es muy inferior a la que se precisa para 
romper un enlace covalente Ge - Ge. Por ello, la cantidad de huecos puede ser 
mucho mayor que el número de 
electrones libres, siendo la conducción 
de tal cristal debida a los huecos. 

Las impurezas trivalentes, que se 
apoderan de electrones de denominan 
aceptoras y el semiconductor con im­
purezas aceptoras se denomina por 
defecto o tipo p. En un semiconduc­
tor tipo p los huecos son los porta­
dores mayoritarios, mientras que los 
electrones son minoritarios. 

El diagrama de energías corres­
pondiente a un semiconductor tipo p 
queda reflejado en la figura 33.9. La 

Ea 
E.., 

..... -

Banda de 
conducción 

EG 

----•---
I 
o . 

Banda de '--
valencia 

Fig. 33.9 

.. 
-

nivel 
aceptar 

hueco 
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impureza aceptora origina un nivel de energía E a en la banda prohibida, a poca 

distancia sobre el techo de la banda de valencia. La ionización de la impureza 
aceptora supone el salto de un electrón desde la banda de valencia hasta el nivel Eª , 

apareciendo en la banda de valencia un enlace vacante, es decir, un hueco, que es 
precisamente el portador de carga libre. 

33.3. Masa efectiva 

Al aplicar a un semiconductor un campo eléctrico exterior los portadores de 
carga se desplazan bajo la acción de las fuerzas asociadas al mismo. 

A la hora de determinar el movimiento de dichos portadores hay que tener en 
cuenta no sólo las acciones exteriores aplicadas, sino además las fuerzas debidas al 
potencial periódico de la red cristalina. La resolución de este problema exige un 
planteamiento cuántico que se sale de los objetivos de este texto. · 

No obstante, y siempre y cuando las fuerzas exteriores sean mucho más débiles 
que las asociadas al potencial periódico de la red, es posible mantener una imagen 
clásica del comportamiento de los _portadores a partir del concepto de masa efectiva. 

Se denomina masa efectiva, m * , de un electrón ( o de un hueco) a un parámetro 
que representa la facilidad con que se puede acelerar un electrón ( o un hueco) a 
través de la red periódica, bajo la acción de una fuerza exterior. Si la fuerza exterior 

es fe la masa efectiva queda determinada como 

- * dv f =m -
e d t 

(33.1) 

En definitiva, la masa efectiva resume el efecto de todas las fuerzas periódicas 
del cristal, de forma que a partir de este parámetro se puede calcular la respuesta de 
los portadores ante una fuerza exterior. 

Hay que señalar que la masa efectiva de un electrón es distinta a la de un 
electrón libre. Por otro lado, no hay ninguna justificación clásica que explique que a 
un hueco (enlace sin completar) se le pueda asociar una "masa". 
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ALGUNAS PROPIEDADES DE Ge Y Si 

Ge Si 

Número atómico 32 14 

Masa atómica 72'60 28""06 

Densidad (25º C), Kg/m3 5'33-103 2'33-103 

Constante dieléctrica 
16 12 

relativa Er 

Masa efectiva ( 4 K) 
0'55m 1'1 m 

de los electrones libres 

Masa efectiva de 0'37m 0'59m 
los huecos ( 4 K) 

Anchura de la banda 0'78 1 '21 
prohibida (0K), e V 

Concentración intrínseca 
2'5-1013 1'5-1010 

N ¡ (300 K) (cm-3 ) 

TABLA33.1 

De ahora en adelante, supondremos que electrones y huecos son partículas de 
igual carga (con signo opuesto) y cuyas inercias [frente a fuerzas extremas] vienen 

representadas por sus masas efectivas, m: y m;, respectivamente. 

Las masas efectivas dependen del estado energético ocupado por el portador y, 
en general, toman valores distintos en cada dirección del espacio. No obstante, en los 
problemas que se van a tratar en este texto adoptaremos los valores promedio que se 
muestra en la tabla 33.1, expresados en función de la masa del electron, m*. 
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33.4. Distribución de portadores en las bandas de energía 

En las secciones anteriores se han descrito, de forma cualitativa, los 
mecanismos que determinan la conductividad en los semiconductores intrínsecos o 
extrínsecos. Para llegar a una explicación cuantitativa de las propiedades eléctricas 
de los semiconductores es preciso seguir unos razonamientos similares a los 
expuestos en el capítulo anterior para el caso de los metales. 

En esta sección se obtendrán las expresiones que permiten calcular la concen­
tración de portadores libres en un semiconductor y su variación en función de la 
temperatura. 

La concentración de electrones libres depende, al igual que en el caso de los 
metales, de dos factores: N(E) o densidad de estados energéticos disponibles en la 
banda de conducción y f(E, T) o probabilidad de que un estado con energía E sea 
ocupado por un electrón. 

Por otra parte, la densidad de huecos depende de la densidad de estados 
energéticos en la banda de valencia, y de la probabilidad de que dichos estados se 
encuentren vacíos. Estudiemos estos dos factores (N(E) y f(E,T)) por separado. 

Siguiendo razonamientos similares a los utilizados en el caso de los metales, se 
puede demostrar que la distribución de estados o niveles energéticos en las bandas 
de conducción y de valencia de un semiconductor no es uniforme, sino que obedece a 
las expresiones. 

(33.2) 

· para la banda de conducción, y 

(33.3) 

para la de valencia. En las expresiones (33.2) y (33.3) N representa el número de 
estados, por unidad de volumen y de energía, comprendidos entre E y E + dE, 
y n y y P son dos constantes cuyos valores son 
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donde m: y m; son las masas efectivas de los electrones libres y huecos, res­

pectivamente. 

La figura 33.10 muestra 
la distribución de niveles per­
mitidos en un semiconductor. BANDA DE 

CONDUCCION 

BANDA 
PROHIBIDA 

BANDA DE 
VALENCIA 

E 

Ahora bien, para deter­
minar la densidad de portado­
res correspondiente a una 
energía dada, no basta con 
saber la distribución de ni­
veles susceptibles de ser ocu-
pados por los electrones libres N ( E) 
o de ser abandonados para dar 
lugar a un hueco. Es preciso, Fig. 33.10 
además, conocer la posibilidad 
de que dichos niveles estén ocupados o vacíos. La probabilidad de que un 
determinado estado de energía este ocupado por un electrón viene dada por la 
función de Fermi-Dirac 

1 
f (E, T) = (E-E )/KT 

l+e f 

(33.5) 

expresión que ya ha sido comentada con detalle en el capítulo anterior. Aplicándola 
a valores de energía comprendidos en la banda de conducción se obtienen las 
probabilidades de encontrar electrones libres en los diferentes niveles de la citada 
banda. 

En el caso de los huecos, la probabilidad de hallar un hueco en un nivel 
energético de la banda de valencia es igual a la probabilidad de que dicho nivel esté 
vacío, es decir igual a 

e(E-Ef) /KT 

l- f (E)= (E-E )/KT 
- 1 + e f 

(33.6) 
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Teniendo en cuenta las ecuaciones (33.2), (33.3), (33.5) y (33.6), resulta 
evidente que la cantidad de electrones ó huecos por unidad de volumen y de energía, 
con una energía comprendida en el intervalo (E, E + dE) es 

(33.7) 

para electrones libres, y 

(33.8) 

para huecos. n y p representan, respectivamente, las concentraciones de electrones 

libres y de huecos {se miden en m - 3 
). 

La determinación de D(E) exige conocer cuál es la situación del nivel de Fermi 
en el diagrama energético. Parece lógico suponer que dicho nivel se encuentra en la 
banda prohibida, como lo demuestra el hecho de que a la temperatura del cero 
absoluto dn y dp son cero para cualquier valor de E. 

Sin embargo, la situación de Ef en la banda prohibida se modifica notable­

meente según el semiconductor sea intrínseco o extrínseco, por lo que estudiaremos 
cada caso por separado. 

33.4.1. Semiconductores intrínsecos 

En un semiconductor intrínseco, el nivel de Fermi se encuentra en la región 
central de la banda prohibida, tal como se muestra en la figura 33.11. En dicha 
figura se ha representado el diagrama de bandas (a), densidad de estados (b), 
función de Fermi-Dirac (c), y densidad de estados ocupados en la banda de 
conducción o vacíos en la de valencia (d). 

A la temperatura T = OK, f(E) en nula para E > Ef y vale 1 para 

E < Ef . Por tanto, en el cero absoluto, la probabilidad de hallar un estado ocupado 

en la banda de conducción es nula y la de hallar un nivel vacío (hueco) en la de 
valencia también. No hay portadores libres. 

Al aumentar la temperatura, la función f(E, T) se modifica, de forma que la 
densidad de estados ocupados en la banda de conducción no es nula, sino la indicada 
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en la parte superior (1) de la figura 33.11.d. La concentración de electrones libres 
es igual al área comprendida entre la curva (1) y el eje de energías, esto es 

(33.9) 

integral que tiene como resultado 

(33.10) 

donde Ne es una función de la temperatura: 

N = 4✓2( * Kn312 
e 3 1tmn 

h 
(33.11) 

a) b) C) d) 

E E E T>O 

....- ( 1) e1 ectrones 

E 

'-(2) huecos 

N(E) f(E) D(E) 

Fig. 33.11 
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La densidad de estados vacíos en la banda de valencia se representa en la curva 
(2) de la figura 33.11.d. La concentración de huecos es, teniendo en cuenta (33.8) 

JEv 
p = --= D(E) dE (33.12) 

integral que tiene como resultado 

(33.13) 

donde Nv es 

N = 4✓2 ( * KT)312 
v 3 7tmn 

h 
(33.14) 

A partir de las ecuaciones (33.10) y (33.13), se puede despejar el valor de Ef 

en función de las concentraciones de portadores 

(33.15) 

Ahora bien, en un semiconductor intrínseco las concentraciones de electrones 
libres y huecos son iguales y, teniendo en cuenta que Ne y N v son del mismo 

orden (m: ""m;), es posible admitir que 

Por tanto, en un semiconductor intrínseco, el nivel de Fermi se encuentra, 
aproximadamente, en la mitad de la banda prohibida: 

(33.16) 

tal como se había supuesto. 
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33.4.2. Semiconductores extrinsecos 

En un semiconductor extrínseco tipo n, la concentración de electrones es muy 
superior a la de huecos, mientras que en un semiconductor del tipo p sucede lo 
contrario. 

En cualquier caso, para dopados débiles (pequeñas concentraciones de 
impurezas) siguen siendo válidas las expresiones (33.10) y (33.13) y, por tanto la 
(33.15). Esta última permite determinar la posición del nivel de Fermi en un semi­
conductor de impureza, Así, si el semiconductor es tipo n, n >> p, resulta que 

luego el nivel de Fermi se encuentra por encima del correspondiente a un 
semiconductor intrínseco, esto es, más cerca del fondo de la banda de conducción 
que del techo de la de valencia. 

Por el contrario, en un semiconductor tipo p, p >> n, se cumple que 

lo que indica que el nivel de Fermi se encuentra próximo al techo de la banda de 
valencia. 

En las figuras 33.12 y 33.13 se han representado los diagramas de enregía (a), 
densidad de estados (b), función de Fermi-Dirac (c) y densidad de estados 
ocupados o vacíos para cada tipo de semiconductor. 

Como puede observarse, por comparación de las figuras 33.11 y 33.12, el 
desplazamiento del nivel de Fermi hacía la banda de conducción, que aparece en un 
semiconductor n, implica un aumento de la probabilidad de que los niveles de la 
banda de conduccción se encuentren ocupados y una disminución de la probabilidad 
de que los niveles de la banda de valencia estén vacíos. En definitiva, aumenta la 
concentración de electrones y disminuye la de huecos. 

Un proceso similar, pero en sentido opuesto, sucede en el semiconductor tipo 
p, en el que la concentración de huecos aumenta debido al desplazamiento hacia 
abajo del nivel de Fermi. 
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a) b) C) d) 

E E 

NtEl ftEl DtEJ 

Fig. 33.12 
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Fig. 33.13 
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33.5. Ley de acción de masas. Concentración de portadores en 
un semiconductor 

Las ecuaciones (33.10) y (33.13) proporcionan las concentraciones de 
electrones libres y huecos, una vez determinada la posición del nivel de Fermi. 
Multiplicando ambas expresiones se llega a 

n•p=N N e-Eo/KT 
V C (33.17) 

es decir, el producto de las concentraciones de portadores es independiente de la 
posición del nivel de Fermi y, por tanto, del dopado del semiconductor y sólo 
depende de la temperatura. La expresión (33 .17) puede escribirse como 

2 np = n¡ (33.18) 

donde n¡ es una función de la temperatura que se denomina concentración 
intrínseca. 

La dependencia de n¡ de la temperatura queda manifiesta a partir de las 

expresiones (33.17), (33.11) y (33.14). La relación experimental que cuantifica la 
citada dependencia es 

(33.19) 

donde A 0 es una constante y Ea0 es la anchura de la banda prohibida a la tem­

peratura del cero absoluto. 

La ecuación (33.18) recibe el nombre de ley de acción de masas y es aplicable 
a un semiconductor intrínseco o extrínseco, en equilibrio térmico. 

Si el semiconductor es intrínseco, entonces n = p, y teniendo en cuenta 
(33.18), resulta 

n = p = n¡ (33.20) 

de donde se deduce que la concentración intrínseca representa la concentración de 
portadores en un semicondutor intrínseco en equilibrio térmico. 
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Si el semiconductor se encuentra dopado, la ley de acción de masas no es 
suficiente para determinar la concentración de portadores. Además, es preciso añadir 
una relación que ligue dichas concentraciones con la densidad de impurezas do­
nadoras o aceptoras. Esta relación es la ley de neutralidad eléctrica a la que daremos 
forma algebraica a continuación. 

En efecto, supongamos un semiconductor dopado y sea NA la concentración 

de impurezas aceptoras y N O la concentración de impurezas donadoras ( en número 

de átomos por unidad de volumen). 

En el cero absoluto no hay electrones libres ni huecos, ya que las impuezas no 
están ionizadas y los enlaces entre los átomos del semiconductor están completos 
( n¡ = O). Por tanto, la densidad de carga es nula y el cristal es eléctricamente 

neutro. 

A la temperatura ambiente, la práctica totalidad de las impurezas donadoras 
han emitido su quinto electrón, transformándose en iones positivos, mientras que los 
átomos aceptores han completado un cuarto enlace, liberando un hueco y 
transformándose en iones negativos. Además, algunos enlaces covalentes pueden 
romperse, dando lugar a huecos y electrones libres en igual número. Las concen­
traciones de portadores no son nulas, pero el cristal sigue siendo eléctricamente 
neutro. Es dec~, las concentraciones de cargas positivas y negativas son iguales en 
cualquier punto del cristal. La neutralidad eléctrica del cristal se expresa como 

[cargas positivas]= [cargas negativas] 

(33.21) 

ecuación que junto con la (33.18) permite calcular n y p en un semiconductor ex­
trínseco. 

Si las impurezas son tipo n (NA= O), entonces, a temperatura ambiente, todas 

las impurezas estarán ionizadas y 

(33.22) 

y, teniendo en cuenta (33.18) la concentración de portadores minoritarios es 
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(33.23) 

Si las impurezas son aceptoras (N O = O), entonces 

(33.24) 

y la concetración de electrones es 

(33.25) 

Finalmente, hay que señalar que para que las apróximaciones hechas en las 
expresiones (33.22) y (33.23) para un semiconductor n, o en las (33.24) y (33.25) 
para uno p, sean válidas es preciso que las concentraciones de dopado sean muy 
superiores a la concentración intrínseca (ver ejemplo resuelto). 

Ejemplo 33.1 

Calcular la concentración de electrones y huecos en un semiconductor tipo n, 
en función de la concentración de impurezas donadoras N O • Determinar cual debe 

ser el valor de N O para que la diferencia entre n y N O sea inferior a 1 %o de 

No. 

Solución: 

Las ecuaciones que determinan las concentraciones de portadores son 

n p = nf (ley de acción de masas) 

n = p +N O (ley de neutralidad eléctrica) 

operando se llega a 

2 N 2 -O n -n O -n¡ -
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cuya solución es 

n~ 
p=-1 

n 

es decir n > N 0 

Para que la diferencia entre N O y n sea inferior al 1 %o es preciso que 

n 

y, operando 

o bien 

N 0 > 44'7 n¡ 

Puesto que la concentración intrínseca toma valores muy bajos a temperatura 
ambiente, basta con un pequeñisimo dopado para que la concentración de electrones 
sea casi igual a la de impurezas donadoras. 
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PROBLEMAS 

P.33.1. Calcular y: y y; en el Ge, a partir de los datos de Tabla 33.1. 

SOLUCIÓN 

P.33.2. Calcular el número de estados permitidos en la banda de conducción del 
Ge, en el intervalo de energías [Ec, Ec + 1 eV). 

SOLUCIÓN 

1'85-1027 m-3 

P.33.3. Calcular Ne y N v en el Ge a 300 K. 

SOLUCIÓN 
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P.33.4. Determinar la posición del nivel de Fermi en los siguientes casos: 

a) Ge intrínseco, a 300 K. 

b) Ge tipo p, a 300 K; NA = 1015 cm-3
• 

c) Ge tipo n, a 300 K; N 0 = 1015 cm-3
• 

(Tómese como referencia el centro de la banda prohibida). 

SOLUCIÓN 

a) 0'015 eV 

b) -0'18 eV 

c) 0'21 eV 

P.33.5. Calcular la concentración intrínseca del Ge a 500 K. 

SOLUCIÓN 

n¡ (500 K) = 2'06-1016 cm-3 

P.33.6. Calcular n y p en una muestra de Ge tipo n, con un dopado 
No =1015cm-3. 

a) Para T = 300 K 

b) Para T = 500 K 

(Tómese comq n¡ (500) el valor calculado en el problema anterior) 

642 



Senñconductores 

SOLUCIÓN 

P.33.7. Calcular el número de electrones libres por átomo en una muestra de Ge 
intrínseco a 300 K. 

SOLUCIÓN 

Hay un electrón libre por cada 18 • 108 átomos. 

P.33.8. Una muestra de Ge tiene un dopado de NA = 1013 cm - 3 y 

N 0 =2-1013 cm-3 .Calcular n y p (T=300K). 

SOLUCIÓN 

n = 3'05 • 1013 cm - 3
; p = 2'05 • 1013 cm - 3 
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CAPÍTUL034 

ELECTRÓNICA DE SEMICONDUCTORES 

34.1. Introducción 

El presente capítulo tiene por objeto la descripción de los fenómenos de 
transporte de cargas que aparecen en los semiconductores, bien como consecuencia 
de la aplicación de campos eléctricos, bien por la existencia de gradientes de 
concentración de los portadores. A partir de este estudio se llegará a la ley 
fundamental que rige el flujo de portadores en un semiconductor, la ecuación de 
continuidad. 

Los conceptos de movilidad de los portadores, velocidad de arrastre, densidad 
de carga, densidad de corriente y conductividad que aquí se establecen son similares 
a los introducidos, para los metales, en el correspondiente capítulo de electricidad, 
con la diferencia notable de que en aquel caso los portadores son electrones libres, 
mientras que en un semiconductor pueden ser electrones o huecos. 

34.2. Corrientes de desplazamiento. Conductividad 

Tal como se ha estudiado en el capítulo anterior, en un semiconductor, a 
temperatura ambiente, coexisten dos tipos de portadores, electrones libres y huecos, 
cuyas concentraciones dependen de la temperatura. 

La energía cinética de dichos portadores no es nula (salvo en el caso de los 
electrones que ocupan el fondo de la banda de conducción o de los huecos 
correspondientes al nivel techo de la banda de valencia). Además, esta energía 
aumenta al incrementarse la temperatura. 

En definitiva, incluso en ausencia de un campo eléctrico exterior, los portadores 
se encuentran en movimiento por el cristal. No obstante, en una sustancia real 
siempre existen alteraciones de la estructura cristalina, originadas por las 

645 

1 



Electromagnetismo y semiconductores 

oscilaciones de los átomos del cristal, presencia de defectos, impurezas y 
dislocaciones. Debido a ello, el portador chocará con las heterogeneidades de la red, 
modificándose la dirección de su movimiento. Por tanto, el movimiento de un 
portador es desordenado, como se muestra en la figura 34.1. 

a) 

b) ___ ..,.E 

Puesto que el movimiento de 
los portadores es de carácter 
aleatorio, la velocidad media es 
nula. Es decir, la suma de las 
velocidades de los portadores en 
un instante dado es cero, ya que la 
probabilidad de encontrar a un 
portador con una velocidad dada 
es idéntica a la de encontrar a otro 
con una velocidad opuesta. 

Si se aplica un campo 

eléctrico, E , la situación cambia 
por completo ya que al movimiento 

Fig. 34.i aleatorio ( originado por la 
agitación térmica) se le superpone un movimiento en la dirección del campo, de 
forma que la velocidad media de los portadores no es nula, sino que se toma los 
valores de v P , para los huecos, y v n para los electrones libres. Aparece, pues, un 

desplazamiento neto de cargas y una corriente eléctrica que se denomina corriente de 
desplazamiento. 

La velocidad media de los portadores se denomina velocidad de arrastre o de 
desplazamiento. Su dirección es la del campo eléctrico, su sentido es el del campo 
para los huecos, o el opuesto para los electrones libres, y su módulo es proporcional 

a la intensidad del cainpo aplicado E . En resumen, 

(34.1) 

(34.2) 

donde µP y µn son las movilidades de los huecos y electrones, respectivamente, y 

su valqr depende, entre otros factores, del material y de la temperatura. 
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La movilidad aparece, pues, como un índice de la facilidad que un material 
presenta para poner en movimiento sus portadores bajo la acción de un campo 
eléctrico, y representa la velocidad de desplazamiento por unidad de campo 
eléctrico. En consecuencia, sus dimensiones son 

y su unidad en el S. l. es el m 2 
/ V• s 

Generalmente, la movilidad de los electrones es superior a la de los huecos, 
como puede verse en los datos reflejados en la Tabla 34.1. Estas movilidades 
disminuyen al aumentar la temperatura (ya que aumenta la frecuencia de choques 
con la red) y crecen con el grado de pureza del material y del estado cristalino. 

Hay que señalar que, si bien las velocidades de arrastre de los electrones y 
huecos son opuestas, las corrientes debidas al movimiento de los dos tipos de 
portadores tienen el mismo sentido, por lo que la corriente total es la suma de ambas 
corrientes . Por tanto, si denominamos por n y por p a las concentraciones de 
electrones y huecos, respectivamente, la de_n,sidad de corriente de desplazamiento 
vendrá dada por ··· 

(34.3) 

donde q es la carga del portador en valor absoluto. 

Comparando la expresión (34.3) con la establecida en el capítulo 15 para la ley 
de Ohm 

J=crE (34.4) 

resulta evidente que la conductividad del semiconductor es 

(34.5) 

En un semiconductor intrínseco, n = p = n¡ , y por tanto, la conductividad es 

(34.6.) 

recibiendo el nombre de conductividad intrínseca. 
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En un semiconductor extrínseco, tipo n por ejemplo, la concentración de 
portadores mayoritarios es muy superior a la de portadores minoritarios, por lo cual 
la corriente de desplazamiento de huecos es despreciable frente a la de electrones. En 
definitiva, para un semiconductor extrínseco la expresión (34.5) puede aproximarse 
como 

(34.7) 

para un semiconductor n, y 

(34.8) 

para un tipo p. 

Hay que señalar que tanto la movilidad como la concentración de portadores 
dependen de la temperatura, por lo que la conductividad es una función de la 
temperatura. 

Así, la movilidad disminuye al incrementarse la temperatura por aumentar con 
ella la agitación térmica y el número de choques entre los portadores y las 
heterogeneidades del cristal. 

La concentración de portadores aumenta con la temperatura, por aumentar la 
concentración intrínseca, como se muestra en la expresión (34.19). Este incremento 
se debe a la generación de pares electrón-hueco, por lo que el efecto de la 
temperatura es mucho más notable en los semiconductores intrínsecos que en los 
extrínsecos, en los que la concentración de portadores depende esencialmente, y en 
un amplio margen de temperaturas, del grado de dopado. 

El efecto conjunto de estos dos factores, disminución de la movilidad y aumento 
de la concentración, se traduce en un aumento de la conductividad con la 
temperatura ya que, generalmente, el efecto del aumento de concentraciones 
prevalece sobre la disminución de la movilidad. En la figura 34.2, se representa las 
curvas cr (T) para un semiconductor extrínseco y para otro intrínseco . 

. A temperaturas muy bajas, la conductividad es nula en ambos casos, ya que no 
hay portadores libres: todos los enlaces están saturados y las impurezas no se han 
ionizado. 
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A media que aumenta la 
temperatura se observa una <r 
gran diferencia entre el com­
portamiento del material intrín-
seco y el extrínseco. En efecto, 
un ligero aumento de tempera-
tura supone la ionización de la 
totalidad de las impurezas del 
material extrínseco, con lo que 
se produce un gran incremento 
de la concentración de porta­
dores y el consiguiente aumento 
de la conductividad. En el ma­
terial intrínseco, por el contra-
rio, el incremento de tempera-
tura produce un gradual au-

extrinseco 

o 273 

mento de la concentración de Fig. 34.2 

373 T(KJ 

portadores, debido a la ruptura de enlaces, siendo el crecimiento de la conductividad 
mucho menor que en un material extrínseco. 

A partir de ciertos valores de la temperatura, del orden de 100 grados C, el 
número de pares electrón-hueco generados por agitación térmica puede llegar a ser 
del mismo orden que los producidos por las impurezas. Por tanto, para temperaturas 
superiores, las diferencias entre las conductividades intrínsecas y extrínsecas se 
hacen pequeñas, y el material dopado se comporta como un semiconductor 
intrínseco. 

Ge Si 

µn a 300K (cm2 
/ Vs) 3900 1350 

µn a 300K (cm2 
/ Vs) 1820 500 

conductividad intrínseca 
a300K (n-1cm-1) 

0'022 4'3·10- 6 

Dn a 300K (cm2 
/ Vs) 100 35 

DP a 300K (cm2 
/ Vs) 48 13 

constante dieléctrica relativa E r 16 12 

Tabla 34.1 Propiedades electricas de Ge y Si 
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Ejemplo 34.1 

a) Calcular la concentración de átomos en el Si. 

b) Calcular la resistividad del Si intrínseco a 300 K. 

c) Calcular la resistividad de una muestra de silicio con un dopado de As, a 

razón de 1 átomo de As por cada 108 átomos de Si. 

d) Calcular la resistividad que tendría la muestra de Si si fuese un metal 
monovalente. (utilícese los datos de la tabla 34.1) 

Solución: 

650 

a) La concentración de átomos en el Si es 

N = Concentracion = NA • -
1
- • D 

PA 

donde 

NA = Número de Avogaru::o = 6'02 • 1023 átomos /mol 

P A = Peso atómico = 28' 1 g/mol 

D = Densidad = 2'33 g cm-3 

luego 

N = 6'02 · 1023 
--

1
--2'33 =5'00-1022 átomos/cm 3 

28'1 

b) cr ¡ =en¡ (µ 0 + µP), sustituyendo valores 

luego 
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c) Si hay 1 átomo de As por cada 108 átomos de Si se tiene 

N O = N
8 

=5'00- 1014 átomos/cm 3 

10 

por tanto 

' 

n~ 
p =-1 = 4'5-105 cm-3 << n 

n 

luego 

luego 

1 
p=-=9'26Qcm 

cr 

La resistividad ha disminuido 25000 veces por efecto del dopado .. 

d) Si el Si fuese un metal monovalente, cada átomo aportaría un electrón 
libre, con lo que la concentración de electrones sería 

n= N =5'0· 1022 cm-3 

y la conductividad sería 

v = qnµn = 1'6 · 10-19 -5 -1022 -1350= 10'8-106 (Qcm)-1 
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p=_!.=9'25-10-8 Qcm 
(J 

Como puede verse, la conductividad en un metal es muy superior a la de un 
semiconductor extrínseco. A su vez ésta es mucho mayor que en un semiconductor 
intrínseco. 

34.3. Efecto Hall 

Supongamos una barra de semiconductor por la que circula una corriente 

eléctrica de densidad J, tal como se muestra en la figura 34.3. Si se aplica un 

campo magnético estacionario y uniforme, B , los portadores de carga se verán so­

metidos a una fuerza F cuyo sentido depende del signo de los portadores y de su 
velocidad. Así. 

para los huecos y 

F=-qvn xB=qvn Bk 
(34.10) 

para los electrones. 

Si el semiconductor es tipo 
p, la práctica totalidad de por­
tadores son huecos y, según la 
expresión (34.9), se origina una 
separación espacial de cargas 
que da lugar a un campo eléc-

trico transversal EH como el 

indicado en la figura 34.3.a. 

En un semiconductor tipo 
n, los portadores minoritarios 

circulan en sentido opuesto a J 

a) 

b) 

(34.9) 

d 

i= 

d 

Fig. 34.3 

por lo que, teniendo en cuenta el signo de dichos portadores, la fuerza que actúa 
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sobre los electrones es la indicada en la figura 34.3.b. También se produce una 
separación de cargas, pero en sentido contrario al caso anterior, de forma que el 

campo eléctrico transversal EH tiene sentido opuesto. 

El proceso de separación espacial de cargas continúa hasta que el campo 
eléctrico transversal crea una fuerza que equilibre a la producida por el campo 

magnético. Es decir, en el estado estacionario, las fuerzas originadas por EH y B 
son iguales, y para el semiconductor tipo p se escribe de la forma. 

(34.11) 

Si la anchura de la muestra es d, la diferencia de potencial que aparece entre 
las caras 1 y 2 es del orden de: 

(34.12) 

donde V H recibe el nombre de tensión de Hall. 

Expresando v P en función de la densidad de corriente, según las expresiones 

(34.1) y (34.3), resulta 

(34.13) 

donde RH recibe el nombre de coeficiente de Hall, y su valor, para el caso de los 

huecos es 

(34.14) 

En un semiconductor tipo n, la tensión de Hall es 

(34.15) 
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donde el signo menos indica que la polaridad de dicha tensión es opuesta a la que 
aparece en un semiconductor tipo P. El coeficiente de Hall para los electrones es, 
según (34.15) 

1 
R =-­

qn 
(34.16) 

En definitiva, conociendo el coeficiente de Hall de una muestra semiconductora 
extrínseca se puede calcular la concentración de portadores de carga y 
determinar su signo. La determinación de R H puede efectuarse directamente mi-

diendo la tensión de Hall. 

Una vez determinadas la concentraciones de portadores, y conociendo la 
resistividad de la muestra, puede calcularse la movilidad de los portadores a partir 
de las expresiones (34.7) y (34.8). Así, para un semiconductor tipo P 

µ 
cr=qµ p=-P 

P R 
H 

luego 

De forma análoga, para un semiconductor tipo n 

(34.17) 

(34.18) 

Hay que señalar que en el examen realizado del efecto Hall se han utilizado dos 
simplificaciones importantes. En primer lugar, se ha descrito el efecto Hall para el 
caso de semiconductores extrínsecos, en los cuales las corrientes de desplazamiento 
de los portadores minoritarios son despreciables; el estudio de dicho efecto en un 
semiconductor intrínseco o muy débilmente dopado exigiría un análisis más minu­
cioso. Por otra parte, no se ha tenido en cuenta la distribución estadística de las 
velocidades de los portadores. Si se tiene en cuenta dicha distribución, es preciso 
modificar el coeficiente Hall mediante un factor a, próximo a la unidad y caracte­
rístico del tipo de semiconductor. Con ello, el coeficiente de Hall queda como 
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a 
R H = - para el semiconductor p 

qp 

a 
R H = -- para el semiconductor n 

qn 
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(34.19) 

34.4. Generación y recombinación de cargas 

En el capítulo anterior se han estudiado las ecuaciones, ley de acción de masas 
y ley de neutralidad eléctrica, que permiten calcular las concentraciones de 
portadores en equilibrio térmico. 

En la situación de equilibrio termodinámico se producen, de forma simultánea, 
dos procesos: a) La generación de pares electrón-hueco, por la ruptura de enlaces 
covalentes, lo que lleva asociado el salto de un electrón desde la banda de valencia a 
la conducción y b) La recombinación, proceso inverso por el que un electrón libre 
pasa a ocupar un nivel vacío (hueco) en la banda de valencia, desapareciendo el 
electrón libre y el hueco. Naturalmente, en una situación de equilibrio, estos dos 
procesos se compensan por completo, y la concentración de portadores permanece 
constante. 

Designaremos por g el número de pares electrón huecos generados, y por r, el 
número de recombinados en la unidad de volumen del cristal, por unidad de tiempo. 
Evidentemente, para el estado de equilibrio del semiconductor se cumple la igualdad 

g = r (34.20) 

La situación de equilibrio puede romperse si se modifican las velocidades de 
recombinación o de generación. Así, si se ilumina un semiconductor o se le 
bombardea con partículas de energía adecuada, la velocidad de generación de pares 
electrón-hueco será superior a la correspondiente al equilibrio térmico, y las 
concentraciones de portadores aumentarán, de forma que su producto será superior a 
la concentración intrínseca correspondiente a la temperatura dada. 

En el momento en que deja de actuar la causa que ha provocado el dese­
quilibrio, la recombinación de los pares en exceso determinará un descenso de las 
concentraciones hasta volver a las correspondientes a la temperatura del cristal. 
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En esta sección cuantificaremos la variación de concentraciones y estudiaremos 
su modificación en función del tiempo. 

Para ello, supongamos una barra homogénea de semiconductor del tipo n, por 
ejemplo, a una temperatura T. Las concentraciones correspondientes al equilibrio 

térmico son n 0 y p O , verificándose que n
0 

p 
O 

= nf (T) . 

Supongamos ahora que dicha barra se ilumina, uniformemente, con luz de 
frecuencia suficiente para originar pares electrón hueco. Al cabo de cierto tiempo se 
habrá alcanzado una nueva situación de equilibrio, siendo n 1 y p 1 las 

concentraciones de portadores y verificándose que n 1 p 1 > n¡ (T), ya que hay un 

exceso tanto de huecos como de electrones. 

(34.21) 
Ap=pi-Po 

Puesto que el exceso de portadores aparece por la ruptura de enlaces covalentes 
por efecto de la iluminación, es evidente que 

An=n1 - n 0 =p1 - p 0 =Ap (34.22) 

Ahora bien, como el semiconductor es de tipo n, la concentración de electrones 
será, en cualquier caso, muy superior a la de huecos y el porcentaje de electrones 
libres generados por la iluminación es muy inferior al incremento porcentual de 
huecos (portadores minoritarios). Es decir 

An Ap 
-<<<-

n p 
(34.23) 

Nos limitaremos, por tanto, a estudiar el comportamiento de los portadores 
minoritarios. 

Admitamos que, una vez alcanzadas las concentraciones n 1 y p 1 , en el ins­

tante t = O, . cesa la iluminación. El exceso de huecos y electrones tenderá a 
desaparecer, según la ley 
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dp 
-=g-r 
dt 

Ahora bien, mediante razonamientos estadísticos puede demostrarse que 

y que, una vez se ha cesado la iluminación, 

por lo que (34.25) se transforma en 

(34.24) 

(34.25) 

(34.26) 

(34.27) 

't P es la vida media de los huecos ( 't n para los electrones ) y se define como el 

tiempo medio transcurrido desde que se genera un hueco (electrón) hasta que se 
recombina. Equivale al tiempo medio de existencia de los portadores en exceso. La 
vida media depende del tipo de semiconductor y de su grado de pureza; su valor 

puede oscilar entre límites muy amplios, desde 10-2 s hasta 10-9 s. 

Integrando (34.27) se obtiene 

-t/1: p-p
0 

=Ce P (34.28) 

donde la constante C puede cal­
cularse teniendo en cuenta que 
en t = O p = p 1 • Por tanto 

-t/'t 
p-po =(p¡ -po)e P 

(34.29) 

ecuación que queda representada en 
la figura 34.4. La expresión 

p 

Po - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

t 

Fig.34.4 
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(34.29) indica que el exceso de concentración de los portadores minoritarios 
(óp = p-p0 ) decrece exponencialmente a cero, con una constante de tiempo igual 

a la vida media 't P • 

34.5. Difusión 

En la descripción del mecanismo de la corriente de desplazamiento se ha visto 
que, en el interior de un semiconductor sobre el que no actúa ningún campo exterior, 
el movimiento de los portadores es estadísticamente al azar. Cuando se aplica un 
campo exterior se origina una corriente de desplazamiento cuantificada por el 
campo de densidades de corriente de desplazamiento, dado por (34.3) bajo el 
supuesto de que la concentración de portadores es la misma en todos los puntos del 
semiconductor. 

Si la concentración de portadores en el interior de la muestra semiconductora no 
es uniforme, aparece un gradiente de concentraciones que da lugar a una difusión de 
portadores desde las zonas de mayor concetración a las de menor concentración, con 
el correspondiente transporte de cargas. 

La densidad de corriente de difusión sigue formalmente la ley de Fick, siendo 
proporcional al gradiente de concentración, es decir · 

(34.30) 

(34.31) 

donde D n y D P son las constantes de difusión, o difusividades , para los electrones 

y huecos, respectivamente. Sus dimensiones son 

Si la variación de concentraciones se produce en una sola dirección, la x por 
ejemplo, las densidades de corriente de difusión para los electrones y huecos son, 
respectivamente 

(34.32) 
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(34.33) 

Hay que señalar que el movimiento de los portadores es en sentido opuesto al 
del gradiente de sus concentraciones. En el caso de los huecos, dicho sentido 
coincide con el de la corriente, mientras que en el caso de los electrones, la densidad 
de corriente es opuesta a la velocidad de desplazamiento. De ahí la diferencia de 
signo que aparece en las ecuaciones (34.32) y (34.33). 

El fenómeno de difusión se produce mientras exista un gradiente de concen­
traciones, cesando cuando se establece la homogeneidad de concentraciones en el 
interior del semiconductor. Es, por tanto, un fenómeno transitorio, tendente a 
restablecer la uniformidad de concentraciones. Así, si en un punto del semiconductor · 
se genera un exceso de portadores, éstos se difundirán a partir de dicho punto de 
forma que la concentración tiende a hacerse uniforme en todo el cristal. 

Mientras los portadores se difunden pueden recombinarse, desapareciendo. Se 
denomina longitud de difusión (Lp para los huecos y Ln para los electrones) a la 

distancia: ,media recorrida por los portadores, en el proceso de difusión, hasta su 
recomb~ación. La longitud de difusión está relacionada con la constante de difusión 
y con la vida media de los portadores: 

L =(D 't )112 p p p 

(34.34) 

Por otra parte, parece lógico suponer que las constantes de difusión están 
r.elacinadas con las movilidades de los portadores. En efecto, un análisis estadístico 
del fenómeno de la difusión permite establecer la denominada relación de Einstein 

(34.35) 

donde K es la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta. V T recibe el 
nombre de potencial equivalente de temperatura. Su valor a la temperatura ambiente 
es VT =0'026 V. 
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34.6. Densidad de corriente total 

En un semiconductor en el que se producen simultáneamente corrientes de 

desplazamiento (por existencia de un campo eléctrico E ) y de difusión (por 
existencia de un gradiente de concentraciones), las densidades de corrientes totales 
vienen dadas, para la dirección x 

(34.36) 

(34.37) 

ecuaciones que, en forma vectorial quedan como 

(34.38) 

34.7. Ecuación de continuidad 

En las. secciones precede~tes se han analizado, por separado, los distintos 
factores que determinan variaciones en las concentraciones de portadores de un se­

. ipj.conductor: corrientes por desplazamiento, por difusión, generación y recom­
binación de cargas. 

, 

En el caso más general todos estos fenómenos coexisten, de forma que las 
concentraciones de portadores son funciones de las coordenadas y del tiempo, es 
decir, n = n(x,y,z,t) y p = p(x,y,z,t). Las velocidades de variación de dichas 
concentraciones pueden ser expresadas mediante la denominada ecuación de 
continuidad, que no es más que la expresión matemática de la ley universal de 
conservación de cargas eléctricas. 

Deduciremos, en primer lugar, la ecuación de continuidad para una muestra 
unidimensional, generalizando el resultado obtenido al caso tridimensional. 
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Supongamos un semi­
conductor en el que la concen­
tración de portadores sólo 
cambia en la dirección del eje 
x, y en el que el campo eléc­
trico sólo tiene componente en 
x. Escojamos en este se­
miconductor una rebanada 
como la de la figura 34.5, de 
longitud dx y sección ds. 

x x+dx 

Fig.34.5 

X 

ds 

El volumen de dicho elemento es dv = ds dx. Supongamos que en el instante t, 
la concentración de hue-cos es p(x, t), entonces, el número de huecos contenidos en 
el elemento considerado es p(x, t) dx ds. En el instante t + dt su cantidad será 
p(x, t + dt) dx ds, y la variación del número de huecos en el tiempo dt es 

[p(x, t + dt)-p(x, t) ]dx ds= é)p dx ds dt at (34.39) 

Esta variación del número de huecos puede ser debida a los procesos de gene­
ración, recombinación o corrientes de difusión y de desplazamiento. Repasemos es­
tos procesos. 

a) La variación de portadores debida a la generación es 

[!~ l dx ds dt - (g + g 0 )dx ds dt (34.40) 

donde g0 es la velocidad de generación de pares electrón-hueco por agi­

tación térmica y g es la velocidad de generación por causas externas 
(iluminación, bombardeo con partículas, etc). 

b) La variación de portadores debida a la recombinación es 

[!~ l dx ds dt--rdx ds dt (34.41) 
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donde r es la velocidad de recombinación, cuyo valor viene dado por la 
ecuación (34.25). 

Por tanto, la variación total de huecos originada por la generación y 
recombinación es 

(34.42) 

y, teniendo en cuenta que la tasa de generación térmica g O es igual a la de 

recombinación en el equilibrio termodinámico (ver ecuación 34.26) resulta 

(34.43) 

c) La variación del número de huecos puede producirse, también por la 
entrada y salida de huecos debida a las corrientes de difusión y de 
desplazamiento. Dicha variación es igual a la diferencia entre los huecos 
que entran y salen del elemento de volumen 

y, teniendo en cuenta que 

-a1 
J P (x, t) - J P (x + dx, t) = __ P dx ax 

resulta 

- dx ds dt = -- _ _ P dx ds dt [ªP] 1 a1 
at J q ax 

La variación total del número de huecos es 

(34.44) 

(34.45) 
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dp [ p-p0 1 dJP] -dx ds dt= g--- -- -- dx ds dt a t 'tp q ax 

de donde 

(34.46) 

Expresión que constituye la denominada ecuación de continuidad, establecida 
aquí para los huecos. La ecuación de continuidad para los electrones tomaría la 
forma 

donde la diferencia de signo del último término aparece debido a que los electrones 
se mueven en sentido contrario a la densidad de corriente. 

Si las concentraciones de portadores de carga son funciones de las coordenadas 
(x,y,z), entonces las ecuaciones de continuidad se escriben como 

ap p-po 1 d. J--=g - -- lV 
at 'tp q p 

(34.47) 

a n n - no 1 d. -J - =g---'-+- lV a t 'tp q n 
(34.48) 

Hay que señalar que el término g sólo debe tenerse en cuenta en aquellos 
puntos en los que se produzca una generación por causas distintas a las agitación 
térmica; en caso contrario será eliminado. 

Las densidades de corriente, J P y J n , que aparecen en la ecuación de conti­

nuidad vienen dadas por las ecuaciones (34.36) y (34.37). Obsérvese que dichas co­
rrientes pueden deberse a la difusión o al desplazamiento. Precisemos algunas cues­
tiones relativas a cada tipo de corriente. 
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Si el semiconductor es extrínseco, tipo n por ejemplo, la concentración de 
portadores minoritarios, huecos, es muy pequeña frente a la de mayoritarios. En 
general, la corriente de desplazamiento de portadores minoritarios serán muy peque­
ñas (salvo en el caso de grandes campos aplicados) frente a la corriente de difusión. 
Por tanto, en un semiconductor extrínseco, la densidad de corriente de los portadores 
minoritarios se debe, fundamentalmente, a la difusión y el efecto de desplazamiento 
puede ser despreciado. 

En el caso de los portadores mayoritarios, se producirán tanto corrientes de 
difusión como de desplazamiento. Ahora bien, la aparición de una corriente de 

desplazamiento exige la existencia de un campo eléctrico E . Dicho campo puede ser 
un campo exterior aplicado o puede originarse como consecuencia de una separación 
de cargas en el interior del semiconductor, con la correspondiente aparición de una 
densidad volumétrica de carga. Por ejemplo, si en un semiconductor tipo n se ge­
neran un exceso de electrones y huecos en un punto, éstos se difundirán por el cristal 
a partir del mismo. Puesto que, en general, las difusividades de los electrones y 
huecos son distintas, es de esperar que se produzca una separación de cargas, 
alterándose la neutralidad eléctrica y originándose una distribución volumétrica de 
cargas de densidad. 

p=(N 0 +p-n)q (34.49) 

El campo eléctrico en el interior de tal semiconductor deberá verificar la ecua­
ción de Poisson 

- p (N 0 +p-n)q 
divE=-

E E 
(34.50) 

Ecuación que, junto con las (34.47) y (34.48) permite determinar, de forma 
exacta, las concentraciones de portadores en función de las coordenadas y del 
tiempo. 

No obstante, en la mayor parte de problemas que se van a tratar en este texto, 
podrá efectuarse una simplificación importante. Así, aún cuando la existencia de un 
campo eléctrico en el semiconductor exige la aparición de una densidad volumétrica 
de carga dada por (34.49), ésta es muy pequeña incluso frente a la densidad de carga 
asociada a los portadores minoritarios, es decir, para el semiconductor n 

N O + p - n << p << n (34.51) 
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por lo que, a efectos de determinar la concentración de portadores mayoritarios 
puede considerarse que 

(34.52) 

sin que se produzcan errores importantes. El significado de estas consideraciones 
quedará ilustrado claramente en las aplicaciones que se desarrollan a continuación. 

34.8 Inyección de carga de portadores minoritarios 

Como aplicación 
de la ecuación de 
continuidad estudia­
remos la variación de 
la concentración de 
portadores minorita­
rios a lo largo de una 
dirección en un semi­
conductor uniforme­
mente dopado con 
impurezas donadoras. 

Sea el semicon-
ductor representado 

y 

z 

Fig. 34.6 

en la figura 34.6, sobre el que incide, de forma continua radiación en su cara x = O. 
Denominaremos . n 0 y p 0 a las concentraciones de electrones y huecos 

correspondientes al equili-brio térmico, con n 0 >> p 0 , ya que se trata de un 

semiconductor tipo n. 

Al incidir la luz en la cara x = O se generarán, de forma continua, un exceso de 
huecos y electrones en dicha cara, exceso que se difundirá a lo largo de la barra. Al 
cabo de cierto tiempo, se habrá establecido un régimen estacionario, en el cual las 
concentraciones de portadores y corrientes son independientes del tiempo. 

Llamaremos n 1 y p 1 a las concentraciones de portadores correspondientes a 
la cara iluminada (x = O) y n y p a las correspondientes a una abscisa cualquiera 
X. 
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El exceso de concentraciones de portadores con respecto a las de equilibrio 
térmico es 

p' = p - Po Para los huecos 

n' = n - n 0 Para los electrones 

Supondremos, de ahora en adelante, que el exceso de concentraciones de 
portadores es pequeño frente a la concentración de portadores mayoritarios, es decir 
p' << n y n' << n. 

Si planteamos la ecuación de continuidad para los portadores minoritarios, 
resulta 

(34.53) 

Despreciando la corriente de desplazamiento de huecos (por ser éstos los 
portadores minoritarios) y teniendo en cuenta la expresión (34.33), la ecuación 
(34.53) se puede escribir como 

(34.54) 

y, a partir de la definición de longitud de difusión (34.34), resulta 

o bien, en función del incremento p' 

(34.55) 

La solución de esta ecuación es 
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(34.56) 

donde C1 y C2 son constantes de integración cuyos valores se obtienen aplicando 

las condiciones de contorno del problema. 

Así 

Para x = O ➔ p' = P1 - Po 

Para x ➔ 00 ➔ p' debe ser finito ➔ C2 = O 

valores que sustituidos en (34.56) dan la distribución del exceso de huecos (huecos 
inyectados) 

ecuación que queda representada en 
la figura 34.7. Como puede 
observarse, el exceso de huecos 
decrece exponencialmente, siendo 
LP la distancia dentro del semi-

conductor a la que la concen­
tración inyectable disminuye a 1/e 
de su valor máximo (x = O). 

Una vez obtenida la distribu-
ción de la concentración de huecos 
a lo largo del eje x, pasaremos a 

(34.57) 

X 

Fig. 34.7 

calcular las densidades de corriente en el semiconductor. Así, a partir de (34.57) se 
obtiene que la corriente de difusión de huecos es 

dp . dp' qDP [ ] -x/ L 
J = -qD - = -qD - =-- P1 -pº e p 

P P dx P dx L p 

(34.58) 

corriente que disminuye exponencialmente, de forma similar a la concentración de 
portadores minoritarios. 

La corriente de difusión de electrones viene determinada por 
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(34.59) 

y, admitiendo que p' ""n' (ver expresión 34.51), entonces 

. ap' an' 
--::::-
ax ax 

con lo que la ecuación (34.59) queda como 

(34.60) 

Por otra parte, la corriente de desplazamiento puede determinarse teniendo en 
cuenta que la barra es un circuito abierto y que, por tanto, la corriente total ha de ser 
nula, es decir 

donde J nd es la densidad de corriente de desplazamiento de los electrones. Des­

pejando J nd resulta 

(34.61) 

ya que se ha supuesto despreciable la corriente de desplazamiento de portadores 
minoritarios. 

34.9. Variación del potencial en un semiconductor con dopado 
no uniforme 

Consideremos un semiconductor como el de la figura 34.8, en el cual la 
concentración de portadores, huecos por ejemplo, es una función de x. Esto puede 
conseguirse mediante un drogado no uniforme a lo largo de la dirección x. 
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En régimen estacionario no hay 
movimiento neto de portadores, ya que 
la variación de la concentración de los 
mismos no aparece por efecto de la 
inyección desde una fuente exterior, 
como en el caso precedente, sino como 
consecuencia de un drogado no 
uniforme. Por tanto, la corriente de 
difusión de huecos, que debe produ­
cirse por efecto del gradiente de 

/ 

~ 

v. 
' V 

/ 

Pi 
V 

X 

Fig. 34.8 

concentraciones, se compensará con una corriente de desplazamiento de huecos, lo 
que exige la presencia de un campo eléctrico interior y, por consiguiente, una 
variación de potencial a lo largo de la barra semiconductora, variación que 
calcularemos a continuación. 

Para ello si en la ecuación (34.36) se hace J P =O, resulta 

y sustituyendo D P por su valor obtenido en la relación de Einstein, es 

KT ap 
O=pµ qE-q-µ -

p q p ax 

de donde 

y, al ser p = p(x) (régimen estacionario) 

(34.62) 

Por otra parte, como el campo es E = -av / ax , y también es sólo función de 
x, se puede escribir 

669 



Electromagnetismo y semiconductores 

dV -KT dp 
-=----
dx qp dx 

o bien 

que al integrar entre dos puntos cualesquiera, x 1 x 2 resulta 

(34.63) 

lo que pone de manifiesto que la diferencia de potencial entre dos puntos del semi­
conductor sólo depende de las concentraciones de los huecos en estos puntos. 

Un estudio similar podría efectuarse para los electrones. Partiendo de la con­
dición de J n = O, se llegaría a la expresión 

(34.64) 

Por otra parte, las ecuaciones (34.63) y (34.64) pueden ser escritas como 

(34.65) 

y 

(34.66) 

expresiones que permiten obtener la relación entre las concentraciones de portadores 
en dos puntos, en función de la ddp existente entre ellos. 

Las ecuaciones (34.63) a (34.66) serán utilizadas en el estudio de la unión p-n. 
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PROBLEMAS 

P.34.1. Considérese una muestra de Ge intrínseco, a 300 K. Suponiendo que la 
movilidad de los portadores es independiente de la temperatura, calcular el 
porcentaje de aumento de la conductividad por grado de incremento de la 
temperatura. 

SOLUCIÓN 

/),_o - = 11 = 5' 5 % por grado 
o 

P.34.2. En un material semiconductor las movilidades de los electrones y huecos 
son µn y µP, respectivamente, con µn > µP . Admitiendo que la 

temperatura permanece constante, así como las movilidades: 

a) Demostrar que el valor mínimo de la conductividad es 

b) Calcular las concentraciones de portadores que hacen mínima la con­
ductividad. 

c) Calcular la concentración de dopado aceptar necesario para obtener 

ºmin· 

SOLUCIÓN 

b) 
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P.34.3. Una barra de germanio tipo n tiene una sección de 5 mm2 y una longitud 

de 0'5 cm. Sabiendo· que la concentración de impurezas donadoras es 

N O = 1015 cm - 3 (T = 300 K) 

a) Calcular la resistencia de la barra. 

b) Calcular la velocidad de desplazamiento de los electrones si se 
establece, entre los extremos de la barra, una ddp de O' 5 V . 

SOLUCIÓN 

a) R=16'03 Q 

b) v =39 mis 

P.34.4. Una barra de semiconductor tipo p, de anchura d = 10 mm. y longi­
tud 1 = 50 mm se sitúa en un campo magnético transversal a la misma, de 
inducción B = 0'5 T. La diferencia de potencial aplicada en los extremos 

de la barra es V= 10 V, y la tensión de Hall obtenida es V8 =50mV. 
Sabiendo que la resistividad del semiconductor es p = 2'5 Q cm, calcular 
la concentración de huecos y su movilidad. 

SOLUCIÓN 

µP =0'05 m2 
/ Vs 

P.34.5. La resistividad de cierto semiconductor intrínseco vale p
0 

= 100 Q cm, a 

la temperatura ambiente. Cuando dicho semiconductor se ilumina unifor­
memente la resistividad pasa a valer p 1 = 50 Q cm. Pasado un tiempo 

t = 0'01 s, después de apagar la fuente luminosa, la resistividad es 
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p =75 n cm. Calcular la vida media de los electrones y huecos. (Nota: 

en un semiconductor intrínseco 't n = 't P ) • 

SOLUCIÓN 

't ='t =9'1 ms n P 

P.34.6. Una barra de germanio tipo n se ilumina uniformemente, de forma que, 
en el equilibrio, las concentraciones de portadores son n 1 y p 1 ( n

0 
y p 

0 

son las concentraciones de portadores cuando no hay iluminación). Una 
vez se suprime la iluminación, la concentración de portadores minoritarios 
decrece esponencialmente, según la ecuación 34.29. 

Demostrar que 't P representa el tiempo medio de existencia de los 

portadores en exceso. 

P.34.7. Dado el semiconductor de la figura 34.6, en el que inyectan portadores 
minoritarios, demostrar que la diferencia máxima entre las concentraciones 
de huecos y electrones inyectados, p' y n', es del orden de 

donde cr es la conductividad de la muestra y e su permitividad eléctrica. 

Sabiendo que el semiconductor es Ge tipo n, con una conductivi­

dad cr = 2-103 (Qm) y una vida media de los huecos 'tP = 10--6 s, 

comprobar que IP' - n'I << p'. (Tómese Er = 15'7) 
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SOLUCIÓN 

P.34.8. Dada la situación expuesta en el problema anterior, demostrar que LP 

representa la distancia media recorrida por los huecos inyectados antes de 
que se recombinen con los electrones. 
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CAPÍTUL035 

EL DIODO DE UNIÓN 

35.1. Introducción 

El diodo de unión p-n consiste en un semiconductor que posee una región de 
tipo n y otra de tipo p, separadas por una región muy estrecha (del orden de 
10--6 a 10--4 cm). 

El comportamiento eléctrico de este tipo de unión es completamente diferente al 
de los materiales p o n de que está formada ya que, mientras éstos conducen 
igualmente en ambas direcciones, una unión p-n conduce en una sola dirección, 
como veremos más adelante. 

El estudio de este tipo es de capital importancia puesto que la mayor parte de 
los dispositivos electrónicos (tr~sistores, diodos rectificadores, diodos túnel, 
tiristores, etc.) basan su comportamiento en los fenómenos de conducción que se 
producen en las uniones p-n que los constituyen. 

35.2. La unión p-n en circuito abierto 

Con vistas a estudiar el comportamiento físico de los diodos de unión parti­
remos de un modelo de unión p-n constituida por un cristal semiconductor en el que 
se han formado sendas zonas tipo p y tipo n, separadas por una zona de transición 
de espesor despreciable. Dicha unión recibe el nombre de unión abrupta. 

Así mismo, supondremos que la zona de separación es plana y transversal al 
c1~stal, de forma que tanto las corrientes de portadores como las variacioi1~:- en sus 
: · :ne, , 1tracionei:. se producen en la dirección longitudinal. Se trata, pues de un 
modelo unidimensional. 
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Denominaremos NA y N O a las concentraciones de impurezas aceptoras de 

la zona p y donadoras de la zona n, respectivamente. Puesto que el cristal se en­
cuentra en equilibrio térmico, y admitiendo que todas las impurezas están ionizadas, 
las concentraciones de portadores en puntos alejados de la unión serán las si­
guientes: 

a) Zona p. La concentración de portadores mayoritarios es aproximadamente 
igual a la de impurezas aceptoras, mientras que la de portadores mino­
ritarios (electrones) vendría dada por la ley de acción de masas. En defini­
tiva 

Ppo ::::NA 

(35.1) 

n? n ::::-•l_ 

Pº N 
A 

b) Zona n. De forma análoga, las concentraciones de portadores en la zona 
tipo n. es 

nno "'No 
(35.2) 

n? 
1 

Pno "'No 

donde los subíndices no y po significan concentraciones en las zonas p 
y n respectivamente. 

Evidentemente, la concentración de huecos es mucho mayor en la zona p 
(donde son mayoritarios) que en la zona n (donde son minoritarios). Por tanto, 
aparece un gradiente de concentraciones que da lugar a una corriente de difusión de 
huecos desde la zona p ·a la zona n. Del mismo modo, se produce una corriente de 
difusión de electrones desde la zona n a la zona p. 

Los huecos difundidos hacia la zona n se recombinan con los electrones allí 
existentes, y viceversa, de forma que en las proximidades de la unión la concen­
tración de portadores es muy baja. Puesto que en esta zona hay iones fijos, 
impurezas ionizadas, aparecerá una densidad volumétrica de carga que será positiva 
en el lado n de la unión y negativa en el lado p (Fig. 35.1.c). 
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La zona donde aparece 
carga volumétrica se denomina 
zona de transición o de carga 
espacial. Su anchura a ambos 
lados de la unión, así como la 
densidad de carga, dependen de 
la forma en que se ha drogado 
cada parte. En el caso de una 
unión abrupta, la densidad vo­
lumétrica de carga tiene la 
forma mostrada en la figura 
35.1.c, cuyo valor en cada zona 
viene determinado por la den­
sidad de impurezas (al ser n y 
p despreciables frente a 
N 0 y NA)- Así, en la zona p 

de la regíón de transición 

(35.3) 

y en la zona n 

(35.4) 

Esta distribución dipolar de 
las cargas en la zona de 
transición origina un campo 

eléctrico, E , delimitado en la 
citada zona y dirigido de la 
parte n a la p (Fig. 35.1.d), 
que da lugar a corrientes de 
desplazamiento que se oponen a 
las de difusión antes descritas. 

a) 

b) 

C) 

d) 

e) 

El diodo de unión 

ZONA p ZONA n 
aceptadores e donadores (B 

e++G+G+e e .0 e~ $- e- _e 
e++e +G +e 01 6> ~- e- ~- e 

+ -
e++e +e +e e e t>+ (;)- ~- -6> 

reg10n de carga 
espacial 

difusion . 
de huecos 

nno!::::No 

Pno 
drfusion de x 

1 electrones 

j p~ X 0 ~Xn 

rg .. 
X 

X 

X 

Fig. 35.1. 

En la situación de equilibrio, el flujo neto de electrones y huecos a través de la 
unión es nulo, de forma que las corrientes de difusión son compensadas exactamente 
por las corrientes de desplazamiento debidas al campo E . 

La relación entre el campo E y la densidad de carga en la regíón de transición 
viene dada por la ecuación de Poisson que, aplicada al modelo unidimensional, 
tomaría la forma 
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(35.5) 

Por lo que el campo vendrá dado por la integral 

(35.6) 

con E(xp) = O y E(xn) =O, donde xn y-xP son los límites de la zona de transi­

ción. 

Finalmente, el potencial en la zona de transición se obtiene teniendo en cuenta 
que E= -dV/dx, con lo que 

V(x)=-rx Edx 
p 

(35.7) 

cuya representación queda reflejada en la figura 35.1.e. La diferencia de potencial 
entre los extremos de la zona de transición, V O = V ( x n) - V ( -x P) se denomina 

potencial de contacto y su valor depende de la concentración de dopado en cada lado 
de la unión. 

La determinación de potencial de contacto puede realizarse aplicando las 
expresiones (34.63) o (34.64), de la ddp en dos puntos de un semiconductor con 
dopado no uniforme. Así, particularizando dichas ecuaciones al caso que nos ocupa 

o (35.8) 

pero, teniendo en cuenta las ecuaciones (35.1) y (35.2) resulta 

(35.9) 

o bien 

(35.10) 
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Es importante destacar que el potencial de contacto no genera tensión capaz de 
producir corriente, sino que constituye una barrera de potencial que se opone a la 
difusión de los portadores mayoritarios. Su valor suele ser unas décimas de voltio, 
pero como la anchura de la zona de transición es muy pequeña ( del orden de 

10-7 m), el campo eléctrico asociado es muy elevado. 

Nota complementaria 35.1. 
Cálculo apróximado de la an­
chura de zona de transición y 
del campo eléctrico en una 
unión p-n 

Con vistas a clarificar los 
conceptos antes expuestos pasare­
mos a realizar un estudio cuantita­
tivo de una unión p-n abrupta. 
Para ello utilizaremos la importan­
te simplificación de que en la zona 
de transición la concentración de 
portadores es despreciable frente a 
la de impurezas. Es decir, las den­
sidades de carga en la zona de 
transición son las que se muestran 
en la figura 35.2; 

donde -xP y x 0 son las abci­

sas correspondientes a los límites 
de la zona de transición. La anchu­
ra de dicha zona es 1 = xP + x 0 • 

a) 

-Xp 

b) 

e) 

P QNo 

o 

-QNA 

E 

V 

Fig. 35.2 

Xn X 

X 

X 

Aplicando la ecuación de Poisson a la regíón p de la zona de trai:1s1c1ón e 
integrando, se obtiene el campo eléctrico 
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(35.11) 

Del mismo modo, para la región n el campo vale 

(35.12) 

Las constantes de integración se calculan a partir de las siguientes condiciones 
de contorno 

a) E 1(- xp)=O ➔ C = -qNAX 
i e P 

b) E 2 (xn)=O ➔ Cz =- qNo x 
e n 

Valores que sustituídos en (35.11) y (35.12) permiten obtener el campo 
eléctrico, una vez conocidos xn y xP. 

Por otra parte, es evidente que 

E 1 (O)= E 2 (0) 

de donde 

es decir 

(35.13) 

(35 .14) 

La expresión (35.14) muestra que el campo eléctrico penetra en cada zona una 
longitud inversamente proporcional al drogrado de dicha zona. La figura 35.2.b, 
muestra la variación del campo en la zona de transición. 

La altura de la barrera de potencial es 
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valor igual al área, cambiada de signo, del triángulo de la figura 35.2.b. 

1 
V =--E(O)l 

o 2 

donde 

(35 .15) 

(35.16) 

Teniendo en cuenta el valor de E(O) dado por (35.13) puede despejarse la 
anchura 1 de la zona de transición 

(35.17) 

y, sustituyendo (35.15) en (35.17) y operando 

(35.18) 

Finalmente, las anchuras de las zonas tipo p y tipo n de la región de transi­
ción se obtienen a partir de las ecuaciones (35.14) y (35.16) 

(35.19) 

(35.20) 

Aplicación numérica 

Consideremos un diodo de germanio, con las siguientes concentraciones de 
dopado 

NA =101scm-3 = l021m-3 

No =5 • 1014 cm-3 = 4. 1020 m-3 
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A partir de los datos de la tabla 33.1, calcularemos 

a) Potencial de contacto. 

b) Anchura de la zona de transición. 

c) Valor máximo del campo eléctrico en la zona de transición. 

Resolución: 

El potencial de contacto V O viene dado por la expresión (35.9) 

Aplicando la expresión (35.17) se obtiene la anchura de la zona de transición 

1 = 1'01-10--ó m 

Y, a partir de las expresiones (35.20) y (35.21) 

X =6'7 -10-7 m n 

El campo eléctrico máximo es el correspondiente a x = O, y viene dado por 
(35.18) 

E(O) =-2'4• 105 V/ m 

Como puede verse, el orden de magnitud de los valores obtenidos coincide con 
las suposiciones hechas anteriormente: potencial de contacto de unas décimas de 
voltio, zona de transición muy delgada y campo eléctrico muy intenso. 

35.3. La unión p-n como rectificador 

La unión p-n constituye un dispositivo rectificador, es decir, permite el flujo 
fácil de cargas en una dirección, pero se opone al paso de corriente en dirección 
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opuesta. En esta sección analizaremos de forma cualitativa el comportamiento recti­
ficador del diodo, estudiando el efecto que produce una tensión de polarización 
aplicada sobre la unión. 

Para aplicar dicha tensión es 
necesario conectar las zonas p y 
n del diodo a un circuito, lo que 
exige efectuar contactos metal 
semiconductor (Fig. 35.3). De 
ahora en adelante supondremos 
que dichos contactos se han rea­
lizado de modo que las super­
ficies metálicas son normales a la 
dirección de las corrientes ele 
portadores, al objeto de mantener 
nuestra hipótesis inicial de diodo 
unidimensional. Así mismo, su­
pondremos que la caída de poten­
cial electrostático que aparece en 
la unión metal semiconductor es 

zona de 
transicion 

Ü X 

+ V -

Fig. 35.3 

independiente de la intensidad y sentido de la corriente. Un contacto de este tipo se 
denomina óhmico. 

Al aplicar la tensión V, el equilibrio 
existente en la regíón de transición se rompe, 
apareciendo corrientes cuya magnitud y sen­
tido dependen del signo de la tensión. Estu­
diemos cada caso por separado. 

35.3.1. Polariza.ción inversa 

Si la tensión aplicada al diodo es como la 
mostrada en la figura 35.4, de forma que el 
polo negativo de la pila está conectado a la 
zona p y el positivo a la zona n, se dice que 
la polarización es inversa. Una polarización 
inversa da lugar a una serie de fenómenos que 
llevan a la unión p-n a comportarse de forma 
que bloquea el paso de la corriente. 

E --
P n 

V -· -. 

----➔• •1----........ v' 
Fig. 35.4 
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Así, el campo eléctrico creado por la tensión V es del mismo sentido que el 
originado internamente en la zona de transición, por lo que el campo resultante es 
mayor que el existente en la unión no polarizada. 

El resultado de este incremento del campo es que los huecos son desplazados 
hacia la izquierda (zona p) y los electrones hacia la derecha (zona n) de forma que 
la zona de transición se hace más ancha y menos conductora ( al disminuir la 
concentración de portadores). 

Por otra parte, la distribución volumétrica de carga se modifica, de modo que la 
barrera de potencial crece hasta un valor 

V'=V0 + V 

El efecto del aumento de la barrera de potencial es que las corrientes de difusión 
de huecos de la zona p a la n y de electrones de la zona n a la p disminuyen 
hasta hacerse prácticamente despreciables. No obstante, aparece una pequeña inten­
sidad de corriente l 0 , denominada corriente inversa de saturación, debida al despla-

zamiento de los portadores minoritarios. En efecto, los pocos huecos generados por 
agitación térmica en la zona n y los electrones de la zona p pueden atravesar la 
unión, ya que la altura de la barrera no impide su paso. 

E -
P n 

V 

Fi.g. 35.5 
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La corriente inversa de saturación depende 
de la concentración de portadores minoritarios 
y, por tanto, su valor se ve muy influido por la 
temperatura. 

35.3 .. 2. Polarización directa 

Si la tensión aplicada es como la mostrada 
en la figura 35.5, entonces la polarización es 
directa. 

En la polarización directa, el campo creado 
por la tensión V tiene sentido contrario al 
originado internamente. Por tanto, se produce 
una modificación en las densidades de carga de 
la zona de transición, haciéndose ésta más 
estrecha y disminuyendo la altura de la barrera 
de potencial hasta el valor 
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Al ser más pequeña la barrera de potencial, se produce un gran incremento del 
flujo, por difusión de los portadores mayoritarios hacia la unión. Así, los huecos 
atraviesan la unión desde la zona p a la n, lo que constituye una inyección de 
portadores minoritarios. De forma parecida, los electrones pasan de la zona n a la 
p. Puesto que las cargas de huecos y electrones son opuestas, este flujo de 
portadores en sentidos opuestos da lugar a una corriente eléctrica en el mismo 
sentido. En definitiva, la corriente total será la suma de las corrientes de portadores 
inyectados. 

35.4. Corrientes de electrones y huecos en un diodo de unión 

Para completar el análisis 
cualitativo de la unión p-n an­
tes realizado, en este apartado 
obtendremos los valores de las 
corrientes de portadores corres­
pondientes a cada tipo de pola­
rización, estableciendo la ex­
presión matemática que rela­
ciona la intensidad con la ten­
sión aplicada. 

El camino que seguiremos 
para ello es calcular la distri­
bución de portadores de carga a 
ambos lados fuera de la zona 
de transición, determinando 
posteriormente las corrientes de 
difusión originadas por la va­
riación espacial de dichas con­
centraciones . 

La figura 35.6, muestra las 
concentraciones de portadores 
a ambos lados de la zona de 
transición. La escala de las x 
está tomada de forma que el 
espesor de la zona de transición 
es despreciable. 

p N 
1-------ílno 

Ppo--------1 

ílp --------t 
~-----Pno 

o X 
a) Union sin polarizar 

i-------ílno 
Ppo--------1 

ílpo-----c;..:,:-1--,.~· -----Pno 

o X 

b l Polarizacion inversa 

~-----ílno 
Ppo------1 

ílpo----- ------Pno 

X 
C l Polarizacion directa 

Fig.35.6 
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En la unión sin polarizar (gráfica a) el flujo neto de portadores es nulo, ya que 
las corrientes de difusión y de desplazamiento se compensan exactamente. Las 
concentraciones de portadores no dependen de la distancia y sus valores son los 
correspondientes al equilibrio térmico. 

La relación entre concentraciones de huecos o electrones a ambos lados de la 
unión viene dada por las expresiones (35.1) y (35.2), y su relación con el potencial 
de contacto por la (35.8), que pueden ser escritas como 

P =p e Vo /VT po no (35.22) 

n =n e-Vo/VT po no (35.23) 

En una l:lillon polarizada el equilibrio entre corrientes de difusión y 
desplazamiento se altera, por lo que, en las proximidades del borde de la zona de 
transición (x = O, en las gráficas de la figura 35.6), las concentraciones de electrones 
y huecos se modifican con respecto a las existentes en el estado de equilibrio. 
Obsérvese que ·esta modificación afecta fundamentalmente a los portadores minori­
tarios. Las concentraciones de portadores mayoritarios son, aproximadamente, las 
mismas que en una unión sin polarizar. 

Denominaremos p n (o) nP (o) a las concentraciones de portadores minoritarios 

en los bordes de la zona de transición. La diferencia de potencial entre dichos puntos 
es 

donde V es la tensión de polarización aplicada (positiva si la polarización es directa 
y negativa si es inversa). Por tanto, a partir de las expresiones (34.65) y (34.66), y 
de las (35.22) y (35.23) se puede deducir que las concentraciones Pn (o) nP (o) son 

(35.24) 

n (o)= n e-(Vo- V) /VT = n e v /VT p no po (35.25) 
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Obsérvese que, dado el bajo valor del potencial equivalente de temperatura, 
pequeñas tensiones de polarización originan importantes variaciones de las concen­
traciones de portadores minoritarios. 

Así, para una polarización inversa (V< o), se verifica que Pn (o) << Pno y 

nP (o) << npo, es decir, las concentraciones de portadores minoritarios en el borde 

de la zona de transición son mucho menores que las correspondientes al estado de 
equilibrio. Para una polarización directa, por el contrario, p n (o) > p no y 

np(o) > npo. 

El incremento de la concentración de portadores minoritarios sobre las 
concentraciones de equilibrio es 

, ( ) _ ( ) _ _ ( V/VT -1) Pn O -Pn O Pno -Pno e (35.26) 

para los huecos en la zona n y 

(35.27) 

para los electrones de la zona p 

Estos excesos de concentraciones constituyen una inyecc1on de portadores 
minoritarios (inyección de huecos en la zona n y de electrones en la zona p ), que se 
irán difundiendo por el cristal, de forma que p' y n' decrecen exponencialmente a 

partir del borde de la zona de transición, tal como se muestra en la figura 35.6.c. 

Así, centrándonos en el caso de los huecos de la zona n, su concentración, en 
función de la distancia al borde de la zona de transición es, según (34.57), 

, ( ) _ ( V/VT - l) -x/LP Pn X -Pno e e (35.28) 

Concentración que, al ser variable, da lugar a una corriente de difusión de 
huecos de izquierda a derecha, cuya intensidad en el borde de la zona de transición 
(x = O) es, según (34.58) 

(35.29) 
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donde A es el área de la sección transversal del diodo. El segundo subíndice de Ipn 

indica que dicha corriente se produce en la zona n del diodo. 

Del mismo modo, la intensidad de la corriente de difusión de electrones en el 
borde izquierdo de la zona de transición es 

(35.30) 

Ambas intensidades llevan el sentido de izquierda a derecha, aunque los huecos 
y electrones se mueven en sentidos opuestos. 

La corriente total del diodo, I, en x = O es la suma de Ipn (o) y Inp(o), o sea 

p 

-----lp~- ...... 
' .. .. .. 

\ 

o 

N 

lpn 

X 

(35.31) 

Expresión que constituye la 
característica tensión corriente de 
un diodo. 

Obsérvese que la corriente 
total del diodo, I, es la misma 
en cualquier sección, por lo que 
en la figura 35.7, se ha repre­
sentado mediante una recta hori­
zontal. 

Las corrientes de difusión de 
portadores minoritarios inyec­
tados, Inp y Ipn, decrecen 

Fig. 35.7 
exponencialmente con la dis­

tancia (Fig. 35.7) por lo cual deben aparecer corrientes de portadores mayoritarios 
(IPP en la zona p y Inn en la zona n). Los valores de estas corrientes son 
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1 
Dichas corrientes están representadas en la figura 35.7. 

La corriente total del diodo, dada por (35.32), puede expresarse como 

(35.34) 

en donde el factor 10 depende de las características del diodo y vale 

(35.35) 

El factor 10 tiene dimensiones de intensidad de corriente y, como veremos a 

continuación, su valor coincide con la corriente inversa de saturación, defmida en el 
apartado anterior. En efecto, si la polarización es inversa (V < o) , el término 

e V/VT se hace despreciable (recuérdese que VT = 0'026 V a temperatura 

ambiente) y la corriente del diodo es 

(35.36) 

Puesto que 1
0 

depende de las concentraciones de portadores minoritarios en el 

equilibrio, y éstas se ven fuertemente modificadas por las variaciones de tem­
peratura, resulta evidente que la corriente inversa de saturación es una función de la 
temperatura. 

Finalmente hay que señalar que, para grandes tensiones de polarización directa, 
la altura de la barrera de potencial en la unión se hace casi nula, de forma que la 
ecuación (35.34) no es válida. En este caso la característica tensión-corriente del 
diodo estaría determinada por las resistencias del cuerpo del diodo y de los contactos 
óhmicos, siendo su variación lineal. 

Ejemplo 

En un diodo de germanio, las concentraciones de dopado son NA = 1016 cm-3 

en la zona p y N O = 2 • 1016 cm~3 en la zona n. La sección de la unión es 
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A = O' 1 cm 2 
• Suponiendo que el diodo se encuentra a la temperatura ambiente, y a 

partir de los datos de la tabla 34.1, calcular 

a) Corriente inversa de saturación. 

b) Corriente para una polarización directa V = 200 m V. 

Supóngase una vida media de los portadores 't n = 't P = 1 o-6 s. 

Solución: 

La corriente inversa de saturación viene dada por la expresión (35.35) 

Calculemos cada uno de los factores de dicha ecuación 

A = Sección de la unión = O' 1 cm 2 

q = Carga del electrón =1'6 -10-19 C 

según la tabla 34.1 

Dn =100cm2 
/ s 

DP =48cm2 
/ s 
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L =(D -r )1/2 =(100-10--6)112 =0'0lcm n n n . 

sustituyendo valores 

Por tanto, la característica tensión-corriente de este diodo es 

para V = 200 m V 

1=26mA 

El diodo de unión 

Obsérvese que la corriente correspondiente a una débil polarización directa es 
varios órdenes de magnitud superior a la comente inversa de saturación. 

' 

35.5. Característica tensión-corriente del diodo de unión 

La ecuación (35.34) permite 
evaluar la variación de la corriente 
del diodo en función de -la tensión 
aplicada al mismo. Su represen­
tación gráfica queda plasmada en 
la figura 35.8, en la que se han 
tomado escalas distintas para las 
intensidades torrespondientes a las 
polarizaciones .directa e inversa. 

La observación de la curva 
característica tensión-corriente po­
ne de manifiesto los siguientes as­
pectos: 

lo 

1 
(mA) 

10 

-1 
(µA) 

Fig. 35.8 

100 Yin 

a) Para polarizaciones directas, y excepto en una zona próxima al origen, la 
corriente aumenta exponencialmente con la tensión 
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b) En la zona de funcionamiento correspondiente a la polarización inversa , la 
corriente tiende a su valor de saturación cuando la tensión es varias veces 
VT. 

c) En condiciones normales, la gama de intensidades de funcionamiento para 
la polarización directa es varios órdenes de magnitud mayor que l 0 • 

Es importante señalar que la expresión (35.34) ha sido obtenida para un modelo 
simplificado de diodo. En un diodo real dicha ecuación debe ser modificada, 
tomando la forma 

(35.38) 

donde TJ es un coeficiente que vale la unidad para el germanio. En el caso del silicio, 

n vale 2 para bajas corrientes y 1 para.corrientes elevadas. 

(mA) 

50 

40 

30 

ZD 

10 

Vr o.5 

Fig. 35.9 

poseer una tensión umbral V.y , 

despreciable. 
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Finalmente hay que señalar 
que la intensidad de saturación de 
muchos diodos es de 3 a 12 
órdenes de magnitud menor que 
la intensidad directa nominal. Por 
tanto, el factor e V/ TJVT debe 

valer del orden de 103 a 1012
, 

para producir corrientes directas 
apreciables. En consecuencia, si 
se representa gráficamente la 
característica tensión-corriente, 

1 V(V) con una escala adecuada para 
apreciar las intensidades y 
corrientes de funcionamiento 
(Fig. 35.9), el dispositivo parece 

por debajo de ·la cual la intensidad directa es 



El diodo de unión 

35.6. Resistencia del diodo 

Teniendo en cuenta el funcionamiento del diodo, y según el tipo y magnitud de 
la tensión de polarización aplicada, se pueden distinguir tres parámetros referentes a 
resistencias, que son 

a) Resistencia estática, R, definida como parámetro equivalente a una resis­
tencia óhmica: 

(35.39) 

donde V e I representan el 
voltaje y la intensidad que 
circula por el diodo. 

La forma de la curva 
l(V) (Fig. 35.10), pone de 
manifiesto la gran variación 
que puede tener R al variar 
V. Así, si llamamos G a la 
conductancia estática 

(35.40) 
Fig.35.10 

resulta que G queda representada por la pendiente de la recta OP, que 
une el origen de coordenadas con el punto de funcionamiento del diodo. 
Esta gran variación de R con V hace que este parámetro sea poco útil 
para caracterizar un diodo. 

b) Resistencia dinámica, r, definida como 

dV 
r=-

dl 
(35.41) 

La resistencia dinámica es el parámetro más importante para 
señales cuya variación es pequeña (es decir, para pequeños intervalos 
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entre los valores de V e I en su funcionamiento). Su inversa, g, es 
la conductancia dinámica 

(35.42) 

y se representa en la figura 35.10, como la pendiente de la curva en el pun­
to de funcionamiento. 

V 

Fig. 35.11 

c) Resistencia directa, R P , 

defüúda como la inversa de 
la pendiente de la recta que 
resulta al apróximar lineal­
mente la curva de inten­
sidades a partir de la 
intensidad umbral. Este 
parámetro es de aplicación 
en señales altas o puntos de 
funcionamiento correspon­
dientes a valores elevados 
de V e I (Fig. 35.11). 

35.7. Capacidades de transición y difusión 

En el apartado 35.3, se comentó el efecto que una tensión de polarización tenía 
sobre la zona de transición de una unión p-n. Así, una tensión de polarización 
inversa provoca un ensanchamiento de dicha zona y un incremento de la carga 
espacial. Este aumento de la carga con la tensión representa un efecto capacitivo, de 
forma que se puede considerar que la unión p-n es un condensador cuya capacidad 
es una función de la tensión aplicada. 

Én base a estos argumentos, se define la capacidad de transición, o capacidad 
de la carga espacial, como 

e =ldQI T dV 
(35.43) 
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donde dQ es el incremento de carga en la zona de transición provocado por un 
aumento de la tensión de polarización dV. 

El valor de la capacidad de transición depende fundamentalmente de la 
estructura de la unión, según que el paso de la zona de carga espacial negativa a la 
positiva sea brusca o gradual (unión abrupta o gradual). Nos limitaremos a calcular 
la capacidad de transición para una unión abrupta, basándonos en las hipótesis y 
resultados obtenidos en la nota complementaria 35.1. 

Teniendo en cuenta (35.17), la anchura de la zona de transición correspondiente 
a una tensión de polarización V es 

(35.44) 

Obsérvese que se ha sustituido V O ( altura de la barrera correspondiente a un 

diodo no polarizado) por (V0 - V) (altura de la barrera correspondiente a una 

tensión de polarización V). 

La anchura de la región n de la zona de transición viene dada por (35.21), por 
lo que la carga almacenada entre x = O , y x = x n es 

(35.45) . 

La capacidad de transición es, pues, 

(35.46) 

Expresión equivalente a la de la capacidad de un condensador plano de 
superficie A, igual a la sección del diodo, separación entre placas 1 y con un 
dieléctrico de permitividad E. 

En el caso .de una polarización directa, y además de la capacidad de transición 
CT , aparece un efecto capacitivo mucho más intenso que se cuantifica mediante la 
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capacidad de difusión C0 . El origen de esta gran capacidad está en el alma­
cenamiento de cargas inyectadas cerca de la unión pero fuera de la zona de tran­
sición, figura 35.6.c. 

La capacidad de difusión se define como 

(35.47) 

donde dQ¡ es la variación de carga inyectada provocada por un aumento de la 

tensión de polarización directa dV. 

Hay que recalcar que, para polarizaciones inversas, la magnitud que cuantifica 
el comportamiento capacitivo de la unión es la capacidad de transición. En las 
polarizaciones directas la capacidad de difusión puede ser hasta un millón de veces 
superior a CT, por lo que será C0 el parámetro que se debe utilizar. 

35.8 Diodos Zener 

V 

Fig. 35.12 

Si a un diodo de unión se aplica 
una tensión inversa suficientemente 
grande, se llega a un punto, V z , en el 

que se produce un cambio brusco en la 
curva característica, circulando una 
gran corriente inversa. Dicha tensión 
crítica recibe el nombre de tensión de 
ruptura (Fig. 35.12). 

Existen dos mecanismos distintos a 
través de los cuales puede producirse la 
ruptura: la multiplicación por ava­
lancha, y la ruptura Zener. En la pri-
mera los portadores minoritarios ge­
nerados térmicamente caen por la 
barrera de potencial y adquieren sufi­

ciente energía para generar nuevos pares electrón-hueco al chocar con iones del 
cristal. Estos nuevos portadores pueden generar otros y así se va produciendo una 
multiplicación de portadores que da lugar a una gran corriente inversa. 
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En la ruptura de '.lener la generación de portadores se produce por ruptura 
directa de los enlaces (sin colisión entre portadores y la red cristalina), por efecto del 
campo eléctrico muy intenso que se origina con fuertes polarizaciones inversas. 

Los diodos diseñados para 
trabajar en la zona de ruptura se 
denominan diodos '.lener y son 
utilizados como elementos referen­
cia de tensión. 

En efecto, si se conecta un 
diodo '.Zener a una fuente de tensión 
continua sin estabilizar, (Fig. 
35.13), de forma que, su punto de 
funcionamiento se encuentre en la 

V 

R 

V.., 

Fig. 35.13 

región de ruptura, el diodo se opondrá a las variaciones de la tensión de alimentación 
ya que, en la región de ruptura, pequeños cambios de V originan grandes 
modificaciones de la intensidad. 

35.9. Diodo túnel 

El diodo túnel es una unión p-n 
en la que el dopado de ambas zonas es 
muy fuerte. Con ello se consigue una 
zona de transición extraordinaria­
mente delgada, de forma que, elec­
trones y huecos que en condiciones 
normales no podrían atravesar la unión 
saltan la barrera de potencial por 
efecto túnel (véase capítulo 30). 

El escape de portadores a través 

diodo tunel 

de la unión se produce para polari- v 
zaciones directas bajas, apareciendo 
una corriente adicional, superior a la 
correspondiente a un diodo normal. Si Fig. 35.14 
la polarización directa es elevada, la corriente sigue una ley exponencial similar a la 
estudiada en el caso del diodo ordinario. 
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La figura 35 .14, muestra la característica tensión-corriente de un diodo túnel. 
Como puede observarse, dicha característica es parecida a las estudiadas ante­
riormente, salvo en la zona de bajas polarizaciones directas en la que aparece la 
corriente por efecto túnel antes citada. 

La característica l(V) del diodo túnel presenta una zona de resistencia negativa 
(zona de pendiente negativa). Debido a ello, el diodo túnel puede utilizarse para la 
construcción de osciladores de relajación. 
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PROBLEMAS 

P.35.1. En un diodo de Ge con unión abrupta las resistividades de los dos lados 

son Pn =50cm y Pn = 10cm. Suponiendo una temperatura de 300 k, 
calcular: 

a) Altura de la barrera de potencial en circuito abierto. 

b) Anchura de la región de transición. 

SOLUCIÓN 

a) V0 =0'19V 

P.35.2. Calcular la corriente inversa de saturación de un diodo de germanio de 

sección A= 0'01 cm2
, sabiendo que las concentraciones de dopado son 

NA= 4-1014 cm-3 , N O =5-1017 cm-3
• Supóngase T = 300 k y 

Ln = LP = 0'01 cm. 

SOLUCIÓN 

P.35.3. Calcular, para un diodo de Ge, cuál debe ser la. tensión de polarización 
directa para que la corriente alcance el 95 % del valor de saturación 
(T = 3000 k). 
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SOLUCIÓN 

V=0'017V 

P.35.4. Calcular la relación l(V) /1(-V) para un diodo de Ge a la temperatura 
T = 300 K. Supóngase V = 0'06 V 

SOLUCIÓN 

l(V) /1(-V) = 10' 1 

P.35.5. Calcular el factor por el que se multiplica la corriente inversa de 
saturación de un diodo de Ge cuando la temperatura pasa de 300 k a 350 
k. (Supóngase que D 0 y DP no se modifican). 

SOLUCIÓN 

10 (350) = 
115 

10 (300) 

P.35.6. En una unión p-n abrupta, la ruptura Zener se produce para campos 

superiores a E z = 2 • 10 7 V / m. 

Sabiendo que Er = 16, 

a) Calcular la tensión de ruptura si NA =N O = 1015 cm-3 • 
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SOLUCIÓN 

a) Vz =354 V 

b) Vz = 17'5V 

P.35.7. Un diodo de Ge tiene un dopado de NA = 1015 cm-3 en la zona p y de 

N O = 1016 cm-3 en la zona n. La sección del diodo es A =0'1 cm2 . 

Calcular la capacidad de transición: 

a) Para una polarización inversa de 1 V. 

b) Para una polarización inversa de 5 V. 

SOLUCIÓN 

a) 0'91 nF 

b) 0'44 nF 
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CAPÍTUL036 

TRANSISTORES DE UNIÓN 

36.1. Generalidades 

Se denomina transitor de 
unión a un dispositivo electró­
nico constituido por un cristal 
semiconductor en el que se han 
formado dos uniones p-n con­
secutivas. Esto puede conse­
guirse creando dos zonas tipo p 
separadas por una zona tipo n 
(transistor pnp) o bien creando 
dos zonas tipo n se-paradas 
por una zona p. 

Emisor Base Colector Base Colector 

~·~ 

B B 

La principal aplicación del 
transistor es su funcionamiento Fig. 36.1 
como amplificador. Para ello es 
preciso polarizar una de las uniones en sentido directo y la otra en sentido inverso. 
La zona exterior de la unión polarizada en sentido directo se denomina emisor, 
mientras que la zona exterior de la unión polarizada en sentido inverso se llama 
colector. La parte central recibe el nombre de base. En la figura 36.1 se muestran 
los dos tipo de transistores, así como los símbolos utilizados para su representación. 
La flecha que aparece en el emisor indica el sentido de la corriente cuando la unión 
emisor-base está polarizada en sentido directo. 

De ahora en adelante, y salvo que se indique lo contrario, nos ceñiremos al 
estudio del transistor p-n-p. El análisis de un transitor n-p-n es completamente 
similar si se intercambian los papeles de los huecos y electrones. 
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Fig. 36.2 

Cuando la unión emisor base 
está polarizada en sentido directo y 
la unión base colector lo está en 
sentido inverso, se dice que el 
transistor está funcionando en el 
modo activo (Fig. 36.2). Este tipo 
de funcionamiento presenta 
propiedades de amplificación, ya 
que la corriente del colector puede 
experimentar grandes cambios con 
pequeñas variaciones en la tensión 
emisor-base. 

En efecto, al polarizar en sentido directo la unión emisor-base se inyecta un 
exceso de huecos en la base, exceso que se difunde hacia el colector. Si el espesor de 
la base es muy pequeño (menor que una longitud de difusión) una gran parte de los 
huecos inyectados desde el emisor llega hasta la unión base-colector por lo que la 
corriente que atraviesa esta unión es mucho más intensa que la corriente inversa 
correspondiente a una unión p-n aislada. Por otra parte, pequeñas variaciones en la 
tensión emisor-base provocan grandes variaciones en la corriente que atraviesa dicha 
unión (recuérdese la elevada pendiente de la característica l(V) de una unión 
polarizada en sentido directo), y por tanto la corriente de colector también sufrirá 
grandes variaciones . En definitiva, en un transistor funcionando en modo activo se 
produce un traslado de corriente desde un circuito de baja resistencia (el circuito que 
contiene la unión emisor-base) a otro circuito de resistencia elevada (circuito con la 
unión base-colector), produciéndose una amplificación de potencia. 

De lo expuesto hasta ahora se deduce que, para que el transistor funcione como 
tal, es preciso que la base sea muy delgada. Un dispositivo p-n-p con una base cuya 
anchura sea mucho mayor que la longitud de difusión no se comporta como un 
transistor, sino como dos uniones p-n separadas. 

36.2. Distribución de portadores en un transistor 

La figura 36.3 muestra la distribución de portadores en un transistor p-n-p sin 
polarizar, así como las barreras de potencial que aparecen en las uniones. 
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Estas distribuciones co­
rresponden a las de un tran­
sistor típico, en el cual el emisor 
está más intensamente dopado 
que el colector, y am-bos más 
dopados que la base. Por tanto 
las concentraciones de 
portadores mayoritarios ve­
rifican que 

Peo > Peo > nbo 

Por el contrario, las con­
centraciones de portadores mi­
noritarios cumplen las desi­
gualdades 

a) 

V 

b) 

o 

Transistores de unión 

UNION UNION 

Vo lw 
EMISOR BASE COLECTOR 

Peo 
Peo 

ílbo 

Pbo 
íleo 

íleo J 

Fig. 36.3 

donde los subíndices e, by c hacen referencia al emisor, base y colector, respec­
tivamente. El segundo subíndice, o, se refiere a que las concentraciones correspon­
den a las del equilibrio térmico. 

Las barreras de potencial que aparecen en las uniones emisor-base y base 
colector se representan por V O y V~ , respectivamente. Dadas las diferencias en el 

dopado del emisor, base y colector antes citadas, resulta evidente que V0 >V~. 

Supongamos ahora un transistor polarizado en el modo activo. La tensión 
directa aplicada a la unión emisor base es Veb, y la tensión de polarización inversa 

aplicada a la unión base-colector es Vbc . En la figura 36.4.b.se representan las 

barreras de potencial correspondientes a cada unión. 

En la figura 36.4.c. se muestran las concentraciones de portadores a lo largo del 
transistor. Para obtener dichas concentraciones se pueden seguir los razonamientos 
expuestos en el capítulo anterior, para el caso del modelo unidimensional de la unión 
p-n. 

Así, la disminución de la barrera de potencial de la unión del emisor provoca 
una inyección de huecos desde el emisor a la base, y una inyección de electrones 
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desde la base al emisor. Las concentraciones de portadores minoritarios a ambos 
lados de la unión son 

a) 

b) 

e) 

V 

en .... 
z 
C) 

u 
e=: 
a: 
1-
z .... 
u z 
C) 
u 

Va-vebJ 

EMISOR 

Peo 

·. ·, . · distancias 

UNION UNION 
1 

V~+Vbc 

BASE COLECTOR 

w 

Peo 

Fig. 36.4 

(36.1) 

(36.2) 

donde el exceso de huecos de la 
base p b (o) , suele ser mucho 

mayor que el exceso de 
electrones en el emisor, ne(o), 

ya que como se ha indicado 
anteriormente el emisor está · 
mucho más dopado que la base 
y, por tanto, Pbo >> néo. 

Por otra parte, las concen­
traciones de portadores minori­
tarios a ambos lados de la 
unión de colector, polarizada 
inversamente, son mucho me­
nores que las correspündientes 
a una unión sin polarizar, 
haciéndose prácticamente des­
preciables. 

Hay que señalar que, en las 
proximidades de las dos 
uniones, las concentraciones de 
portadores mayoritarios se mo­
difican ligeramente con respec­
to a las del equilibrio térmico. 
No obstante, y dado el elevado 
valor de Peo, nbo y Peo, · las 
variaciones relativas son muy 
pequeñas frente a las modi-
ficaciones en las concentra-

ciones ___ de __ los _ portadores minoritarios. Por ello, en la figura 36.4.c, dichas 
c~n~ei;if ~~ío.~e( aparecen representadas mediante rectas horizontales. -
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Si la anchura de la base fuese varias veces la longitud de difusión, Pb decre­

cería exponencialmente hasta Pbo y luego, en las proximidades de la unión del 

emisor, disminuiría hasta un valor casi nulo. No obstante, y dado que el espesor de 
la base es muy inferior al de una longitud de difusión, la disminución de la 
concentración de huecos desde el borde de la unión emisor-base hasta el borde de la 
unión base-emisor es prácticamente lineal, tal como se muestra en la figura 36.4. -Esta aproximación está fundamentada en el hecho de que, al recombinarse muy 
pocos huecos de los inyectados desde el emisor, la corriente de difusión de huecos a 
través de la base es prácticamente constante, lo que requiere un gradiente de con­
centraciones uniforme y, por tanto, una distribución lineal. 

36.3. Balance de corrientes en un transistor en el modo activo 

Una vez establecidas las con­
centraciones de portadores en cada 
una de las zonas del transistor pola­
rizado en el modo activo, pasare-mos 
a hacer una estimación aproximada 
de las corrientes. Para ello 
partiremos de las expresiones obte­
nidas en lecciones anteriores y admi­
tiremos las hipótesis que veníamos 
utilizando hasta ahora: modelo uni­
dimensional con uniones abruptas, 
base muy delgada y emisor mucho 
más dopado que la base. 

Fig. 36.5 

Se denomiarán le , 1 b y le , respectivamente a las intensidades que entran por 
el emisor, base y colector, siguiendo el criterio de signos de la figura 36.5. 
Veb y Vcb son las tensiones de polarización aplicadas, con Veb ) O y Vcb ( O. 

36.3.1. Corriente del emisor 

Siguiendo un razonamiento similar al expuesto en el capítulo anterior, para el 
caso de una unión p-n polarizada directamente, la corriente ·del emisor es la suma 
de las intensidades de corriente de los portadores minoritarios inyectados a ambos 
lados de la unión emisor-base y, por tanto, constituida por una corriente de 
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electrones, Ine, inyectados desde la base en el emisor y por una corriente, Ipb, ele 

huecos inyectados del emisor a la base~ 

(36.3) 

La corriente Ipb puede estimarse fácilmente si se supone que la concentración 

de huecos en la base sigue una ley lineal. Así, 

-evcb/VT] 

(36.4) 

donde D b es la constante de difusión de los huecos en la base y W es la anchura 

de la base. La expresión (36.4) puede simplificarse si se tiene en cuenta que, en el 
modo activo, Vcb << - VT, por lo que 

quedando I pb como 

(36.5) 

La corriente de electrones inyectados en el emisor desde la base se calcula de la 
misma forma que en el caso de una unión p-n polarizada en sentido directo: 

(36.6) 

donde De y Le son la difusividad y longitud de difusión de los electrones en el emi­

sor, respectivamente. 

Dado el bajo valor de VT a la temperatura ambiente, incluso para bajas tensio­

nes de polarización directa se verifica que 

7Q8: 



Transistores de unión 

con lo que (36.6) se puede simplificar como 

(36.7) 

En definitiva la corriente del emisor es 

I (
qADbPbo qADeneo) V /V 

z ----+---- e eb T 
ne W L 

e 

(36.8) 

Hay que señalar que el tér­
mino I ne constituye una co­

rriente que no contribuye a la 
corriente del colector le (Fig. 

36.6). Por ello, en la fabricación 
de transistores se procura que 
Ine sea lo más pequeña posible 

EMISOR BASE COLECTOR 

frente a I pb . Esto puede conse­

guirse dopando al emisor mucho 
más intensamente que la base y 
construyendo una base muy 
estrecha. Con estas condiciones 
se puede obtener una corriente 

le 
lpb lpb- lbb He) 

lbb 

Fig. 36.6 

de huecos Ipb varios órdenes de magnitud superior a Ine (ver ejemplo resuelto). 

36.3.2. Corriente de base 

En un transistor polarizado en el modo activo, la corriente de base está forma­
da, fundamentalmente, por tres componentes: 

a) -Ibb = Corriente de electrones que se recombinan con una parte de los 

huecos inyectados en la base desde el emisor. 

b) I ne = Corriente de electrones generados térmicamente en el colector y 
extraídos hacia la base (recuérdese que la unión base-emisor está polari­
zada en sentido inverso). 
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c) -Ine = Corriente de electrones inyectados en el emisor desde fa base. Esta 

corriente ha sido .calculada en el apartado anterior, y viene dada por la 
expresión (36.7). 

Como se ha explicado anteriormente, la polarización directa . Veb provoca una 

inyección de huecos en la base que se difunden hacia el colector. La mayor parte de 
estos huecos son colectados por el colector, ya que W << Lb; No obstante, una 

pequeña fracción del exceso de huecos se recombina, lo que exige una corriente de 
electrones que entran por el terminal de la base y que mantienen dicha 
recombinación. Esta corriente es la que se ha denominado I bb . 

El cálculo aproximado de I bb es sencillo, una vez conocida la distribución del 

exceso de huecos en la base (Fig. 36.4.c). En efecto, la velocidad de recombinación 
en la base es 

donde pí, es el exceso de huecos en la base y 'tb es la vida media de dichos. 

huecos. Puesto que para cada hueco recombinado se precisa un electrón,,la corriente 
Ibb es 

(36.8) 

Por otra parte 

(36.9) 

Ahora bien, puesto que Vcb ( ( - VT, entonces esta expresión puede simplifi­
carse como 

(36.10) 

y, sustituyendo en (36.8) e integrando, resulta 
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(36.11) 

La intensidad I bb es una componente de I pb que no contribuye a la corriente 

del colector. Su valor puede hacerse muy pequeño si se construye una base muy es­
trecha, y utilizando un semiconductor en el que la vida media de los huecos sea 
larga. En definitiva, se trata de conseguir una longitud de difusión mucho mayor que 
la anchura de la base. · 

Ine representa la corriente de electrones extraídos del colector. Su valor puede 

calcularse utilizando la expresión obtenida para la unión polarizada en sentido 
mversa 

(36.12) 

donde De y Le son las constantes de difusión y longitud de difusión del colector, 

respectivamente. Puesto que Veb (( - VT, la expresión (36.12) puede simplificarse 

como 

(36.13) 

Esta componente de corriente puede disminuirse si se dopa intensamente el 
colector, con lo que se disminuye neo. 

La corriente total de la base es 

(36.14) 

Como puede verse en las expresiones (36.14), (36.13), (36.11) y (36:7), la 
corriente de base no está directamente afectada por la tensión de polarización 
inversa aplicada a la unión base-colector. Sin embargo, hay que señalar que este 
resultado es admisible únicamente en el caso en que el transistor funcione en el modo 
activo. Por otra parte, la anchura efectiva de la base sí depende de Vcb, ya que al 

aumentar la polarización inversa se incrementa la anchura de la zona de carga 
espacial de la unión y disminuye el espesor de la base. 
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36.3.3. Corriente de colector 

Aplicando la primera ley de Kirchhoff, y teniendo en cuenta el criterio de signos 
de la figura 36.6, la corriente del colector es 

(36.15) 

En un transistor típico polarizado en le modo activo, le es positiva mientras 

que I b es negativa (la corriente I b sale de la base), por lo que 

(36.16) 

es decir la corriente del colector es ligeramente inferior a la del emisor. 

Ejemplo 36.1 

Un transistor p-n-p de Ge tiene una sección A= 10-4 cm 2 , y una anchura 

efectiva de la base W = 10-4 cm . Los dopados de cada una de las zonas son: 

N ae = 1018 cm-3; N db = 1016 cm-3 y N ac = 1017 cm -3. Determinar las compo­

nentes de corriente para una tensión emisor-base Veb = 0'2 V. 

Datos: 

n- =2'5-1013 cm-3 · D = D = 100 cm2 / s· Db = 49 cm 2 / s 1 , e e , 

En primer lugar calcularemos las concentraciones de equilibrio de los portado­
res minoritarios en cada zona del transistor. 

Así, 

2 (2.'5 1013)2 
n =~= · · = 6'25-108 cm-3 

eo Nae 1ot8 
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- nf - (2'5- 1013)2 - 6'15 1010 -3 Pb - ------- · cm 
o Ndb 1016 

a) Emisor 

Según (36.5) y (36.7) 

Ipb = 1'O74mA 

lne = 4'4µA 

Transistores de unión 

Es decir la corriente de huecos inyectados en la base es muy superior 
a la corriente de electrones inyectados en el emisor. La corriente de emisor 
total es · 

le= 1'O8mA 

b) Base 

A partir de (36.11) y (36.13), resulta 

lbb = 1'09 µA 

Por otra parte 

Inc =O'O2µA 

En definitiva, la corriente de base es 

lb =-5'47µA 

cuyo signo menos indica que sale del transistor . Por otra parte, su valor es 
unas doscientas veces inferior a la corriente del emisor. 
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e) Colector 

La intensidad del colector es 

le = 1'075mA 

corriente que sale del emisor y que es aproximadamente igual a la del 
emisor. 

36.4. El transistor como amplificador 

-lb ---
avL 

I• 
Veb 

- le 

rF 

t le 

111M 
Ve 

Re 

Para comprender el funciona­
miento del transistor como amplifi­
cador, se partirá del circuito de la 
figura 36. 7, en el que el transistor se 
conecta en la configuración denomi­
nada de emisor común. El generador 
Veb asegura que la unión base-emi­

sor esté polarizada en sentido direc­
to. Una batería Ve (Ve >> Veb) pro­
porciona la tensión de polarización 
inversa a la unión del emisor. 

El circuito de entrada, en el que 
Fig. 36.7 se aplicará la señal que se desea 

amplificar, es el que contiene a la 
base y el emisor. El circuito de salida 

está conectado a las terminales del colector y del emisor. Re es la resistencia de 
carga del circuito de salida. 

Supondremos que, cuando la tensión de entrada es nula (terminales de entrada 
cortocircuitadas), las corrientes que circulan por cada terminal son le, lb e le, 

con los sentidos indicados en la figura 36.7. A continuación se calcularán cuales son 
los incrementos que se producen en dichas intensidades si se modifica ligeramente la 
tensión Veb, aplicando una ddp adicional /j,, V a la entrada. · 

714 



Transistores de unión 

En este desarrollo, se admitirá que el incremento de tensión 11 V es lo 
suficientemente pequeño para que las variaciones de intensidad que provoca estén 
relacionadas linealmente con él. Asimismo, se despreciarán los efectos dinámicos 
producidos por la aplicación de 11 V (/1 V se aplica muy lentamente). 

a) Variación de la intensidad de salida (-le) 

Como se muestra en la figura 36.7, la corriente de salida es (-le). 

Dicha intensidad tiene, según (36.15) tres componentes: lpb, lbb e l
0
c, 

ahora bien, en un transistor polarizado en el modo activo, la corriente lpb 

es muy superior a las otras dos (unas mil veces superior en el ejemplo 
anterior) por lo que, a efectos de cálculo de las variaciones en la intensidad 
del colector, es admisible suponer que 

(36.17) 

Suponiendo que la variación de V eb , 11 V, es pequeña, la variación de 

la corriente de salida es 

(36.18) 

y, llamando transconductancia, gm, al factor llcl / VT, 

(36.19) 

resulta 

(36.20) 

La transconductancia tiene las dimensiones de una conductancia y su 
valor depende de la temperatura y del punto de funcionamiento. A la 
temperatura ambiente, gm, vale unos 0'04 mhos por mA de intensidad 

en el colector. 
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b) Variación de la intensidad de entrada (-lb) 

La corriente de base tiene, según la expresión (36.14), tres 
componentes: Ine, Ibb e Inc. De ellas, tan sólo las dos primeras depen-

den directamente de la tensión Veb. Nos limitaremos, por tanto a calcu­

lar sus variaciones. 

De las ecuaciones (36.11) y (36.7) se deduce que 

(36.21) 

(36.22) 

Por otra parte, a partir de (36.17) puede expresarse e veb,vT en fun­
ción de la intensidad del colector 

e veb/VT = 1
1c ¡w 

qADbPbo 

sustituyendo (36.23) en (36.21) y (36.22) resulta 

y 

En definitiva, el incremento de la corriente e base es 

y denominando 

(36.23) 

(36.24) 

(36.25) 
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(36.27) 

resulta 

(36.28) 

El parámetro o cuantifica el efecto que, sobre la corriente de base, 
produce un incremento de la tensión V eb . Así, al disminuir la barrera de 

potencial en la unión emisor-base, se produce un aumento de huecos 
inyectados desde el emisor, aumentando la concentración de portadores 
minoritarios en la base, lo que conduce a un incremento de la tasa de 
recombinación. Debido a ello, I bb crece. 

Por otra parte, la disminución de la barrera de potencial antes citada, 
supone un incremento del número de electrones inyectados en el emisor 
desde la base, con lo que se produce un aumento de la corriente I ne . 

c) Variación de la tensión colector-emisor (Vce) 

A partir de la figura 36.7, se deduce que la tensión colector-emisor es 

(36.29) 

Por tanto, si Veb se incrementa en !). V, V ce variará como 

(36.30) 

La expresión anterior implica que !). Vce puede aumentar sin límite, sin 

más que incrementar suficientemente la resistencia de la carga Re. Tal 

suposición no es cierta, ya que hay que tener presente que, en el modelo 
simplificado que se ha desarrollado, no se ha tenido en cuenta el efecto de 
la tensión de polarización inversa Vcb sobre la anchura de la base, W. 

Valores muy elevados de g m R m suponen una importante variación de 

Vcb, lo que modificaría notablemente la anchura W, no siendo válidas 

entonces las premisas del modelo utilizado. 
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d) Ganancias de corriente y de tensión 

Supongamos que, a la entrada del circuito de la figura 36.7, se aplica 
una señala alterna de pequeña amplitud, 11 V, y frecuencia lo suficiente­
mente pequeña para que puedan ser despreciados los efectos dinámicos que 
no han sido tenidos en cuenta en el modelo anterior. 

En estas condiciones, por el circuito de entrada circulará una corriente 
alterna -lb - 111b. Es decir, sobre la corriente -lb que existía para 

11 V = O, se superpone una corriente alterna de amplitud 11 ( -1 b) . 

De forma análoga, en el circuito de salida aparecerá una corriente 
alterna de amplitud 11 (-le) superpuesta a -le (corriente de colector para 

11V = O). 

Se define la ganancia de intensidad como 

(36.31) 

Obsérvese que, al ser o mucho menor que 1 (ver problema 36.3) la 
ganancia de intensidad puede tomar valores muy elevados. 

De forma análoga, se define la ganancia de tensión como 

(36.32) 

En definitiva, la señal de entrada se ve amplificada tanto en intensidad 
como en tensión. 
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PROBLEMAS 

P.36.1. Dado el transistor del ejemplo 36.1, calcular las corrientes suponiendo que 

la base tiene un espesor de W = 0'5 • 10-4 cm. 

SOLUCIÓN 

le =2'15 mA; lb = -4'93 µA; le= 2'15 mA 

P.36.2. Dado el transistor del ejemplo 36.1, calcular las corrientes suponiendo que 

N ae = N db = N ae = 1018 cm - 3 
• (Adnútase que no varía el espesor de la 

base). 

SOLUCIÓN 

le= 15'14 µA; lb =-4'41 µA; le = -10'73 µA 

P.36.3. Dado el transistor del ejemplo 36.1, y suponiendo que se encuentra 
conectado en el montaje de emisor común, con una resistencia de carga 
Re = 1 k n, calcular, para un incremento de la tensión emisor-base 11 V= 

lOmV. 

a) /1(-lb) 

b) /1(-le) 

c) 11 vce 

d) Ganancia de intensidad. 

e) Ganancia de tensión. 
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(Supongase, como intensidades, correspondientes al punto de funciona­
miento las calculadas en el citado ejemplo). 

SOLUCIÓN 

a) 

b) 

c) 

d) 

e) AVce = 41 
AV 

P.36.4. A partir de los datos del ejemplo resuelto 36.1, y denominando 
x = N ae / N db , calcular la ganancia de intensidad para los siguientes 

valores de x 

720 

a) X= 10 

b) x = 100 

C) X= 1000 

(Considérese· el inismo punto de funcionamiento en los tres casos, igual al 
calculado en el citado ejemplo). 

SOLUCIÓN 

a) 24 

b) 196 

e) 700 
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