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RESUM

Aquest llibre cobreix tots (o quasi tots) els continguts habituals en un
primer curs d’algebra lineal, des del punt de vista que considere adequat
per a presentar la materia. Comencem estudiant els vectors i les matrius,
en principi com a eines adequades per estudiar els sistemes d’equacions
lineals. A la segona part estudiem els espais vectorials, I'ortogonalitat i
les aplicacions lineals (en aquestes dues parts fem servir les operacions
elementals i les matrius elementals per a justificar molts resultats i per a
resoldre quasi tots els problemes). La part tercera la dediquem a la
factoritzaci6 en valors singulars i a la diagonalitzaci6 i fem notar que la
descomposicié en valors singulars ens proporciona la millor descripcio
de qualsevol aplicacio lineal entre els espais K" i K™, La part quarta conté
les solucions de tots els exercicis.
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INTRODUCCIO DESTINADA (SOBRETOT) A PROFESSORS

You are allowed to lie a (ittle,
but you must never mislead

Paul Halmos

Els darrers anys els qui ens dediquem a la docéncia en el camp de I’algebra
lineal hem anat modificant-ne els continguts i els punts de vista, en part per 'evo-
Iuci6 del format dels estudis universitaris, pero també (i molt més) per I'impacte
dels canvis tecnologics, especialment els informatics, quant a la nostra capacitat
real d’aplicar les matematiques a problemes de grans dimensions (sense fer servir
recursos de grans dimensions). Amb aixo no vull dir que I'objectiu d'un primer
curs d’algebra lineal siga el de tractar aquest tipus de problemes; més que d’abor-
dar els problemes numerics, es tracta de conéixer 1’algebra lineal d’'una manera
adequada per a després estar en disposicié d’entendre les estratégies numeriques
(potser en un curs d’algebra lineal numeérica o potser en diverses matéries que
la fan servir). L'algebra lineal no és el mateix que 1’algebra lineal numeérica, pero
una comprensié correcta de la segona depén molt de com enfoquem la primera.

Parlant de matematiques (i passeu-me les exageracions), hi ha dos tipus de
llibres de text: uns de molt grossos, amb moltes pagines i grans dimensions que
diuen molt poques coses, pero que les expliquen molt bé, amb tots els detalls
i forca exemples; els altres, petits, amb poques pagines, dimensions reduides i
una tipografia menuda, que diuen moltes coses, perfectament justificades i que
als estudiants els costa molt d’entendre. En el limit, ens trobariem amb un llibre
molt petit, que ho diu tot, ho defineix tot amb precisioé i ho demostra tot, o amb
un patracol grandissim que no diu res, no defineix res i no demostra res. Aixi
que he intentat fer un llibre de dimensions mitjanes, que diga algunes coses, que
les justifique d'una manera adequada per al public al qual va dirigit, que cobrisca
els aspectes basics de la matéria, els que a la practica s’inclouen habitualment en
un primer curs en el nostre entorn universitari.

He escrit aquest llibre pensant en un public potencial molt ampli: qualsevol
estudiant que haja de fer un curs d’algebra lineal, ¢co és, qualsevol estudiant de
ciéncies o enginyeria, la qual cosa implica que haura de satisfer unes necessitats
ben diverses. Aixi que la qiiestié és aquesta: com hem d’escriure, si escrivim
matematiques per a estudiants (no necessariament per a estudiants de matemati-
ques, pero també)? Que hi hem de dir i com ho hem de dir? La citacié de Halmos
que obre aquesta introducci6 amaga I’essencia de la qliestié: Esteu autoritzat
a dir alguna petita mentida, pero el que no podeu fer mai és enganyar. No és
necessari (ni una bona idea) que justifiquem absolutament i perfectament tot
el que diem; pero el conjunt ha de ser rigoroés i, basicament, ben justificat. En
aquest llibre es justifica tot (o quasi tot) el que es diu,! pero s’hi posa més émfasi

I'Unes vegades, 'enunciat d’una propietat va seguit d’'una demostracio explicita; altres vegades, pero,
hi ha un raonament previ a I’enunciat que el fa evident. I, en algun cas, les demostracions es troben
en un annex al final de la llico, per tal de fer-les opcionals sense interferir el discurs principal. I
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en el significat dels conceptes, en la utilitat d’aquests conceptes i en els métodes
de resoluci6 dels problemes que no en les propietats i les demostracions. També
és Halmos qui diu que

El problema basic a 'hora d’escriure matematiques és el mateix que
el d’escriure biologia, el d’escriure una novella o el d’escriure les ins-
truccions per muntar un clavicembal: el problema és comunicar una
idea. Per fer-ho i fer-ho clarament, heu de tenir alguna cosa a dir i
haureu de tenir algti a qui dir-ho, heu d’organitzar el que voleu dir i
organitzar-ho en l'ordre en qué voleu que es diga, ho heu d’escriure,
reescriure i tornar-ho a escriure diverses vegades, i heu d’estar disposat
a pensar i treballar molt en detalls mecanics com la diccio, la notacio i
la puntuacio. Aixo és tot el que hi ha...>

He intentat seguir el consell: pensar que és el que vull dir (si se suposa que
parlem d’algebra lineal) i en qui vull que ho llegisca. I escriure-ho i reescriure-ho
tant com calga, mirant també de no destrossar massa I'idioma.

Abans de comencar a escriure’l, vaig llegir molts llibres de text d’algebra lineal,
que han influit poderosament (si més no quant als punts de la matéria que crec
que convé marcar com a basics, o —equivalentment- sobre quins son els continguts
que convé destacar) en aquest llibre.

CONTINGUTS

Parlem dels continguts. Enrealitat, més que els continguts, el que pot ser discutible
és l'ordre en que els presentem, aquests continguts (i la importancia que els
atribuim). Perqué aquesta ordenaci6 condiciona, i molt, la manera en qué els
presentarem. Si trieu a I’atzar un llibre de text d’algebra lineal, és possible que
trobeu un index com aquest: Teoria de conjunts; grups, anells i cossos; espais
vectorials; aplicacions lineals; matrius i determinants; sistemes d’equacions lineals;
espai vectorial euclidia; diagonalitzacio. Un index com aquest respon a una visio
diguem-ne tradicional de la matéria (o, més que de la matéria, de ’enfocament
amb que cal presentar-la).

Els dos primers items d’aquest index no sén propis de I'algebra lineal. Jo
no ho he fet, pero no posaré cap objeccié a una introduccio lleugera a la teoria
intuitiva de conjunts, que assegure que I’estudiant sap que signifiquen els simbols
€, C, U, N1y, queé és una aplicacio i poca cosa més, simplement perque els

també hi ha coses que no es demostren, especialment algunes propietats més o menys immediates
0 quan la prova consisteix en una comprovacié tediosa.

2The basic problem in writing mathematics is the same as in writing biology, writing a novel, or
writing directions for assembling a harpsichord: the problem is to communicate an idea. To do so,
and to do it clearly, you must have something to say, and you must have someone to say it to, you
must organize what you want to say, and you must arrange it in the order you want it said in, you
must write it, rewrite it, and re-rewrite it several times, and you must be willing to think hard about
and work hard on mechanical details such as diction, notation, and punctuation. That’s all there is
to it... P Halmos, How to write mathematics, Enseign. Math. (2) 16 (1970), 123-152.
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gargots que dibuixa el professor no li semblen escriptura jeroglifica o sanscrita.’
En algun moment cal transmetre a ’estudiant les idees basiques sobre conjunts i
aplicacions i, com que en la majoria d’estudis de ciéncies o enginyeria, al nostre
pais, no hi ha una materia de matematica basica, un primer curs d’algebra lineal
és un lloc tan bo com qualsevol altre per a incloure-les.

Pero parlar d’estructures algébriques, simplement perque un espai vectorial
és un grup abelia amb una operaci6 externa sobre un cos, és absolutament
innecessari, sobretot, perque 1'algebra lineal és alguna cosa diferent d’'una part
de I'algebra.

La resta del llibre inclouria, més o menys, els continguts raonables en un
curs d’algebra lineal, pero els presenta en un ordre que implica un nivell d’abs-
traccié contrari al que des d’un punt de vista pedagogic sembla recomanable,
perque la manera en que s’organitzen els continguts no és precisament la més
amigable: desenvolupar una teoria d’espais vectorials i aplicacions lineals per a,
després, resoldre un sistema d’equacions lineals és perfectament coherent, pero
dubtosament pedagogic.

Es per aixo que, en un text modern, és més probable que els continguts
siguen, aproximadament, sistemes d’equacions lineals i matrius; determinants;
espais vectorials i aplicacions lineals; diagonalitzacio; productes escalars i espais
euclidians. Amb algunes matisacions, aquesta és I'estructura d’aquest llibre.

He retardat la presentaci6 dels determinants fins al moment que estudiarem
la diagonalitzacio; i he situat aqui els determinants per dos motius: perque no té
massa sentit fer-los servir per atacar problemes que amb 1'is de les operacions
elementals es resolen d’'una manera molt més eficient i perqué quan de veritat els
farem servir és quan calcularem els valors propis. Es cert que podem prescidir-ne
per complet (dels determinants),* perd em sembla que tampoc no cal bandejar
per complet una eina que I'estudiant (segurament) ja coneix, que li resultara util
en altres materies i que ens proporciona una justificacioé directa del fet que els
valors propis son les arrels de ’equacio caracteristica.

En canvi, el producte escalar (en K") I'introduesc des del primer moment, com
una operacio entre vectors, perque d’aquesta manera les qiiestions geometriques
van sempre de la ma de les algeébriques. I una altra decisi6 important que he pres
ha estat de treballar sempre amb nombres reals o complexos; perque, excepte en
allo que fa referéncia a la diagonalitzaci6, no hi ha cap diferencia significativa
entre el cas real i el complex, aixi que un plantejament del tipus treballem amb
nombres reals fins que arribem cap al final del curs i llavors diem que tot el que
hem fet fins ara també és valid amb nombres complexos no aporta res a la facilitat
de comprensio per part de I'estudiant.’

3La notaci6 matematica —que basicament és la notacio de la teoria de conjunts— és ben 1til per
assegurar precisio (i concisid) en allo que s’escriu, pero quan la fem servir extensivament per
comunicar-nos amb algt que no la coneix bé, el que hauria de ser clarificador es converteix en un
entrebanc.

4Vegeu, per exemple, I'article Down With Determinants, de Sheldon Axler, o el llibre del mateix autor
Linear Algebra Done Right.

5Tot i aix0, a quasi tots els exemples i exercicis treballem amb nombres reals (enters o racionals, de fet).
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L’he dividit en quatre Ilibres (parts), nou capitols i trenta-dues llicons, tot
i que, realment, la unitat didactica important és la llicé. D’aquestes llicons, la
primera (la llic6 zero) més que una llic6 és el recull d’'uns quants problemes on
s’apliquen les técniques que exposarem al llarg del curs; i les llicons 1, 2, 25 i
29 son opcionals (les dues primeres contenen alguns prerequisits; la 25 tracta
les aplicacions classiques dels determinats i, la 29, la forma reduida de Jordan,
que pot no ser inclosa al curs). També es pot evitar la llic6 21 (espais vectorials
euclidians), pero em sembla interessant incloure-la pel fet que realment aquests
espais (més que no pas els espais vectorials) son la generalitzacié dels espais
K" i perqué en molts problemes d’optimitzacio els valors optims estan lligats a
I'ortogonalitat.

Els tres primers llibres es corresponen amb tres punts de vista possibles a
prop del que és I'algebra lineal (I'estudi dels sistemes d’equacions lineals; el dels
espais vectorials i les aplicacions lineals; 'art de factoritzar matrius de diverses
maneres):

El llibre primer, Ax = b, tracta els sistemes d’equacions lineals i les matrius: en el
capitol primer posem tot I'émfasi en I'algorisme de Gauss-Jordan que presentem
inicialment com una manera simple pero estructurada de reduir un sistema
lineal a una forma en la qual la discussio6 i la resoluci6 siguen trivials, pero que
immediatament interpretem com una aplicacioé sistematica de les operacions
elementals i els productes per matrius elementals; en el segon capitol, estudiem
especialment les matrius inverses i les matrius relacionades amb la geometria, és
a dir, les matrius hermitiques i les unitaries.

Els meus objectius, en aquesta primera part, son de convéncer I'’estudiant que
discutir (i resoldre) un sistema lineal és justificar que un vector és combinaci6
lineal d'uns altres vectors donats (i trobar els pesos d’aquesta combinaci6 lineal);
que l'operaci6é important és el producte matriu-vector (perqué una matriu és
una llista de vectors i aquest producte és una combinaci6 lineal); que les ope-
racions elementals, que son I’eina basica dels algorismes d’esglaonament, son
multiplicacions de matrius (aixi que els algorismes del tipus Gauss son en realitat
multiplicacions de matrius); i que les matrius diagonals i les triangulars son
utils perqué ens faciliten la resoluci6 dels problemes, pero les matrius unitaries
(o ortogonals, si pensem en termes reals) son les més importants perqueé els
conjunts de vectors ortonormals s6n els més adequats en termes geometrics.

A més, hi he inclos un capitol zero, amb dues llicons opcionals on presentem
els dos prerequisits Unics de I'assignatura: els nombres complexos i els polinomis.
Es possible que molts alumnes no coneguen (o no tinguen gaire seguretat amb)
els nombres complexos; els polinomis si que els han estudiats, pero aquest curs
requereix que I’estudiant tinga perfectament clar que és el que diu el teorema
fonamental de I’algebra i quin és el seu significat en termes de factoritzaci6 de
polinomis.

El llibre segon, f(Xx) = AX, estudia els espais vectorials i les aplicacions lineals;
en el cas dels espais vectorials, comencem, al capitol tercer, amb els espais K"
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i els seus subespais i mostrem els quatre subespais que es dedueixen de ma-
nera natural d’'una matriu; dediquem un altre capitol a les qiiestions relatives
a 'ortogonalitat (complements ortogonals i projeccions, minims quadrats i la
factoritzacié QR); finalment, al capitol cinque, definim els espais vectorials ge-
nerals (sempre sobre els nombres reals o complexos), els espais euclidians i les
aplicacions lineals. El capitol cinqué és el més abstracte del curs, pero I'estudiant
no hi deuria trobar gaire problema en estudiar-lo, atesos els coneixements que ja
ha adquirit.

Quins objectius hauriem d’assolir al llibre segon? primer de tot, mostrar
que K" és un espai de dimensio n i que aixo vol dir que totes les bases tenen
" vectors; que un espai és un conjunt de vectors en el qual es poden fer com-
binacions lineals; quins subconjunts de K" s6n subespais i quines dimensions
tenen; que una matriu qualsevol defineix quatre subespais, les dimensions dels
quals venen determinades per les dimensions i el rang de la matriu; i quines
relacions d’ortogonalitat hi ha, entre aquests subespais; aix0 ens porta a un segon
bloc d’objectius: la relacié entre 'ortogonalitat (i I'aproximacié optima) amb
el problema de minims quadrats, entés com la cerca de la millor solucio d’'un
sistema incompatible. Finalment, presentar les aplicacions lineals i els problemes
de canvi de base.

El llibre tercer I'he titulat A = UXV*. Aquest titol és, diguem-ho aixi, una decla-
racio de principis: d’'una manera o una altra, en qualsevol curs d’algebra lineal
s’estudia la diagonalitzaci6 (i, de vegades, la forma reduida de Jordan); pero la
descomposici6é en valors singulars sol associar-se a I’algebra lineal numerica i
gairebé mai no forma part del curriculum de I'assignatura diguem-ne basica. Des
del meu punt de vista, la millor manera de culminar el curs és explicant que (si
més no, en els espais euclidians de dimensio6 finita) una aplicacio6 lineal sempre
és un isomorfisme entre dos subespais (els espais fila i columna d’una matriu
0, si voleu, I'ortogonal del nucli i la imatge de I'aplicacio) i que, si escollim les
bases de manera adequada, aquest isomorfisme transforma una base ortonormal
(de I'espai fila) en una base ortogonal (de I’espai columna). I, com que les millors
bases son les ortonormals i les millors matrius les diagonals, la factoritzacié en
valors singulars és un final perfecte.

L’objectiu principal d’aquest bloc darrer és d’entendre la diagonalitzacio i
la factoritzacié en valors singulars d’aquesta manera, és a dir, que les bases
de vectors propis i les de vectors singulars son les que descriuen més bé les
aplicacions lineals.

El llibre conté tres capitols on estudiem els determinants, la diagonalitzaci6 (i
les seues aplicacions) i la factoritzaci6 en valors singulars (i la pseudoinversa).

Al cos del text principal s’inclouen forca exemples que justifiquen les idees i
les propietats, pero que també son models de resolucio dels exercicis. Molts dels
exercicis que hi ha a cada llicé s6n semblant als exemples que hi hem mostrat,
pero la millor manera que té 'estudiant d’assegurar-se que coneix la matéria és
resolent aquest tipus d’exercicis.

El llibre quart conté les solucions detallades de tots els exercicis.
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QUESTIO DE NOMS (I DE NOTACIONS)

Malauradament (o no), tots tenim les nostres manies i, en alldo que fa als noms
i als simbols, no hi ha un consens totalment generalitzat. Jo intente fer servir
la nomenclatura més general i, alhora, la que em sembla més amigable per a
I'estudiant. Com que les dues coses son incompatibles, segurament he pres
algunes decisions discutibles.

Aquestes en son algunes:
Uy

, , - u N
- Un vector de K" és una llista de nombres, una columna, 1 = 2|, Pero,

un
per comoditat i estética, el podem escriure com i = (uy, Uy, ..., Uy).

- Els vectors els represente amb una lletra amb una fletxa a sobre: ii. Perque
la negreta minuscula és irreproduible quan escrivim a ma (algu fa servir la
negreta de pissarra —com ara, u— pero no €s un us generalitzat) i, sobretot,
perque la intuici6é que els vectors sén segments orientats és ben adequada.

- Per representar les matrius faig servir majuascules de pal sec, com ara, A
(pero la matriu identitat és I).

- Una matriu és d’un arranjament rectangular de nombres, pero és millor
veure-la com una llista de vectors.

Aixi que estenc a les columnes (que son vectors) el costum de representar
les entrades de la matriu A amb la minuascula corresponent al nom de la
matriu (d,, d»,...). Les files no son vectors, aixi que les represente amb la
majuascula (A;, Ay, ...):

a;; dpp o Al A,

a a a - - - A
A= 21 22 2n | _ [a1 i, an] _ 2

Am1 Am2 " Amn Am

- Com que les matrius elementals es fan servir forca en aquest llibre, és
molt convenient fixar-hi una notacio: E;;, E;(c) i E; j() representen la
permutacioé de dues files, I'escalat d’una fila i la suma d’'un multiple d'una
fila a una altra fila en la matriu identitat.

Aquesta notacioé és una mica defectiva, perque no s’hi té en compte I'ordre
de la matriu, pero escriure coses com E,, ; ;(o) em sembla excessiu.

- Els conjunts, en general, els escric amb majuascules italiques (S, per exemple),
pero per a les bases gaste les caligrafiques (B).

- El teorema de Rouché és de Rouché (aixo de Rouché-Frobenius s’ho inventa
Rey Pastor, i només es diu als paisos hispanics).
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- Entre matrius regulars, no singulars i invertibles, invertible em sembla el
millor nom (perqueé defineix perfectament la cosa).

- La matriu adjunta no és la matriu dels cofactors, sin6 la transposada con-
jugada, A*, perque aixo és coherent amb els operadors adjunts. Aquesta
matriu (o més ben dit, la matriu A*A) té un paper central al llibre (en canvi,
la matriu dels cofactors només hi apareix tangencialment).

- Hi ha factoritzacions LU estrictes i no estrictes, segons que la matriu L siga
o no triangular inferior. Perqué, normalment, en la teoria s’exigeix aquesta
condicid, pero el programari tipus Scilab no ho fa i a efectes numeérics no
aporta res.

- Una matriu no té nucli i imatge, sin6 espai nul i espai columna. Soéon les
aplicacions lineals, les que tenen nucli i imatge.

- Les matrius importants son les unitaries, perque les bases més tutils son les
ortonormals.

Per aixo, les factoritzacions de matrius més interessants son la factoritzacio
en valors singulars i la diagonalitzaci6 de matrius normals.

Bona part dels merits que puga tenir aquest llibre sén deguts a molts amics,
amb els quals m’he divertit molt parlant de matematiques, especialment a Carmen
Alegre, Rafa Bru, Cristina Corral, Ramon Esteban i Vicent del Olmo, que han tingut
I’amabilitat de llegir-lo, de fer-me suggeriments i de descobrir errades, a més de
fer-ne alguns comentaris elogiosos. Ja sé que, aquests elogis, son deguts en gran
part a 'estima que em tenen, pero vull creure que alguna cosa positiva hi deuen
haver trobat.






INTRODUCCIO PER A L’ESTUDIANT

L'algebre est genereuse,
elle donne souvent plus qu’on (ui demande

Jean le Rond D’ Alembert

Molts dels continguts que trobaras en un primer curs d’algebra lineal ja els
coneixes: sistemes d’equacions lineals, vectors i matrius, determinants... aixo és
un avantatge, pero també pot ser un inconvenient, perque, si més no, en comencar
el curs, et pot semblar una perdua de temps estudiar novament alld que ja saps i
potser et resistiras a aprendre técniques noves per atacar problemes que ja saps
resoldre. Fora un error; perqué les primeres passes del curs (tal com I'enfoquem
aci) van destinades a mostrar-te una eina molt simple, pero ben poderosa: les
operacions elementals i les matrius elementals, que son la base dels algorismes
d’esglaonament i amb les quals tractarem gairebé tots els problemes del curs:
comencarem discutint i resolent els sistemes lineals fent servir les operacions
elementals, pero de seguida trobarem el rang d’'una matriu, la matriu inversa,
les factoritzacions LU i QR, les bases dels subespais, el rang i la imatge de les
aplicacions lineals... fent operacions elementals. Fins i tot els determinants, els
calcularem fent servir les operacions elementals.

Veuras que el curs I’he dividit en quatre llibres; el quart llibre conté les
solucions completes de tots els exercicis, pero els tres primers porten uns titols
curiosos: AX = b, f(X) = AX i A = UZV*. Aix0, aquests noms, correspon a
tres punts de vista sobre el que és (0 com es tracten els problemes a) I’algebra
lineal: com I'estudi dels sistemes d’equacions lineals, les matrius i els vectors;
com l'estudi dels espais vectorials i les aplicacions lineals; o com la factoritzaci6
de les matrius com a producte de matrius que tenen una estructura determinada
(Ia qual cosa equival a la recerca de les bases més adequades per a tractar un
problema determinat).

El primer punt de vista sembla el més simple, pero condueix rapidament als
altres dos; el segon és el més abstracte i també el tradicional (si parlem d’una
tradicio no massa antiga).® El tercer ens mostra molt bé els aspectes geomeétrics
dels problemes i té forca aplicacions practiques. Ja ho va dir D’Alembert: 1'algebra
és generosa.

El curs esta fet de capitols i els capitols de Ilicons. Al final de cadallicé s’inclou
un resum esquematic, amb les idees i les propietats principals que s’hi ha exposat,
una llista d’exercicis que, com ja hem dit adés, es troben resolts al llibre quart,”
i, en unes poques llicons, un apéndix que conté alguna demostracié que no em
semblava necessari d’'incloure al text principal.

6Si regires per la bibliografia, hi trobaras molts manuals d’algebra lineal que comencen amb la
definicio dels espais vectorials.

“No cal que et recorde que és el text complet (i no només el resum) que cal estudiar i que els exercicis
els has de resoldre pel teu compte (com va dir Halmos, 1"inica manera d’aprendre matematiques és
fer matematiques).
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Al final de tot, hi trobaras un epileg que resumeix esquematicament els aspec-
tes més importants del curs. Més que un resum global i exhaustiu, és una visio
unificada dels blocs de contingut més destacats.

iz Respecte a I'aspecte visual del llibre, les definicions importants, els teoremes,
les propietats i els algorismes van requadrats, per destacar la seua importancia.
A més a més, he fet servir un parell de marques especials, = i o. El simbol =
cerca cridar la teua atencié per remarcar alguns fets importants o especialment
interessants. El quadradet, o, ja és un classic en els textos matematics que
s'utilitza per assenyalar la fi d'una demostracié (allo que els classics marcaven
com quod erat demonstrandum, com voliem demostrar). En aquest llibre, el
quadradet acompleix aquesta funcio, pero també el faig servir quan he provat
alguna cosa, encara que no I’haja enunciat explicitament, al final de I’enunciat
d’una propietat que no es demostra (o que I’hem demostrada abans d’enunciar-la)
i en acabar la justificacio d’algun exemple.? o

8 Aixi que, segons el context, quan et trobes aquest simbol, has d’interpretar i aixi acaba la demostracio
(o el raonament, o 'explicacié de 'exemple) o bé aquesta propietat no la demostrarem.



LLICO 0. PROBLEMES LINEALS

Els matemadtics son una mena de poetes fraudulents,
que, de fet, intenten [inica poesia possible

Joan Fuster

En aquesta llic6 mirem de definir qué és I'algebra lineal a través de
diversos problemes que es resolen amb técniques lineals i descrivim la
relacié que tenen aquests problemes amb la nostra assignatura.

L’adjectiu lineal apareixera diverses vegades en aquest curs: hi ha sistemes
d’equacions lineals, combinacions lineals, transformacions (o aplicacions) lineals,
vectors linealment dependents o independents, equacions en diferéncies lineals,
equacions diferencials lineals... En angles, dels espais vectorials en diuen vector
spaces, pero també linear spaces.

L’objecte d’estudi de 1’algebra lineal son les operacions i les transformacions
lineals. Com que les operacions lineals es fan amb matrius (si més no, quan la
dimensio és finita), podem concloure que I’algebra lineal s’ocupa del calcul amb
matrius i de les propietats de les matrius.

Pero, com que les transformacions lineals tenen lloc en els espais vectorials,
també resulta que I’algebra lineal s’ocupa dels espais vectorials, és a dir, dels
espais de vectors, i de les transformacions entre espais vectorials, és a dir, de les
aplicacions lineals.

Podem posar I'émfasi en les matrius o en els espais vectorials i les aplicacions
lineals. En qualsevol cas, pero, I'instrument basic de 1’algebra lineal son les
combinacions lineals. Una operaci6 entre vectors és lineal quan I'iinic que fem
amb els vectors és sumar-los i/o multiplicar-los per nombres. Combinant aquestes
dues operacions fem una combinacio lineal: si i, i 1i, son dos vectors i &, &, dos
nombres, aleshores i, + &»ii, és un nou vector, obtingut com a combinaci6
lineal de i, i i,.

El que farem ara sera mostrar alguns problemes de matéries diverses on
s’apliquen les técniques de I’algebra lineal.

0.1. SISTEMES D’EQUACIONS LINEALS. APROXIMACIO POLINOMICA D’UNA FUN-
CcI0

La grafica d’'una funci6 polinomica de tercer grau passa pels punts (—1,—1) i
(1,3) i té la tangent horitzontal en aquests dos punts. Quina és aquesta funci6?
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Encara que el problema es planteja en termes d’Analisi

Matematica, la soluci6 consisteix a resoldre un sistema 44
lineal de quatre equacions amb quatre incognites: 3
- La funcio és f(x) = a;x3 + a,x*> +a;x +agila
seua derivada, f'(x) = 3a3x? + 2a,x + a,. 2T
- Que la corba passe pel punt (—1, —1) amb tangent T
horitzontal en aquest punt vol dir que } :
f(=1) = =11 f(~1) =0, és adir, AN
—asta,—a,+ay=-1 o1
3as —2a, + a,; =0

- I que passe també per (1, 3) amb tangent horitzontal significa que

a3+a2+a1+a0:3
3a3+2a2+a1 =0

Per tant, els coeficients del polinomi s’obtenen resolent el sistema d’equacions

lineals
ag—a,;+ a,— az=-1

a, —2a,+3a3;=0
a0+a1+ a2+ a3:3
a1+2a2+3a3=0

La soluci6 d’aquest sistema és ag = 1, a; = 3, a, = 0, a3 = —1. En conse-
qiiéncia, la funcio que cerquem és f(x) = —x3 + 3x + 1.

4 <

]

1

-2 \-1 1 ¥
1 f(x)=—-x34+3x+1

—2 =+

Com que aquest sistema d’equacions lineals només té una solucio, podem
assegurar que el polinomi que hem trobat és Uinic: només hi ha una funcio
polinomica de grau menor o igual a tres que passe pels dos punts donats i hi
tinga una tangent horitzontal.
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= En el capitol 1 estudiarem la resolucié dels sistemes d’equacions lineals.
Tot i que aquest és un tema aparentment trivial i ben conegut, les técniques
que s’hi fan servir i les propietats que s’hi troben sén la base de gran part

de I'algebra lineal.

0.2. CADENES DE MARKOV I MATRIUS ESTOCASTIQUES

Suposem que en un pais I'’evoluci6 de les migracions internes al llarg d’un cert

periode de temps ha estat aquesta:

- Cada any, el 10% de la poblacio6 de la capital es trasllada a viure a una altra
ciutat i el 5% d’aquesta poblaci6 se’n va al medi rural.

- Dels habitants de les altres ciutats, el 15 % emigra a la capital i un altre 10%

al medi rural.

- El 12% dels habitants del medi rural emigren tots els anys a la capital i el

15% a una altra ciutat.

En aquest context, ens plantegem les qiiestions segiients:

- Si en un moment determinat la poblaci6 de la capital és el 20 % del total, la
de les altres ciutats el 45 % i la resta dels habitants del pais, és a dir, el 35%,
viuen al medi rural, quina sera la distribucio6 al cap d’'un any?

- I després de 5, 10, 20 anys?

- Hi ha alguna tendéncia a I’estabilitat, de manera que a llarg termini la
distribuci6 de la poblaci6 no patisca canvis significatius?

- Si la distribuci6 de la poblacié inicial fos una altra, per exemple, 30%, 20 %,
50%, quins serien els resultats a llarg termini?

Introduim les dades migratories en un quadre de doble entrada:

capital | altres ciutats | medi rural
capital 0,85 0,15 0,12 0.1)
altres ciutats | 0,10 0,75 0,15 ’
medi rural 0,05 0,10 0,73

Cada columna d’aquest quadre és un vector de probabilitats: la primera
columna conté les probabilitats que una persona que avui viu a la capital estiga
d’aci un any (a) a la capital (0,85 = 85 %), (b) a una altra ciutat (0,10 = 10%) o (c) al
medi rural (0,05 = 5%). Aquests tres nombres han de sumar necessariament 1,
atés que estem suposant que tota la poblaci6 del pais habita un d’aquests tres
medis, i son no negatius, perqué un valor negatiu no té cap sentit en el problema

que ens ocupa.
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De manera semblant s’interpreten les altres dues columnes. Anomenem p,,
P> 1 P3 aquests tres vectors i representem-los en forma de columna:

0,85 0,15 0,12
p1=10,10 P> =10,75 Py = 10,15
0,05 0,10 0,73

0,20
D’altra banda, el vector i, = [0,45] representa la distribuci6 inicial de la pobla-
0,35
cio.
Per saber quina sera la distribuci6 de la poblacié d’ara en un any, hem de
(a) multiplicar el vector p; per 0,20, per a esbrinar on seran 'any que ve les
persones que avui viuen a la capital,
(b) multiplicar el vector p, per 0,45, per fer el mateix amb els habitants actuals
de les altres ciutats,
(c) multiplicar el vector p; per 0,35 i
(d) sumar aquests tres vectors.

Llavors obtindrem:

'l_/il = 0, 20}51 + 0,45ﬁ2 + 0, 35ﬁ3

0,85 0,15 0,12 0,2795
=0,2010,10| +0,45(0,75( +0,35|0,15| =] 0,41
0,05 0,10 0,73 0,3105

aixi que, d’aci a un any, la poblacié de la capital sera del 27,95 %, la de les altres
ciutats del 41 % i la del medi rural, del 31,05 %.

Hem resolt la primera qliestié fent una combinacié lineal amb els tres vectors
P1, P> 1 p3. Aquesta combinaci6 lineal també la podem interpretar com un
producte matriu-vector: si amb els tres vectors de probabilitats construim la

matriu
0,85 0,15 0,12
M={0,10 0,75 0,15
0,05 0,10 0,73

(la matriu M no és altra cosa que el quadre (0.1)) llavors
0,85 0,15 0,127 1[0,20
i, =0,20p; +0,45p, + 0,35p; = | 0,10 0,75 0,15|]0,45| = Mii,
0,05 0,10 0,73] 10,35

Per a decidir com es distribueix la poblacio al cap de 2, 3, 4, 5..., 10..., 20 anys
hem de anar calculant els productes

'Ijtl = Mﬁo, 17L2 = Mﬁl, 17L3 = Mﬁz,

El quadre segiient mostra els resultats que obtindriem (arrodonits a quatre
xifres decimals):
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anys

0 1 2 3 4 5 = [ 10 - 20
capital | 0,20 | 0,2795 | 0,3363 | 0,3770 | 0,4061 | 0,4269 0,4695 0,4791
altres ciutats | 0,45 | 0,41 0,3820 | 0,3623 | 0,3486 | 0,3388 0,3194 0,3152
medi rural | 0,35 | 0,3105 | 0,2816 | 0,2606 | 0,2453 | 0,2343 0,2111 0,2057

Es clar que la poblacié de la capital creix i les de les altres ciutats i del camp
decreixen. Pero aquestes variacions van amortint-se, de manera que el primer
any el creixement de poblaci6é de la capital és aproximadament del 8%, el segon
any, del 5%, en el pas del quart al cinqué any només del 2% i en els deu anys que
van del desé al vinté, només de I'1 %.! De fet, el vector de poblaci6 a 'any 100
sera aquest:

a la capital 0,4795, a les altres ciutats 0,3151 i al medi rural 0,2055, amb una
diferéncia maxima entre ’'any 20 i I’any 100 de només el 4 per 10000.

En conseqiiéncia, podem concloure que a la Illarga la poblaci6 tendira a
estabilitzar-se al voltant dels percentatges segiients: 48% 31,5% i 20,5 %.

Ara bé, quin significat té el fet que la poblacio s’estabilitze? Notem que les
persones continuen migrant (sempre en els mateixos percentatges: tots els anys,
el 15% dels habitants de la capital emigren a un altre medi), pero els moviments
es compensen, de manera que, a la llarga, el nombre de persones que deixen la
capital és aproximadament igual al de les que hi van a viure.

En termes de I’Analisi Matematica, la successio de vectors 1iig, i, lp... CON-
vergeix a un vector i i aquest vector, que representa la distribucio estable de la
poblaci6 al cap d'uns quants anys, té la propietat segiient:

Mii = i

Quan un vector té aquesta propietat diem que és un vector estacionari de la
matriu M. De fet, es tracta del primer vector propi que veiem en aquest curs.
Sabrieu calcular exactament aquest vector?

0,30
Suposem finalment que el vector de la poblaci6 inicial és | 0,20 |. En els anys

1 0,50

subsegiients tindrem aquestes proporcions:
anys
0 1 2 3 4 5 - | 10 - | 20

capital | 0,30 | 0,345 | 0,3795 | 0,4056 | 0,4251 | 0,4397 0,4742 0,4791
altres ciutats | 0,20 | 0,255 | 0,2857 | 0,3025 | 0,3112 | 0,3155 0,3171 0,3152
medi rural | 0,50 | 0,4 0,3347 | 0,2919 | 0,2636 | 0,2448 0,2115 0,2057

aixi que al cap de vint anys la distribuci6 sera la mateixa que amb les dades
inicials.

INo és un 1% anual, siné un 1% en deu anys!
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El que hem descrit és un exemple tipic de cadena de Markov, és a dir, una
successio de vectors d’estat i, i, Ul,..., que es defineixen per recurréncia com

Uyt = Mty = M
on

- Els components dels vectors 1i,, estan tots entre 0 i 1 (perqué representen
probabilitats o, si es vol, percentatges).

- La suma de tots els components d’aquests vectors és 1 (perqueé representa
el conjunt uni6 de tots els estats).

Un vector que compleix aquestes dues propietats és un vector estocastic.

- Les columnes de la matriu de transicio M sén també vectors estocastics,
aixi que M és una matriu estocastica.

Una cadena de Markov és regular si la matriu de transici6 M o una poténcia
d’aquesta matriu té totes les entrades no nulles. Doncs bé, es pot provar que si la
cadena és regular, aleshores la successio ii,, convergeix a un vector estacionari i,
de manera que Mii = ii. Aquest vector es pot calcular per meétodes estrictament
lineals: I'iinica cosa que hem de fer és resoldre el sistema d’equacions lineals

MX = X
i, entre totes les solucions, elegir-ne una que siga un vector estocastic.

= Enl’estudi de les matrius estocastiques i les cadenes de Markov es fan servir
diverses eines de I’algebra lineal: multiplicacié de matrius, sistemes lineals,
valors i vectors propis... A ’exercici 7.5. trobarem el vector estacionari
estocastic de la matriu M del nostre exemple.

0.2.1. L’ALGORISME PAGERANK

Aquest és I'algorisme que fa servir el Google per ordenar les pagines web segons la
seua importancia. Quan hi fem una cerca, aquesta ordenaci6 determina les pagines
que trobem i I'ordre en qué apareixen. Aquest algorisme, que van dissenyar Larry
Page i Serguei Brin (els fundadors de Google), s’ha anat millorant al llarg dels
anys, pero basicament és com el descriurem aci.

La WWW es pot representar com un graf dirigit,? on els vértexs son les pagines
web i hi ha un arc d’'una pagina cap a una altra si la primera inclou un enlla¢ a la
segona.

2Un graf dirigit és un conjunt de vértexs i d’arcs orientats, que van d’un vértex a un altre.
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Com a exemple, i per simplificar el model, supo-
sarem que només hi ha cinc pagines web, p;, ps,
P3, P4 1 ps, que la pagina p; apunta a la p,, que
p> inclou un enllac a la pagina p; i un altre a p,,
que p; enllaca amb totes les altres pagines, la
pagina p, només apunta a la p5 i des de p5 no hi
ha cap enllac.

Tractarem de determinar la importancia de les pagines fent servir els criteris
seguients:

- Una pagina és més important quan hi enllacen més pagines.

- Si una pagina que apunta a moltes altres pagines, la importancia que dona
a aquestes pagines no és massa gran.

- Una pagina és més important si les pagines que hi enllacen sé6n importants.

Aix0 ho podem modelitzar interpretant que cada pagina atorga la mateixa im-
portancia a totes les pagines que enllaca, aixi que la pagina reparteix la seua
importancia a parts iguals entre aquestes pagines: Si la pagina p; apunta a n;
pagines i la importancia de p; és x;, llavors atorga x;/n; punts d’'importancia a
cadascuna.

En el nostre model, els arcs que surten de p5 estan etiquetats amb 1/4 perqué
el fet que p; incloga quatre enllacos fa que el pes d’aquestes enllacos siga un
quart del pes x3. Aixi que

- la pagina p; rep x,/2 punts d’importancia de p, (que enllaca amb dues
pagines) i x3/4 punts de p; (perque p; reparteix els seus punts entre quatre
pagines); per tant, la importancia de p; és x; = x,/2 + x3/4

- p, rep x; punts de p;, x3/4 punts de p3 i x4/2 de p4, aixi que és x, =
X1+ X3/4 + x4/2.

- p3 no rep cap punt.
- psenrep x,/21x3/4: x4 = x/2 + x3/4.
- psenrep x/41x4/2: X5 = X3/4 + x4/2.

Tot aix0 ens proporciona un sistema de quatre equacions amb quatre incogni-
tes:

X1 =X/2+ x3/4

X 0 1/2 1/4 0 07 [x
Xp = X1+ X3/4 + x4/2 X 1 0 1/4 1/2 0| |x
x3=0 o (millor) | x3| =10 0 0 Of [x3
X4 =X2/2 + x3/4 X4 0 1/2 1/4 0 Xy
x5 = x/3/4 + x4 fi 0 O 1'/4 1/2 Ou.fi

X G,y X
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I es tractaria de trobar una soluci6 d’aquest sistema d’equacions, és a dir,
un vector estacionari de la matriu G;. A més a més, per normalitzar el resultat,
imposarem la condicidé que la suma de totes les importancies siga igual a 1 (és
a dir, que el vector d’'importancies siga estocastic). I també és convenient que
aquest vector estocastic i estacionari siga unic, per tenir una unica ordenacio de
les pagines.

= Tot aixo és possible quan la matriu és estocastica i no conté zeros. Pero és
clar que la nostra matriu G; no compleix aquests requisits.

La matriu G, seria estocastica si no fos per la darrera columna: les columnes
corresponents a les pagines py, p», p3 i p4 sumen 1. Pero, com que ps no inclou
cap enllac, la columna cinquena només conté zeros. Aixi que hi introduirem
algunes modificacions.

En primer lloc, podem pensar que el que fa un usuari quan arriba a una
pagina que no conté enllacos és elegir una pagina qualsevol, escrivint directament
I’adreca. Per tant, si el nombre total de pagines és N, les columnes que només
contenen zeros les substituirem per columnes amb totes les entrades iguals a
1/N (la probabilitat d’anar a qualsevol pagina des d’una pagina sense enllacos).
En el nostre exemple, canviarem la matriu G, per

1/2 1/4 0 1/5
0 1/4 1/2 1/5

0 0 1/5
1/2 1/4 0 1/5
0 1/4 1/2 1/5

(9]
N
Il
coorOo

Ara la matriu és estocastica, pero encara conté zeros, de manera que no es
garanteix 'existéncia d’un vector estacionari no negatiu que sume 1.3 Aixi que
introduirem una segona modificacio.

Encara que la pagina on ens trobem continga enllacos, és possible que en
comptes de seguir-los optem per anar aleatoriament a qualsevol pagina del
sistema. De fet, un navegant d’Internet totalment aleatori no seguiria cap enllac
sin6 que sempre elegiria una nova pagina web aleatoriament. Aquest usuari, si hi
ha N pagines en total, fa servir una matriu d’aletorietat uniforme:

1/N 1/N - 1/N
U= 1/N 1/N - 1/N
1/N 1/N - 1/N

El comportament que cal esperar d'un usuari de la xarxa és el de seguir
prioritariament els enllacos de les pagines, pero elegint una pagina aleatoria de
tant en tant (per exemple, perque perd l'interés en el tema que seguia o perque ja
ha satisfet aquest interes). Diguem que la probabilitat de seguir la matriu G, és

3En el nostre exemple, si que hi ha aquest vector, pero en el cas general, no podem assegurar-ho.
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més gran que la de fer servir la matriu U. Els dissenyadors del PageRank varen
escollir una probabilitat de 0,85 per a G, (i, en conseqiiéncia, de 0,15 per a U).
Aix0 es pot modelitzar fent servir la matriu

G =0,85G, + 0,15U

Aquesta és la matriu Google del PageRank. Es una matriu estocastica i totes
les seues entrades sén positives. Per tant, aquesta matriu té un Unic vector
estacionari i estocastic. Les seues entrades son els indexs d’importancia de les
pagines web.

En el nostre exemple,

0,03 0,455 0,2425 0,03 0,2
0,88 0,03 0,2425 0,455 0,2
G =0,85G, +0,15U = | 0,03 0,03 0,03 0,03 0,2
0,03 0,455 0,2425 0,03 0,2
0,03 0,03 0,2425 0,455 0,2

Recordem que el vector estacionari és el limit de la successio X,,,; = GX,,.
Podem partir d'un vector inicial neutral x, = x, = x3 = x4, = x5 = 0,2. Fent-hi
unes quantes iteracions obtenim

0,2 0,1915 0,2297925 0,2062101
0,2 0,3615 0,3203175 0,3630606

% =102], % =]0064 |, % =0062555 |, %; =0,0567822],...
0,2 0,1915 0,2297925 0,2062101
0,2 0,1915 0,1575425 0,167737

i ja es veu clarament la tendéncia: la pagina més important seria p,, seguida de
pi, P4 (@amb el mateix grau d’importancia), ps i p3. De fet, el vector estacionari
estocastic d’aquesta matriu és (aproximadament)

0,2170078
0,3464510
0,0575390
0,2170078
0,1619944

x4
I

En realitat, la matriu G; és una gran matriu buida (aix6 vol dir que quasi totes
les seues entrades son zeros, perqué una pagina només apunta a unes (molt)
poques pagines i el total de pagines és molt gran. En la matriu G aquests zeros
estan substituits per nombres positius molt petits. I, Obviament, ’algorisme que
es fa servir per trobar (més ben dit, aproximar) el vector d’importancia és molt
complex.
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0.3. VALORS I VECTORS PROPIS. EQUACIONS EN DIFERENCIES

Una equacio6 en diferéncies (o recurréncia) lineal i homogenia és una expressio

com aquesta:
ayg = 0

a, = 1
a, —3a,_1+2a,,=0

Aquesta equacio és d’ordre 2, perqué hi apareixen els termes a,, a,,_1 1 a,_o,
pero podem transformar-la en una equaci6 en diferéncies (matricial) d’ordre 1:
Definim el vector d,, = (a,, a,,1) illavors les equacions anteriors séon equivalents

a
G = 0
71
i —| an |- a, _Olan_l_Ola
" ana | | -2a,.1+3a,| |-2 3| a, | |[-2 3|""!
D’aci es dedueix que
2 _[o 1 "d “To 17"o
ne -2 3 0T =2 3 |1
I el problema és ara el calcul de les potencies de la matriu
0 1
SIES
Quan estudiarem el problema de la diagonalitzacié podrem provar que
o 1] [t 1][1 o] [t 1]
-2 3| (1 2]]0o 2|]1 2
A P D p-1
i, a partir d’aci, es prova facilment que

— n
ﬁn=A"ﬁ1=[ L }

-1+ 2n+1

de manera que la solucié de 'equacioé recurrent original és

ap=0, a;=1, a,=-1+2", m=2,3,...)

Les columnes de la matriu P (és a dir, (2,1) i (1,1)) sOn vectors propis de la
matriu A, i les entrades diagonals de D (2 i 1) en soén els valors propis.
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0.3.1. ELS NOMBRES DE FIBONACCI

La famosa successio de Fibonacci, 1,1, 2, 3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, ..., es defi-
neix per recurrencia d’aquesta manera:

Jo=1
Sfi=1
fn :fn72 +fn71

Aplicant la técnica que acabem de presentar es pot provar que

S 505

Per sorprenent que puga semblar, aquests nombres son enters! De fet, es pot

n+1
1_—\/§> son

Sn =

N . . 1
simplificar el calcul si es té en compte que els nombres — (

VANE
n+1
1 (1++/5
tan petits que f,, és I'enter més proxim a E ( 2\/—> . Per exemple,
12
L (1 hl ﬁ) — 144.00139...
VAN

de manera que al cap de dotze mesos tindrem f}, = 144 parelles de conills.

= En els capitols 1 i 2 estudiarem les operacions amb matrius (que hem fet
servir en aquest exemple per a calcular poténcies, productes i inverses) i al
capitol 7 tractarem els problemes relacionats amb els valors propis. Per tal
de calcular els valors propis farem servir els determinants, que estudiem al
capitol 6.






LLIBRE PRIMER. AX = Db

L’algebra lineal és la part de les matematiques que estudia els sistemes
d’equacions lineals, amb l'objectiu de decidir si aquestes equacions
tenen solucions i, en cas que en tinguen, quantes en tenen i quines son,
aquestes solucions.

Les eines adequades per fer aquest estudi, i per entendre adequadament la
relacié que hi ha entre les solucions dels sistemes d’equacions lineals, s6n les
matrius i els vectors. Per aixo, I’algebra lineal és la part de les matematiques que
estudia les operacions amb matrius i amb vectors i les propietats de les matrius i
dels vectors.

Tractem de resoldre un sistema d’equacions lineals, és a dir, (per exemple) de
trobar els nombres x;, X, i x3 pels quals les igualtats

2x1+2x2—x3=l
X1 — XZ+X3:O

sOn correctes. PerO, com resulta que aixo és equivalent a resoldre 1'equaci6
vectorial
x1(2,1) + x5(2,—-1) + x3(—1,1) = (1,0)

(és a dir, a escriure el vector (0,1) com a combinacio lineal dels vectors (2,1),
(2,—1)i(—=1,1)) o, també, a trobar els vectors X = (x;, x», x3) tals que

RN

abans dels sistemes d’equacions lineals estudiarem els vectors i les matrius.

Al capitol primer d’aquest curs estudiem els sistemes d’equacions lineals,
i els vectors i les matrius, entesos com a eines utils en I'estudi dels sistemes
d’equacions lineals.

Pero les matrius tenen molta importancia, al marge de la seua utilitat en I’estudi
de les equacions, aixi que al capitol segon ens interessem per les propietats de
les matrius, i per alguns tipus especials de matrius. Concretament, ens fixem
en les matrius invertibles i en les matrius unitaries i hermitiques (ortogonals i
simetriques, en el cas que pensem en matrius reals), que sén les més importants
en aquest curs i, en general, en 1’algebra lineal.

Parlem de matrius i vectors reals o complexos. Aquest curs requereix un
coneixement basic dels nombres complexos i, a la part final del curs, de les
propietats dels polinomis (reals i complexos), especialment amb relaci6 a la
possibilitat de factoritzar-los en polinomis irreductibles. Es per aixo que hem
inclos un capitol zero per introduir (o recordar) aquestes qilestions. Obviament, si
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teniu un bon coneixement de la materia, podeu anar directament al capitol primer;
tot i aix0, us recomanem que, si més no, reviseu els resums de les llicons primera
i segona. Si hi teniu curiositat, podeu trobar una demostracié ben elemental del
teorema fonamental de I'algebra (tot polinomi complex té alguna arrel) a la llico
segona.

Potser I'algebra lineal és la part de les matematiques que estudia els espais
vectorials i les aplicacions lineals. Pero d’aixo ens (pre)ocuparem més endavant.
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LLIC(') 1. ELS NOMBRES COMPLEXOS

Déu feu el nombre natural.
TJota la resta és obra de Chome

Leopold Kronecker

La historia dels nombres complexos comenca amb una equacié: x2+1 =
0. Si habiteu el mén dels nombres reals, aquesta equacié no té cap
solucid, perqué, com que x2+1 = 0 és equivalent a x? = —1, i el quadrat
d’un nombre real no pot ser negatiu, aixo és impossible.

Per qué és impossible, que el quadrat d’un nombre siga negatiu? Per
allo de la famosa regla dels signes, recordeu?: més per més, més; menys
per menys, més. Els nombres tenen un signe, i resulta que el signe del
quadrat sempre és més. Aixi que imaginarem que hi ha més nombres,
amb més de dos signes i que hi ha un signe que, en multiplicar-se per ell
mateix fa menys, llavors hi ha uns nombres imaginaris els quadrats dels
quals sén nombres negatius.

En aquest cas, potser, hi ha un nombre i el quadrat del qual és —1 (i
I'equacid x2 + 1 = 0 té la solucid x = i).

1.1. TRES O QUATRE COSES SOBRE ELS NOMBRES REALS

Els nombres reals son un conjunt infinit, R, de nombres que es poden sumar i
multiplicar. Aquestes dues operacions sén commutatives, associatives, tenen un
element neutre (0 és el neutre de la sumai 1 el de la multiplicaci6) i la multiplicacio
és distributiva respecte a la suma. Tot nombre real x té un oposat, —x tal que
x + (—x) = 0 i tot nombre real, tret del zero, en té un d’invers, x~! tal que
x-x1=1.1

A més a més, el conjunt R és totalment ordenat, 1a qual cosa vol dir que si
dos nombres x i y no sén iguals, n’hi ha un que és més gran que l'altre: si x i
7y s6n nombres reals, es compleix una (i només una) de les segiients propietats:
X <y,x =1yo0Xx>y.Aixo ens permet classificar els nombres reals no iguals a
zero com a positius o negatius: els nombres més grans que 0 sén positius i els
més menuts que zero, negatius. El valor absolut (0 modul), | x|, del nombre real
x és el mateix x, quan el nombre és positiu o zero, i —x, quan és negatiu. Per
aix0, podem expressar els nombres reals amb un signe i un modul. Per exemple,
—2,53 0 +2,53 (tot i que el signe positiu se sol suprimir).

== Els nombres complexos també tenen un signe i un valor absolut, pero no hi
ha només dos signes possibles, sin6 infinits.

Els nombres reals els podem visualitzar com els punts d’'una recta: si dibuixem
una recta horitzontal i elegim un punt qualsevol per representar el zero, els

LQuan un conjunt amb dues operacions té totes aquestes propietats se’n diu un cos, aixi que els
nombres reals s6n un cos.
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nombres positius els situarem a la dreta del zero i els negatius a I’esquerra; com
més gran és el valor absolut, més lluny del zero es troba el nombre.

1 1 LI : 1 :
—4 -3 _10 1 s 5
2
La semirecta a la dreta del zero representa els nombres positius; i I'esquerra,
els negatius. Els dos nombres x i —x es troben a la mateixa distancia del zero;

aquesta distancia és el valor absolut del nombre.

1.2. ELS NOMBRES COMPLEXOS

= Definim provisionalment els nombres complexos com el conjunt de tots els
punts d’'un pla.

En aquest pla elegim un punt que representara el nombre zero; la semirecta
horitzontal dreta amb extrem al zero representa els nombres positius. Si z és un
nombre complex (és a dir, un punt del pla) el valor absolut (o modul) de z, |z|, és
la distancia d’aquest punt al zero, és a dir, la longitud del segment 0z. I ’'angle
que fa la semirecta dels reals positius amb el segment 0z és 'argument de z; el
representem com arg z.

|z|
arg z

El signe del nombre z és el seu argument. Tots els nombres que tenen el mateix
argument es troben sobre una semirecta. Els nombres positius son els que tenen
I’'argument igual a zero (i, per aix0, sén a la semirecta horitzontal dreta) i els
negatius els que el tenen igual a 7t (0 180°).

Els nombres complexos que no son reals, és a dir, els que no es troben sobre
la recta horitzontal (des d’ara, la recta real), els anomenem imaginaris.?

2Fent gala de la nostra imaginacio, anomenem imaginari allo que no és real.
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argz =1r/2
argz =1/3
argz = 51r/6
argz =1 argz =0
argz = —1/6
argz = —31/4
argz = —1/2

Aixi que els nombres reals sén també nombres complexos; si representem
com C el conjunt dels nombres complexos, R C C. El conjunt dels nombres reals
és la uni6 de dues semirectes. Els complexos, la d'infinites semirectes.

D’altra banda, els nombres que tenen el mateix valor absolut es troben sobre
una circumferéncia.

|z| =3

g
N

Abans de continuar, convé que observem que el nombre 0 no té cap argument
(o que qualsevol angle hi serviria, com a argument), perqueé el segment 00 és un
punt i no hi fa cap angle amb la semirecta dels reals positius.

1.2.1. FORMA POLAR

Per conéixer un nombre complex hem de saber quin punt del pla el representa;
i, aix0, ve determinat pel valor absolut i I'argument. Per exemple, si |z| = 2 i
argz = 1m/4 el nombre z és a la semirecta de pendent 45° i a la circumferéncia
de radi 2, és a dir, que z és el nombre que es mostra al grafic segiient.
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argz = T1/4

z = 21-,-/4

Com que el modul 2 i 'argument 77/4 descriuen perfectament el nombre z,
I’hem representat com 2,,4. Aquesta és la forma polar del nombre complex. La
farem servir de moment, pero al final de la llic6 la canviarem per una altra més
convenient, la forma exponencial.

Ara, no podem parlar de nombres si no hi fem operacions. Aixi que haurem de
veure com se sumen i com es multipliquen, els nombres complexos. Comencarem,
logicament, per I'operacié més senzilla: la multiplicacio.

1.2.2. PRODUCTE (O MULTIPLICACIO) DE DOS NOMBRES COMPLEXOS

DEFINICIO 1.1.

Per multiplicar dos nombres complexos es multipliquen els seus valors abso-
luts i se sumen els seus arguments: 7,5z = (¥'S) x4

Per exemple, 2.:/43:/2 = 63,4 (Derque 2 -3 =61 1/4 + 11/2 = 37T/4).

ZW = 631-,-/2

El 0 no té forma polar, aixi que definim directament el producte amb un altre
nombre complex: 0z = 0.

El producte és commutatiu i associatiu; té un element neutre (el nombre real
1=1yisiz = |z|argz és un nombre distint de zero, llavors el nombre z~! de

modul 1/ |z| i argument — arg z és 'invers de z, z71 = (1/ |z|)7arg2.
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Aix0 de I'invers esta relacionat directament amb la divisio de dos nombres
complexos. El quocient z/w (w ha de ser un nombre distint de zero), és el nombre
q = zw™!, aixi que el modul és el quocient dels moduls, |z/w| = |z|/ |w] i
I'argument, la diferencia dels arguments, arg(z/w) = arg z — arg w. Per exemple,
(631/4) / (27/4) = 3m)2-

1.2.3. EL NOMBRE i

Ara ja podem resoldre el nostre problema inicial; volem trobar un nombre i tal
que i? = —1. Aquest nombre tindra un argument, «, i un valor absolut, , és a
dir, i = r,. Llavors, el seu quadrat sera i’ = (7’2)2“ = —1 = 1,. Aix0 passa si
r2=1lia=r1/2.

DEFINICIO 1.2.

El nombre complex i és el que té el modul igual a 1 i 'argument igual a 17/2,

i= 17-(/2.

PROPIETAT 1.1.

i2=—1

Demostracio: Com que |i| = 1iargi = 7r/2 tenim que |i’| = 1> = 1iargi’® =
2(r/2) =m. Aixiquei?=1,=-1. o

Aix0 vol dir que i és una arrel quadrada de —1. Pero 1,5, també ho és,
perqué (1,247)% = lri0r = —1. Aix0 passa perqueé I'argument no és tnic; un
nombre complex té molts arguments, perque els angles «, x + 27T, & + 41, ...
defineixen la mateixa semirecta. Tots els arguments « + 2kt (si k és enter) son
equivalents.

w  [’argument principal del nombre complex z és el que es troba a I'interval
1 — 1, 1m].
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z z

El nombre —1 té infinits arguments, tots els de la forma 1 + 2k7T; aixo vol
dir que hi ha infinites arrels quadrades de —1? Vegem-ho: de cada argument es
dedueix una arrel quadrada:

Amb I'argument 7t trobem wy = 1/, = i.
Amb l'argument 7 + 21, w; = 1y = —i.
Amb l'argument 1w + 41, w; = ly0407 = .

perqué 'argument 77/2 + 277 és equivalent a 77/2. I, a partir d’aci, es van repetint
periodicament els mateixos resultats (amb valors negatius de k també surten els
mateixos nombres). Aixi que només hi ha dues arrels complexes de —1, wy, =i i
w, = —i.

1.2.4. POTENCIES DELS NOMBRES COMPLEXOS

El que acabem de fer és calcular les arrels quadrades d’'un nombre complex. De
manera general, com que és tan facil multiplicar nombres complexos, no ens
costara gaire calcular-ne les potencies i les arrels. El problema de les poténcies és
trivial, com que per a multiplicar nombres complexos es multipliquen els valors
absoluts i se sumen els arguments,

PROPIETAT 1.2.

Siz= |z|arg2 és un nombre complex no nul i n és un nombre natural llavors,

és a dir, que el valor absolut de z" és |z|" i, Pargument,

zn = |z|"
nargz. o

nargz’

Per exemple, (3 /3)5 = (35)517 e Calcular arrels no és gaire més complicat, pero
ho deixarem per més endavant.

Ja sabem multiplicar, dividir i calcular poténcies. Pero encara no sabem sumar.

1.2.5. SUMA DE DOS NOMBRES COMPLEXO0S. FORMA BINOMICA

Construirem la suma de manera geomeétrica. Si z i w sén dos nombres complexos
que no soén iguals a zero ni tenen el mateix argument, podem construir un



1. Els nombres complexos 23

parallelogram amb costats els segments 0z i Ow. El quart vértex és la suma
z+w.

z+w

Aix0 esta molt bé, pero no és operatiu (i encara no és del tot correcte, perque
no hem definit la suma en el cas que els nombres tinguen el mateix argument o un
d’ells siga igual a 0). Per a obtenir explicitament la suma, haurem d’expressar-los
en forma binomica. Aixo vol dir que farem servir les coordenades cartesianes, en
compte de les polars.

Suposem que z és un nombre complex amb valor absolut 7 i argument «.
Podem construir un rectangle que té com a diagonal el segment 0z i dos costats
sobre els eixos.

N

I

<
]

b=imz

Ola=rez

La longitud del costat horitzontal d’aquest rectangle és la part real de z (perqué
correspon a I'eix dels nombres reals), re z i, la del costat vertical, la part imaginaria,
imz. A més a més, els quatre vertexs d’aquest rectangle so6n 0, a, z i bi.

bi z=7vy=a+bi

Per tant, z = a + bi (0 z = a + ib). Aquesta és la forma binomica del nombre Zz.
Conve notar que, pel teorema de Pitagores, |z|* = a? + b2.

Els nombres a i b (la part real i la part imaginaria) sén les coordenades
cartesianes del nombre z, perqueé I'’hem representat sobre un pla cartesia. Aquest
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pla també es coneix com pla d’Argand, per Jean-Robert Argand, el primer que el
feu servir per representar els nombres complexos.

Aixi que, els nombres complexos, els podem representar en forma polar o en
forma binomica. Amb una mica de trigonometria, podem deduir la relacié entre
una forma i I’altra: al triangle rectangle Oaz trobem les relacions segiients, que
ens permeten determinar la forma binomica a partir de la forma polar:

a =¥ CoS X b = rsinx

En conseqiiéncia,
Z=74=7COSKX+irsinx

Per exemple, 2.,/ = 2costr/4 +i2sinT/2 = V2 +i4/2.

I AiX0O ens permet expressar les poteéncies dels nombres complexos, en forma
binomica: si z = vy, llavors z™ = (r")m =7r"(cosnux + isinnx). Aquesta
és la formula de De Moivre.

Els nombres a + 0i coincideixen amb els reals, i els escrivim simplement com
a (son els que tenen arguments igual a 0 o 7). Els nombres 0 + bi s’abreugen com
bi i els anomenem imaginaris purs (son els d’argument igual a 7t/2 0 —17/2).

Tornemalasumaz+w. Siz=a+biiw = c+di,lasuma z+ w es construeix
geometricament d’aquesta manera:

(b + d)i z+w

N/ -
/T

ol ¢ a a+tc

Aixi que, si z = a + biiw = ¢ + di son dos nombres complexos amb arguments
distints, tindrem (a + bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (b + d)i. Farem servir aquesta
expressio per a definir la suma en el cas general.

DEFINICIO 1.3.

La suma dels nombres complexos z = a + biiw = c + di és

z+w=(a+c)+ (b+adi

En altres paraules, per sumar dos nombres complexos se sumen, per una
banda, les parts reals i, per I'altra, les parts imaginaries.
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Per exemple, (2 + 3i) + (—4 + 5i) = =2 + 8i.

La suma és commutativa i associativa. El nombre 0 = 0 + Qi n’és el neutre,
perqué z+0 = z,iel nombre —z = —a — bi és 'oposat de z, perque z+ (—z) = 0.
Tot aix0 es demostra sense cap dificultat. Pero encara queda una propietat molt
important: el producte és distributiu respecte a la suma; aquesta propietat és
important, perqueé sense ella no podem combinar sumes i productes de manera
eficient.

1.2.6. EL PRODUCTE I EL. QUOCIENT EN FORMA BINOMICA. EL CONJUGAT D’UN
NOMBRE COMPLEX

Ara per ara, sabem sumar nombres en forma binomica i multiplicar-los en forma
polar. Sumar en forma polar és complicat; i multiplicar en forma binomica, també,
pero no tant. En aquest apartat deduirem una féormula per a la multiplicaci6é de
dos nombres expressats en forma binomica.

Si multipliquem els nombres z = a + bi = v, i w = ¢ + di = sg obtenim
ZW = 7aSg = (YS)asp
=rscos(x+ B) + (rssin(a+ B)) i

= rs(cosxcos f — sinxsinB) + rs (cos & sin f + sin xcos B) i
= ((rcosx) (scosB) —(rsinx) (ssinf))
—_— —_—

a c b T
+ ((rcos®) (ssinfB) + (r sin ) (scos B))i
a d b c

= (ac — bd) + (ad + bo)i
w  (a+ bi)(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
Per exemple, (1 +2)(2+3i))=(1+-2—-2:-3)+(1-3+2-2)i=—-4+7i.

PROPIETAT 1.3.

El producte de nombres complexos és distributiu respecte a la suma, és a dir,
z(wy +wy) = zwy + zws.

La demostracio és facil pero avorrida: escriviu z(w; + w,) en forma binomica i
comproveu que aixo és igual a zw; + zw,. o

Per aprendre a dividir en forma bindomica, necessitem un element nou:
DEFINICIO 1.4.

El conjugat del nombre complex z = a + bi és el nombre a — bi (que té la
mateixa part real que z i la part imaginaria canviada de signe).

El conjugat de z és el simeétric de z respecte a I'eix real.
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N

PROPIETAT 1.4.

El producte d’'un nombre pel seu conjugat és igual al quadrat del modul: I
zzZ = |z)?

Demostracio:

zZ = (a + bi)(a—Dbi) = (aa —b(=b)) + (a(=b) + ba)i = a’ + b%2 +0i = |z|2 o
D’aqui es dedueix que, siz 0, z71 =Z/ |z|2, perque

_ z zz
zz=|z|2=>z—2:—2=1
|z| |z|
Aix0 ens sera util per dividir els nombres z i w. En el quocient z/w multipli-
carem i dividirem pel conjugat de w:

(aquest procés sol anomenar-se racionalitzacio, perqué elimina el nombre i del
denominador)
Per exemple,
142 (1+20)R+3D) 1

2-3i (2-=30)(2+3i) =13 (747D

1.3. LA FORMA EXPONENCIAL

Hem dit que fariem servir la forma polar, z = r,, de moment. Ara la substituirem
per la forma exponencial.

En primer lloc, deduirem com ha de ser la funci6 e?, quan I'exponent z és
complex.
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1.3.1. LA FUNCIO EXPONENCIAL COMPLEXA

La funci6 exponencial real, exp x = e*, té les propietats segiients:

eXty = Xp¥ eX— Y =

El que volem fer ara és estendre aquesta funcié als nombres complexos. Es a
dir, definir una funci6 exp z = e? que tinga aquestes mateixes propietats i que, a
més, quan z és real coincidisca amb la funci6é exponencial real.

Perque passe aix0, haura de ser

ex+iy — exeiy

e* és I'exponencial real; pero e encara no sabem qué és. Mirarem de deduir-ho.

LA FUNCIO e! Una funcié complexa de variable real, f : R — C es pot escriure
com f(t) = fi(t) +if>(t), on f; i f> s6n funcions reals. Doncs bé, si les dues
funcions f; i f> s6n derivables en un punt t,, direm que f és derivable en £ i
que la derivada de f en t, és

S (to) = fi(to) +if5(to)
(en altres paraules, per derivar la funci6 f derivem les parts real i imaginaria).

Per exemple, si f(t) =t + t2 — cost + (£3 — el)i, Navors, f'(t) = 1 + 2t +
sint + (3t2 — eb)i

El que volem fer és definir una funci6é E(t) = C(t) +iS(t), que representarem
com E(t) = e'l, i que s’ha de comportar com la funci6 exponencial real. Per tant,
volem que les derivades successives de E siguen

E'(t) =ielt =iE(t) = C'(t) +iS'(t) =i(C(t) +iS(t)) = =S(t) +iC(t)
E"(t) =i%elt = —E(t) = C"(t) +iS"(t) = —1(C(t) +iS(t)) = —C(t) —iS(t)
E"(t) = iBelt = —iE(t) = C"'(t) +iS""(t) = —i(C(t) +iS(t)) = S(t) —iC(t)
EW(t) =ielt = E(t) = CV(t) +iSV(t) = 1(C(t) +iS(t)) = C(t) +iS(t)
i, a partir d’aci, es repeteixen els resultats ciclicament. Separant-hi les parts reals
i les imaginaries,
C'(t)y=-St) C'(t)=-C({) C"(@t)=St) CY(t)=C(t)
S'(t) =C(t) S§"(t)=-S(t) S"(t)=-C(t) SV(0)=S(t)

Tot aix0 ens permet desenvolupar les funcions C i § com a séries de poténcies:
Com que E(0) = e® =1 =1 + 0i, tindrem que C(0) = 1i S(0) = 0, aixi que
cC0)=1 C'0)=0 C’'(0)=-1 C”0)=0 CV0)=1..
S(0)=0 §S(0)=1 S7(0)=0 S”0)=-1 SV0)=0...
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Llavors, les séries de poténcies associades a les funcions C i S son, respectiva-
ment,

t2 t4 tG t3 t5 t7
I només cal recordar que
(R S A , 3t ot

per concloure que ens convé elegir C(t) = cost i S(t) = sint: La funci6 E(t) =
cost +isint té la propietat que E'(t) = iE(t).

1> Per tant, cost + isint és un bon candidat per a ser el

DEFINICIO 1.5.
La funcio exponencial complexa es defineix com

Xty = eX (cosy +isiny)

Us deixem com exercici comprovar que es compleixen les propietats fonamentals
de la funci6 exponencial, e?*¥ = eZe¥, eZ~W = eZ /e i, si n és enter, e"Z = (e?)".

LA FORMULA D’EULER En realitat, ’havia descobert Roger Cotes uns quants
anys abans que no ho fes Euler. Per a obtenir-la hem de calcular el valor de e'™:

em=cosmm+isinr=-1+i0=-1

és a dir,

Aquesta és la formula d’Euler. I és la formula més sorprenent de les matematiques,
perque involucra els cinc nombres més importats, és absolutament senzilla, i
relaciona coses que aparentment no tenen cap relacio: el nombre 17 és la longitud
d’una circumferéncia de diametre unitari; e es pot interpretar com la taxa d’interés
en un credit que actualitza el deute instantaniament; i és un nombre que ens hem
inventat per poder calcular I'arrel quadrada d'un nombre negatiu; 1 i 0 sén dos
nombres enters, els neutres de la suma i el producte.

També podem provar-la amb un argument geometric: '™ = cos 1T + i sin T és
el nombre complex de modul 1 i argument 77, aixi que el podem trobar fent girar
el segment 01 un angle de 180°.
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1.3.2. FORMA EXPONENCIAL (O TRIGONOMETRICA)

Si el modul i I'argument del nombre complex z s6n v i «, z es pot expressar en
forma polar o en forma binomica,

z=¥y = (rcosx)+ (rsinx)i = r (cos « + i sin )
és a dir,
z = Teitx — |Z| eiargz

Per aixo0, en comptes de la forma polar, z = |z|argz, farem servir la forma

exponencial (o trigonométrica), z = |z| e!¥82, Aix0, té I'avantatge que podem
treballar-hi fent servir les manipulacions aritmeétiques usuals: per exemple, si
z=3ediw=—2e 4

zw = (3e?) (—2e 4) =3(—2)e? 4 = —6e 2
Les potencies es calculen de manera natural,

(Teia)” = yheion

1.3.3. ARRELS D’UN NOMBRE COMPLEX

Per calcular les arrels enesimes d'un nombre complex, cal que recordem que
I'argument no és unic. Per aixo, si tenim un nombre z = re'® i w = se'# n’és una
arrel enésima, llavors el modul |w|" sera igual al modul |z| i, 'argument, n arg w,
igual a un argument de z, és a dir,

sh=r np = «x+ 2kt
" X+ 2kt
s=r B=—
n
Aixi que les arrels enésimes de z son tots els nombres

w = wei(oﬁ—an)/n
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Per exemple, les arrels cubiques de —1 = ei™ sén els nombres de la forma
w = el(m+2km)/3

Posant k = 0, obtenim w, = e/™/3,

Amb k =1, w, = el(MH2M/3 = o™ = 7],

Amb k =2, w,

eU(1T+41T)/3 — ei57r/3_

Amb k = 3, wy = ei(Tr+6Tr)/3 — ei71T/3 — ei1'r/3 = w,.

A partir d’aci, es van repetint periodicament els mateixos resultats i amb valors
negatius de k surten els mateixos nombres. Aixi que hi ha tres arrels complexes
de —1,

wy = ei1T/3 w, = ei1'r =—1 w, = ei51'r/3

En general,
PROPIETAT 1.5.

Qualsevol nombre complex z = rel* + 0 té exactament n arrels complexes:

w = Afreil@t2zkm/n =012 . . n—-1 o

Per exemple, les arrels quartes de 16 = 16el® son

wy = 204 =2 w, = 2e2™/4 = 2eiT/2 = 2j
w, = 2ei4rr/4 — 2eiTr = -2 wy = Zeiﬁrr/4 — 2ei3rr/2 = —2j

Els grafics segiients mostren les arrels cubiques de —1 i les arrels quartes de
16.

wy
Wo
wy wo Wy
w;
w3
Arrels cubiques de —1 Arrels quartes de 16

Noteu que, en aquests dos casos, les arrels d’ordre n coincideixen amb els vértexs
d’un poligon regular de n costats. Podrieu provar que, en general, les arrels
enesimes de qualsevol nombre complex no nul coincideixen amb els vertexs d'un
poligon regular de n costats?
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1.4. RESUM

Un nombre complex és una expressio del tipus z = a + bi on a i b s6n nombres reals.
La funcié exponencial complexa eX™ = eX(cosy +isiny).

- Es pot escriure com e? o, també, com exp z.

- @ZtW — @ZgW @z-W — EZ/ew_

- Sin és enter, e"? = (e?)".
Expressions alternatives

L'expressio z = a + bi (0 z = a + ib) és la forma binomica del
nombre z.

- a ésla part real de z. La part real es representa com re z.
- b la part imaginaria de z. La part imaginaria es representa com im z.

r | Elegint les coordenades polars, el nombre z el podem expressar en la
forma polar (modul-argument), z = v,.

- ¥ és el valor absolut o0 modul de z. El modul es representa com |z|.
- o és un argument de z.

= El nombre i és el que té modul igual a 1 i argument igual a 7t:
i=1,.
Aquesta forma no es fa servir habitualment, perque la forma exponencial
és equivalent i més operativa.

Fent servir la funcié exponencial, el nombre complex s’expressa en
forma exponencial (o trigonométrica) com z = re'® o

z =r(cos & + isin ).

z=71y=7re%=a+ bi

r b=imz

Ol a=rez

El nombre i
i = 0+ 1| — 1-,7/2 = ei"/z
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Relacions entre els elements del nombre complex

Siz =7re®=aqa+ bi,

- r=Jaz+bp tanx = Z (sempre que a # 0)
-a=rcosx b=rsinx
- Si & és un argument de z, els arguments de z sén tots els nombres de la
forma o + 2kt (k enter).
L’argument principal és el que hi ha a I'interval ] — 1, 1T].
Operacions amb nombres complexos
Suma (a + bi) + (c+di) = (a+b)+ (c +4d)i
Producte (re'®) (se‘f’) = ysel@th
(a + bi)(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Conjugacio a + bi = a — bi

reix = pe~ix

..., reix oy
Divisio —— = —el@®@ B (s +0)
seip S
z 1 _
Z - _—_zw, (w#0)
wo|wl

Poténcies enésimes (re®)" = ynein«
Formula de De Moivre: v, = ¥" (cosnx + i sinnx)

Arrels enésimes w, = Yrel@t2km/n  p=0,1,2, ..., n— 1.

1.5. EXERCICIS

EXERCICI 1.1. Representeu en un pla els nombres complexos z; = 13, Zp =
2n6123 = (1/2)_p ) 1 calculeu el producte z;z,2z5.
(solucio: pag. 495)

EXERCICI 1.2. Dibuixeu al pla complex un hexagon regular inscrit en la circum-
feréncia de centre I'origen i radi igual a 1 i amb un vértex en el nombre 1. Quins
son els nombres complexos, z,, zi, ..., Z5, que representen els sis vertexs de
I’hexagon? Quan valen les poténcies sisenes d’aquests nombres?

(solucio: pag. 495)

EXERCICI 1.3. Feu les operacions segiients i expresseu els resultats en forma
binomica i en forma polar. (a) 1/i, (b) (1 —i)/(1 +i), (c) 2/(1 —3i),(d) 1 + V3i.
(solucio: pag. 495)
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EXERCICI 1.4. Donats els nombres complexos z; =i, 2z, =1,z3 =141, 24 =
(1+1)(1—=1i),zs=(1+1i)/(1—1i), (a) determineu-ne les parts reals i imaginaries,
(b) calculeu-ne els moduls i els arguments, (c) expresseu-los en forma polar i en
forma exponencial, (d) calculeu-ne els conjugats i els inversos.

(solucio: pag. 496)

EXERCICI 1.5. Calculeu les poténcies segtients: (a) (1+i)", (b) (2e‘"/3)3, (©) (2e‘"/3)5,
(d) (2eirr/3)6’ (e) i153_
(solucio: pag. 496)

EXERCICI 1.6. Calculeu les arrels quadrades dels nombres —i, 3 + 4ii 4 — 3i.
(solucio: pag. 496)

EXERCICI 1.7. Calculeu les arrels cinquenes de z =1 — V3i.
(soluci6: pag. 497)

EXERCICI 1.8. Proveu que les arrels enésimes del nombre complex z estan en
progressio geometrica i deduiu-ne que la suma de totes les arrels enésimes de z
és igual a 0.

(solucio: pag. 498)

EXERCICI 1.9. Feu servir la formula de De Moivre per provar les segiients (ben
conegudes) identitats trigonometriques:

cos(x + B) = cosxcos B —sinxsin 8 sin(x + B) = cos «sin B + sin «x cos B
(solucio: pag. 498)

exi + e—xi exi _ e—xi
EXERCICI 1.10. Proveu que cos x = — isinx = — (per a qualse-
vol nombre real x).

(solucio: pag. 498)
EXERcICI 1.11. Calculeu les sumes

cosO +cosx+cos2x + -+ cosnx, sin0+sinx + sin2x + -+ + sinn«x

(solucio: pag. 499)



LLIC(') 2. POLINOMIS REALS I COMPLEXOS. EL TEOREMA FONA-
MENTAL DE L’ALGEBRA

Le plus court chemin entre deux veévrites
dans le domaine véel passe par le domaine complexe

Jacques Hadamard

La historia dels nombres complexos comenca amb una equacié polinomi-
ca: x2+1 = 0. Es una equacié polindmica perqué x2 + 1 és un polinomi.
En aquesta llicd estudiarem les qliestions basiques sobre els polinomis
i les equacions polinomiques; 0, més concretament, les propietats dels
polinomis que necessiteu per treballar en I’algebra lineal amb nombres,
matrius i vectors reals o complexos.

2.1. POLINOMIS (O FUNCIONS POLINOMIQUES)

Parlant estrictament, un polinomi no és el mateix que una funci6é polinomica.
Pero aixo és una qiiestié que només interessa als matematics. Als efectes que ens
preocupen aci, un polinomi de la indeterminada x és una aplicaci6 de la forma

p.: K — K
X ~ px)=a,x"+a, X"+ +ax + ag

on K és el conjunt R dels nombres reals o bé el conjunt C dels nombres complexos
iag,aq,...,a, soOn nombres d’aquest conjunt. Si a,, # 0, el grau del polinomi és
grp(x) = n.

Per exemple, x2 + 1 — 2x és un polinomi de grau 2 i —x° és un polinomi de
grau 5.

La lletra x sol substituir-se per z quan el polinomi és complex, és a dir, quan
K = C. I es representa com K[x] el conjunt de tots els polinomis (sobre K);
en particular, R[x] és el conjunt dels polinomis reals i C[z] el dels polinomis
complexos.

Un nombre x, és una arrel del polinomi p(x) si p(x,) = 0 (dit d’altra manera,
les arrels del polinomi p(x) son les solucions de ’equacié p(x) = 0). Per exemple,
les arrels del polinomi p(x) = x3 —3x2+2x sonx; =0, x, = 1ix3 = 2, perqué
el polinomi es pot factoritzar com p(x) = x(x — 1) (x — 2) i, llavors, perque p(x)
sigazerohadeserx =0, x =10x = 2.

Com que els nombres reals sén també nombres complexos, els polinomis
amb coeficients reals també so6n polinomis complexos. Pero pot passar que
un polinomi (real) tinga més arrels complexes que no reals. Per exemple, si
p(x) =x3+x%+x+1=(x+1)(x?+1)només té una arrel real, x; = —1, pero,
de complexes, en té tres, x; = —1, X, = i, X3 = —i.
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2.1.1. ARRELS I DIVISIBILITAT DE POLINOMIS

Recordeu que els polinomis es poden dividir: si p(x) i d(x) son polinomis i
grd(x) < grp(x) llavors p(x) = q(x)d(x) +7r(x) on q(x) i r(x) sén polinomis
(el guocient i el residu de la divisio), grp(x) = grq(x)-grd(x)igrr(x) < grd(x).
Si ¥(x) = 0 es diu que p(x) és multiple de (o divisible per) d(x) (o que d(x) és
divisor de p(x)).

Sia ésun nombre i dividim p(x) per x —a, com que el grau del residu ha de ser
menor que el de d(x), el residu sera un polinomi constant (un nombre): p(x) =
a(x)(x —a) +r. Amés amés, v = p(a), perque p(a) = qa)(a—a) +r =r.

= El residu de la divisio de p(x) per x — a és igual a p(a).

= Com a conseqiiencia d’aixo, a és una arrel de p(x) sii només si p(x) és
multiple de x — a, és a dir, p(x) = q(x)(x — a).

Els polinomis constants g(x) = a no nuls sempre sén divisors del polinomi p(x),

perque p(x) = a (ép(x)). I els polinomis de la forma ap(x), (a # 0) també

son divisors de p(x), perqué p(x) = ap(x) <E>' Aquests son els divisors trivials

de p(x).

Un polinomi és primer (o irreductible) si no té divisors no trivials. Els polino-
mis constants i els de grau 1 son irreductibles. Pero n’hi ha més. Per exemple, en
R[x], el polinomi x2 + 1 és irreductible. Pero, en C[z], z2 + 1 no ho és, perqué
z2+1=(z—1i)(z+1i), aixi que té el divisor no trivial z — i.

El problema que més ens interessa en aquesta llico és el segiient: Podem
provar facilment que qualsevol polinomi es pot escriure com un producte de
polinomis irreductibles; pero, quins sén els polinomis irreductibles?

Laresposta és ben diferent, segons que parlem de polinomis reals o complexos:
En C[z] és polinomis irreductibles son els constants i els de grau 1; en canvi, en
R[x], son irreductibles els polinomis constants, els de grau 1 i alguns polinomis
de grau 2. Tot aix0 és conseqiiéncia del teorema fonamental de 1’algebra, del qual
parlarem aviat.

ARRELS MULTIPLES Si a és una arrel del polinomi p(x), és a dir, si p(x) =
q,(x)(x — a), és possible que a també siga arrel del quocient g, (x). En aquest
cas, tindrem que gq; (x) = g»(x) (x—a) i, per tant, p(x) = g»(x) (x—a)?. I, encara,
podria ser a arrel de g, (x), amb la qual cosa tindriem p(x) = g3(x)(x — a)3.

w  La multiplicitat de a com a arrel del polinomi p(x) és al maxim valor de m
per al qual p(x) és multiple de (x — a)™.

Per exemple, el polinomi p(x) = x(x +2)2(x— 1) té tres arrels distintes: x, = 0,
x; = —21x3; = 1. Iles multiplicitats d’aquestes arrels son, respectivament, 1, 2 i
5. Si la multiplicitat d’'una arrel és igual a 1 diem que és una arrel simple (també
podem parlar d’arrels dobles, triples...).
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El nombre total d’arrels d’'un polinomi (comptant-les tantes vegades com
indique la seua multiplicitat) és, com a molt, igual al grau del polinomi, perque si

p(x) = q(x)(x = x1)™(x = x2)™ .. (x = xp)"
el grau de p(x) sera la suma dels graus,
grqx)+m;+my+ - +m,=m;+m,+ - +m,
Aixi que, per exemple, un polinomi de grau 5 no pot tenir 6 arrels.
ARRELS MULTIPLES I DERIVADES SUCCESSIVES Si a és una arrel simple del
polinomi p(x) llavors, p(x) = q(x)(x — a), i g(a) # 0. Per tant, el valor de la
derivada de p(x) (p’(x) = q' (x)(x —a) + q(x)) és p'(a) = q(a) # 0, aixi que a

no és arrel de la derivada. En canvi, si 'arrel és doble, p(x) = gq(x)(x —a)? (amb
qa(a) #0)i

p'(a) =q'(a)(x —a)* +2q(a)(x —a) = (q'(a)(x —a) +2q(a))(x —a) =0
aixi que a és arrel simple de la derivada.

= En general, a és una arrel de p(x) amb multiplicitat m, si i només si, a és
arrel de la derivada p’(x) amb multiplicitat m — 1.

= En conseqiiéncia, a és una arrel de p(x) amb multiplicitat m, si i només si,
a és arrel de p(x) i de les derivades successives p'(x), p'' (x), ..., pm D (x)
ino ho és de la derivada d’ordre m.

Per exemple, una arrel és triple si és arrel de p(x), p'(x) i p” (x).

2.2. EL TEOREMA FONAMENTAL DE L’ALGEBRA

L’equacio z2 + 1 = 0 té dues arrels (o solucions), z; = i, z, = —i. I aix0 passa
perque hem ampliat els nombres precisament per a poder resoldre aquesta
equaci6. Pero ara resulta que, de propina, totes les equacions polinomiques tenen
solucions.

TEOREMA 2.1. (TEOREMA FONAMENTAL DE L’ALGEBRA)

Sip(z) és un polinomi no constant llavors existeix z, € C tal que p(z,) = 0.

Provarem aquest teorema en un apendix, a la fi de la llic6. Ara ens interessa des-
tacar que el teorema fonamental de I’algebra té una conseqiiéncia molt important:
els inics polinomis irreductibles en C[z] s6n els constants i els de grau igual a 1.
En altres paraules, qualsevol polinomi no constant complex es factoritza com un
producte de polinomis de primer grau:

- Si p(z) és de grau 1, p(z) = a,z + ag (a; # 0), I'arrel tnica de p(z) és
ag/a; i el podem escriure com p(z) = a;(z — z;).
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- Siel grau és 21 z; és una arrel, tindrem que p(z) = q(z)(z — z;), amb g(x)
de grau 1, aixi que hi podem aplicar el cas anteriorip(z) = a(z—2z;)(z—2z5).

- En general, si p(z) = a,z" + z,,_12" ' + -+ + a,z; + a, és un polinomi de
grau n > 1, llavors, com que té una arrel z;, dividint p(z) entre z — z;,
ens quedara p(z) = (z — z;)p»(z), on p,(z) és de grau n — 1. Es clar que,
repetint aquest procés el nombre de vegades que calga (n — 1 vegades)
arribarem a p(z) = (z — z;)(z — 23) ... (z — z,,_1)Pn(2), On és de grau 1,
pn(z) = az + b o, millor, p,,(z) = a(z — z,), és a dir,

P(Z) = (1(2 — 21)(2 — 22) (Z _ Zn)

Aci, els termes de grau n, als dos costats de la igualtat son a,,z" i az", aixi
quea=a,. o

= Hem provat que qualsevol polinomi complex (no constant) es pot factoritzar
com a producte de polinomis de primer grau, p(z) = a,(z — z;)(z —

Aquesta propietat s’expressa millor si agrupem les arrels multiples:
PROPIETAT 2.2. (FACTORITZACIO D’UN POLINOMI COMPLEX)

Qualsevol polinomi complex (no constant), p(z) = a,z" + a,,_1z" 1 + - +
a,z + ay, es pot factoritzar com a producte de polinomis de primer grau:
si les arrels del polinomi son z,, z,, ..., z, amb multiplicitats m,, m,, ..., m,,

p(z)=ay(z—2z))™(z—2z)™(z—2,)™ ©

Per exemple, les arrels del polinomi p(z) = z6—(1+i)z>+(1+2i)z*+ (1—i)z3
son z = 0 (triple), z = i (doble) i z = 1 + i. Per tant, el podem factoritzar com

p(z) =23(z-%(z— (1 +1)

2.2.1. ARRELS COMPLEXES DE POLINOMIS AMB COEFICIENTS REALS

Fins i tot quan només ens interessa la solucio6 real d'un problema amb nombres
reals, sovint el millor cami per arribar-hi passa pels nombres complexos. Per aixo,
ara ens ocuparem de les arrels complexes de les equacions polinomiques amb
coeficients reals.

Suposem que p(x) = a,x" + ap_1x" 1+ +a;x +agiaga,..,a, son
nombres reals. Si z; és una arrel complexa (i no real) de p(x), és a dir, si
p(z)) = anztt+a, 1z '+ +a,z; + ap = 0, resulta que z; també és arrel de
I’equacio, perque

S — —n-—1 J—
p(z;) = anzln + an,lzln ++ a1z, +ag

n n—1 _ —
=anzq + aAn-121 + -+ azy + ag
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(perqué a,, a,_1,... g son nombres reals)

pz) =a,z2l+a, 12Vt + - +a1z,+ap=0=0

Aix0 vol dir que, si z; = x; + x,i és una arrel del polinomi real p(x), z;, =
X1 — X,i també n’és arrel, i podrem fer la divisio de p(x) entre (x — z;)(x — z)
i ens quedara p(x) = (x — z,)(x —z;)p3(x), on,

(x—2z1)(x —Z)) = (x — (x1 + x20)) (x — (x1 — x20))
= ((x = x1) = x20) ((x — x1) + x2i)

=(x —x)?+x3

aixi que p(x) = ((x — x1)? + x3)p3(x). I, com que p(x) i (x — x;)% + x% son
polinomis reals, p3(x) també és real.

- Si x; és una arrel real d’'un polinomi de grau n, p(x), llavors p(x) =
(x —x1)p2(x) (on po(x) és de graun — 1).

- Siz; = x; + x,i és una arrel complexa i no real, llavors p(x) = ((x — x1)%+
x3)p3(x) (on p3(x) és de grau n — 2).
Aixi que
PROPIETAT 2.3. (FACTORITZACIO D’UN POLINOMI REAL)

Qualsevol polinomi real (no constant), p(x) = a,X"+a,_ 1 x" '+ +a;x+ay,
es pot factoritzar com a producte de polinomis de graus un i dos:
si les arrels del polinomi son xy, ..., X,,a; = bqi,...,a, £ biimy,...,m,, SOn
les multiplicitats corresponents,

_ m m 2 4 2\ 2 4 2y Mres
P(X)=an(x — x1)™ - (X — x,)"™r ((x —ap)+ lol) = ((x —ag)? + b3)

= Els polinomis reals irreductibles son els constants, els de grau 1 i els polino-
mis de grau 2 que es poden escriure enlaforma p(x) = a ((x —x1)2+ x%).l

i . L _ 1 3. .

Per exemple, com que les arrels cabiques de —1sénz=1= —1,z, = 7+ 5
V3

Ti’ el polinomi complex z3 + 1 es factoritza com

= (- (Lo ) (o (2 )

i el polinomi real x3 + 1 es factoritza aixi:

x3+1=(x+1)<<x—%>2+%>

1
23—5_

L0, com ja sabiem, p(x) = ax? + bx + ¢ amb b? — 4ac < 0.
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2.3. RESUM

Un polinomi és una aplicacié

p- K — K
X ~ pX)=a, X"+ ap 1 X"+ +agx+ag

onK=RoK=Ciayay,...,a, €K

En el cas complex se sol escriure z enlloc de x: p(z) = a,,z"+a,_,z" '+ +a,z+a,.
El grau del polinomi

Sia, # 0, el grau del polinomi és grp(x) = n.
Arrels d’'un polinomi
- Xy ésuna arrel de p(x) si p(x,) = 0.

Aix0 és equivalent a I'existéncia d'un polinomi g(x) amb p(x) = g(x)(x —
X0).

Arrels multiples
- La multiplicitat de l'arrel x, és el maxim m per al qual existeix g(x) amb
p(x) = aq(x)(x —xo)™.
- La multiplicitat de x, és m si i només si
X, és arrel de p(x), p’'(x), p”(x), ..., P P (x), pero no de p™ (x).
Teorema fonamental de I'algebra
= Tot polinomi complex no constant té alguna arrel.

= El nombre total d’arrels complexes d'un polinomi de grau n, si les comptem
tantes vegades com indica la seua multiplicitat, és exactament n.

Polinomis irreductibles complexos i reals

- En C[z] els Uinics polinomis irreductibles son els de grau 0 (constants) i
els de grau 1.

- En R[x] els tinics polinomis irreductibles sén els de grau 0 (constants),
els de grau 1 i els de grau 2 que es poden escriure en la forma

p(x) =a ((x —x;)? + x3).

Factoritzacié d'un polinomi en C[z]
Tot polinomi no constant es pot escriure com

p(z2)=a,(z—z)™(z—z))™2 (2 — z,)™

on Xy, ..., X, son les arrels del polinomi i m,, ..., m, les multipicitats correspo-
nents.
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Factoritzacié d’un polinomi en R[x]
Tot polinomi no constant es pot escriure com

p(x) = a,(x—x)™ = (x—x,)" ((x —a)?+b})""" - ((x —a,)? +b2)""*

on xy,...,X,,a, = byi,...,as £ bi son les arrels del polinomi i m,, ..., m, les
multipicitats corresponents.

2.4. EXERCICIS

EXERCICI 2.1. Trobeu una factoritzacié en polinomis irreductibles (complexos)
de cadascun dels polinomis segiients:

@ z24+z+1 (b) z¢+2z2+1 () 7z3-21
(d z6+1 () z3—2z2—-2z-2 (f) 5z%—15z3+15z2 -5z
(@) z2+ (3 —i)z—3i

(solucio: pag. 500)

EXERCICI 2.2. Trobeu una factoritzaci6 en polinomis irreductibles reals de ca-
dascun dels polinomis seglients:

@ x2+x+1 b) x*+x2+1 () 7x3-21
(d) x8+1 () x3—x2—x-2 () 5x*—15x3 +15x2 — 5x

(solucio: pag. 501)

EXERCICI 2.3. Trobeu una factoritzaci6 en polinomis irreductibles racionals del
polinomi 7x3 — 21.
(soluci6: pag. 501)

EXERCICI 2.4. Proveu que si a és una arrel del polinomi p(z), amb multiplicitat
m, llavors a és arrel de p’(z) amb multiplicitat m — 1.
(solucio: pag. 502)

EXERCICI 2.5. Demostreu que la successio {z,};_;, on z, = x, + iy, (x, 1 v,
reals) és convergent a z = x + iy siinomés silimx, = x ilimy, = y.
(solucio: pag. 502)



2. Polinomis reals i complexos. El teorema fonamental de 1'algebra 41

2.5. APENDIX: DEMOSTRACIO DEL TEOREMA FONAMENTAL DE L’ALGEBRA

Se’n coneixen moltes, de proves. I, tot i que algunes fan servir téecniques avan-
cades de variable complexa o d’algebra, la que farem aci només requereix uns
coneixements relativament basics: I'existéncia d’arrels n-esimes de qualsevol
nombre complex i algunes propietats sobre successions i funcions de variable
real.

La demostracio, informalment, és aquesta: qualsevol polinomi no constant
tendeix a infinit (en modul) quan z creix (si |z| és gran, |p(z)| també és gran);
per tant, el minim del polinomi correspon a un nombre z petit. D’altra banda,
provarem que si |p(z;)| > 0, llavors hi ha un altre nombre z, tal que |p(z,)]| és
més petit (és a dir, |p(z»)| < |p(zy)]). Per tant, el minim de |p(z)| ha de ser zero.

Pero, perqué aixo siga rigoros, haurem de provar que el polinomi té un minim.2

2.5.1. SUCCESSIONS DE NOMBRES COMPLEXOS

Necessitarem un parell de propietats de les successions de nombres complexos,
que es dedueixen sense cap dificultat.

DEFINICIO 2.1.

Una successio de nombres complexos, {z,};—;, convergeix a z (simbdlica-
ment, limz, = z), si

Ve>03angeN/n=ng=>|z,—z| <€

Una successio de nombres complexos {z,};_; sempre podem considerar-la com
una suma z, = X, + iy, on {x,} i {y,} son successions de nombres reals.
Llavors {z,,} és convergenta z = x + iy silimx, = x ilimy, = y (és a dir, que
una successié complexa és convergent si ho sén les parts real i imaginaria). La
demostracio és molt senzilla i la deixem com a exercici.

PROPIETAT 2.4.

Si la successio de nombres complexos {z,}5_, és fitada llavors hi ha una
subsuccessio convergent.

Demostracié: Suposem que z,, = x, + iy, (x,, i v, reals). Com que |z,| =

VX3 + v = max(|x,], |Val), les successions {x,} i {y,} també son fitades.
Per tant, {x,} té una subsuccessio convergent, {x, }. Aleshores, {y,, } ésuna
subsuccessio de {y,}, aixi que és fitada, i també té una subsuccessié convergent,
[V, }-
Es obvi que la subsuccessio Zp,, = Xp,, T i¥n, €sconvergent. o

Finalment,

2De fet, aquesta és basicament la prova que feu D’Alembert, tot i que la seua prova no és del tot
correcta, perqueé ell no justifica 'existéncia del minim.
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PROPIETAT 2.5.

Si{z,} és una successio de nombres complexosilimz, = z, llavors,lim |z,,| =
|z].

Demostracio: Siaib son dos nombres complexos llavors, | |a| — |b|| < |a — b]|.
Per tant, si, per a n = ny, |z, — z| < € també tindrem | |z,| — |z] | <€. ©

2.5.2. ALGUNES PROPIETATS DELS POLINOMIS COMPLEXOS

Ara demostrarem que qualsevol polinomi no constant pren valors petits quan z
és petit, i que es fa infinit quan z es fa gran. Si no us agraden les proves técniques
amb desigualtats, podeu obviar les demostracions.

DEFINICIO 2.2.

Un conjunt S de nombres complexos és fitat (o acotat) si existeix K > 0 tal
que |[z]| £ K,Vz E€S.

PROPIETAT 2.6.
Sik > 0ip(z) és un polinomi llavors el conjunt {|p(z)| . |z| < k} és fitat.

Demostracio: Si|z| <kip(z) =a,z"+a,_12" '+~ +a,z+ ay,

lp(2)| = |ayz"+a,_ 2"+ +a,z + ay
-1
< laullz|" + |anl1z]" + o+ lag ] 2] + |aol
S apl K"+ |Ap | K+ ag [k ag| o
La propietat segiient la podriem enunciar dient que si el polinomi p(z) no és

constant llavors lim,,_. ., |p(z)| = +00, pero volem evitar parlar de limits de
funcions complexes.

PROPIETAT 2.7.

Si A > 0 iel polinomi p(z) no és constant, existeix B > 0 tal que si |z| > B
llavors |p(z)| > A.

Demostracio: Sip(z) =a,z"+a,_,z2" '+ +a,z+ay(@amba, = 0)iz * 0,

1 1 1
p(z) =z" (an + an,lz + -+ alz— + ao—)

n—1 zn
. 1 1 1
lp(2)] = |z"] |ay Fanio Tt At ao—;
. 1 1 1
= |Z | an+z an_1+"'+alw+aoﬁ
. 1 1 1
= |Z | |an|_m an_1+---+alm+ao%
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1 .
< — (lapl + -+ la] +lagl) i

: 1 1
Si|z|>1, — ‘an_l + - +Q1F +QOF‘ = Z]

|z|
1
podem elegir z prou gran perqueé |a,,| > — (|a,—i| + = + |a;| + |ag|). Llavors,

F4 )

1 1
p(2)] = |27 (|an| - S [an A +ag

k4

1
z |z \lan] = = (lan—1| + - +la] + |aol)
1z|

anl

I, com que

1
lim R"(|a,|— — (lap_1l + -+ laq| + |a >=+00
dm R (1] = = (-l + = +lay] + laol)

existeix B > 0 tal que, si |z| > R > B, llavors

1
R"||a,| — < lap_1 ++ay+ag|>A
R

i, per tant, |p(z)| > A. o

2.5.3. LA PROPIETAT CLAU

Si p(z) és un polinomi no constant i, per a un nombre z;, p(z;) # 0, llavors
existeix un altre z, de manera que p(z,) és més petit, és a dir, que |p(z,)| <
|p(z1)|. Aixo0 és el que demostrarem ara.

Aquesta és una propietat dels polinomis complexos, que no compleixen els
polinomis reals; per exemple, si p(x) = x? + 2, p(0) = 2 i no hi ha cap nombre
X, per al qual p(x,) < 2. De fet, aquesta propietat és conseqiiéncia del fet que
en els nombres complexos sempre hi ha arrels n-ésimes, cosa que no passa amb
els nombres reals.

PROPIETAT 2.8.
Si p(z) és un polinomi no constant i p(z;) # 0, llavors existeix z, tal que
lp(z2)| <Ip(zy)l.

Demostracio: Per simplificar, canviarem a la funci6 f(z) = p(z + z;); aquesta
funcié també és polinomica, aixi que la podem escriure com

f(z)=byz"+by,_z" 1+ + bz + b,
ip(zy) = f(0) = by # 0. Per tant, el que volem és trobar w;, tal que | f(w)| < |bgl.
Els coeficients b,, i by no séon zero, pero algun altre si que podria ser-ho. Siga

b,, el primer coeficient posterior a b, que no és zero. Podem escriure el polinomi
f(z) com

f(2) =b,z" + by 12"+ -+ by 2™+ by 2™ 4 by
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(aci, podria ser m = n, i només tindriem els dos darrers termes de la suma). La
idea de la prova és que, per a valors menuts de z, el terme variable dominant
d’aquesta suma és z™ (és a dir, que |z"|, |z"!],..., |z™"!| sOn més petits que
|z™|), aixi que, si z és prou petit, f(z) és aproximadament b,,z"™ + b,.

El nostre pla és trobar un w, per al qual |b,,w}* + by| < |by| i prou petit
perque la resta de termes no trenque la desigualtat. Aquest w, el triarem de la
manera segiient: Si « és una arrel m-ésima de —b,/b,, llavors, elegim w, = xx
amb x €]0, 1[ (x és un nombre real petit). Aleshores,

|bywy® + bo| = |by (x)™ + by

= [y (=bo/bp)x™ + bo| = [=box™ + by| = |by| (1 — x™) < |by|
Si f(z) es redueix a b,,z™ + b, ja hem acabat: |f(w,)| < |by|. En cas contrari,
tindrem que

f W) = |Dpw} + by Wi+ o+ Dy Wi+ Wl + by

< [buwl + by Wi+ 4 by w4 [yl + by
< b X" + by X 4 s+ by o I 4 b | (1 — x™)
< b oM 4 by @ ixmel p 4 p M x| x™

+ |bo| (1 —x™)
< ( |Dy o XM+ | by o x4 |bm+1¢xm+1|x)xm

+1bol (1 —x™)
Aleshores, com que
)1(1_1?% ( |Dy ot XM 4 | by o x e e |bm+1(xm“|x> =0
podem elegir x perque
|D o XM 4 | by o XML e 4 | Dy o X< |y
I tindrem el que voliem:

|f(wy)| < [bol x™ + |by| (1 —x™) = |by| ©

2.5.4. DEMOSTRACIO DEL TEOREMA FONAMENTAL DE L’ALGEBRA

Amb tot el que hem vist fins ara, la demostracié és molt senzilla: sera prou
que demostrem que el modul de qualsevol polinomi complex té un valor minim,
perque, fent servir la darrera propietat, aquest minim només pot ser igual a zero.
TEOREMA 2.1. (TEOREMA FONAMENTAL DE L’ALGEBRA)

Sip(z) és un polinomi no constant llavors existeix z, € C tal que p(z,) = 0.
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Demostracio: Demostrarem que el polinomi p(z) = a,z + a,_12" '+ - +
a,z + ag, en modul, té un valor minim. Ara per ara, no sabem si el conjunt
{Ip(2)| : z € C} té minim, pero si que podem assegurar que té un infim, perque, en
tractar-se d'un conjunt de valors absoluts, és fitat inferiorment per 0. Anomenem
m aquest infim.

Com que p(z) = ag, resulta que m < |a,y|. Aplicant-hi la propietat 2.7, sabem
que existeix un nombre B > 0 tal que, si |z] > B, |p(z)| > |agl|. Per tant, els valors
petits de |p(z)| corresponen a valors de z que es troben per davall de B:

m =inf{[p(2)| ! |z| < B}

En conseqiiéncia, podem trobar una successio {z,}, amb |z;| < B, tal que
lim |p(zy)| = m. En principi, la successié {z;} no té perqueé ser convergent,
pero, com que és fitada, si que té una subsuccessié convergent (per la propi-
etat 2.4). Si {w,} és aquesta subsuccessio i w, = lim |wy|, llavors, el limit de
{Ip(wy)|} també és m.

Ara provarem que |p(wp)| = m. Com que m = lim |p(wy)|, sera suficient
que demostrem que lim p(w;,) = p(w,).> El polinomi p(z) — p(w,) val zero quan
z = w,. Aixi que,

p(z) — plwy) = q(z)(z — wy)
on q(z) és un polinomi de grau n — 1. En particular, per a z = wy,
p(wy) — p(wy) = q(wy) (wy — wp)

El polinomi q(z) és fitat en el cercle |z| < B (per la propietat 2.6), de manera que
existeix M > 0 tal que

lp(wy) — p(wy)| = M |wy, — wpl

Per tant, limp(wy) = p(wy), i m = lim |p(wy)| = |p(wp)].

El nombre m és I'infim de |p(z)|, pero també és m = |p(w,)|, aixi que m és
el valor minim de |p(z)]|.

Lultim pas consistira a provar que m = 0, és a dir, que p(w,) = 0. Pero,
aixo, és conseqiiéncia de I'altima propietat que hem demostrat, la propietat 2.8:
si |p(wy)| no fora zero, existiria z, tal que |p(z,)| < |p(wy)| = m i m no seria
minim. o

3perqueé, aplicant la propietat 2.5, lim |p(wy)| = |p(wp)|.
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LLICO 3. VECTORS I MATRIUS

3]

“You can’t add apples and oranges.’
In a strange way, this is the reason for vectors!

Gilbert Strang

En aquesta llicé repassarem les operacions amb vectors i amb matrius,
fixant-nos especialment en el producte escalar de dos vectors i les aplica-
cions geomeétriques d’aquest producte. També ens interessa remarcar la
interpretacié de les matrius com a conjunts de vectors.

L’operacié amb matrius més important, la multiplicacid, I’estudiarem en
la propera sessib.

3.1. VECTORS

Un vector és una llista de nombres ordenats en una columna.' Per exemple,

1 ay
. 0
R 1 N 1+ 2i . V2 N 1 = o a,
u= V= . w=| 3 X=|—= 0=1{0 a=
—TT 0
-2 ay

= Com que la notaci6é en columnes provoca un espaiat excessiu del text en el
sentit vertical (especialment quan s’inclou un vector a dins d'un paragraf),
sovint farem servir la notaci6 tradicional, (1,1,0, —2), per a representar el

1

vector
0
-2

i En aquest curs representarem els vectors amb una lletra amb una fletxeta
a sobre (d’acord amb la visié geometrica que identifica els vectors amb
fletxes), com ara, ii, U 0 X, o bé amb lletres majascules, com ara U, V o X.2

Cadascun dels nombres que hi apareixen és un component del vector. Segons
el nombre de components que tinguen, els vectors s’anomenen bidimensionals,
tridimensionals, etc. (o, alternativament, de dimensi6 dos, de dimensio tres...).

El conjunt de tots els vectors n-dimensionals es representa com R™ o C",
segons que treballem amb nombres reals o complexos; ara bé, com que en la
majoria de casos que tractarem sera indiferent que els vectors siguen reals o
complexos, farem servir la lletra K per referir-nos indistintament als nombres
reals o als complexos, aixi que escriurem K", si ens estem referint tant al conjunt
dels vectors reals com als dels complexos.

IMés endavant, també anomenarem vectors uns altres objectes, que no son llistes de nombres.
2En molts textos es representen, els vectors, amb lletres mintiscules negretes, com ara u, v i x.
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Anomenem zero el vector de dimensio n que té tots els components iguals a
0 (aquest vector el representarem com 0 o O).

3.1.1. OPERACIONS AMB VECTORS: SUMA, PRODUCTE ESCALAR-VECTOR I COM-
BINACIONS LINEALS

Amb els vectors, s’hi poden fer tres operacions basiques: la suma, la multiplicacio
per un escalar i el producte escalar. Del producte escalar ens ocuparem en
I’apartat segiient. Ara definirem la suma i el producte escalar-vector.

Per poder sumar dos vectors cal que tinguen el mateix nombre de components
(és a dir, la mateixa dimensi6). Llavors, I'inic que hem de fer és sumar-los element
a element. Per exemple,

2] t+2 ]_[ 3
o] "|-1] " [o+ (1| |-1

Per a restar dos vectors també ho farem element a element:

1 2 1-2 -1
o] [-1] " [0—(-1)] 1

(recordeu que no es pot sumar ni restar dos vectors que no tinguen el mateix
nombre de components).

Representarem com —1i el vector que obtenim si multipliquem per —1 tots
els components del vector ii; per exemple, —(2,—1) = (-2,1). Aleshores, la
diferéncia i — U és el mateix que la suma dels vectors 1 i —v, és a dir, il — U =
U+ (—v).

PROPIETATS 3.1. (PROPIETATS DE LA SUMA I LA DIFERENCIA DE VECTORS)

1. i+ VU =V + U (commutativa)

2. (W+V)+w=1u+ (V+ W) (associativa)

3. i+ 0 =i (el vector 0 és el neutre de la suma)

4 U—-v=uUu+(-7)

5 fi—1i =1+ (=) =0 (el vector —ii és el simétric de ii) o

En algebra lineal se sol anomenar escalars els nombres, i sovint es representen
amb lletres gregues («, B, y...), per tal de distingir-los dels vectors i de les matrius.
Per a multiplicar un escalar (és a dir, un nombre) per un vector, hi multipliquem
cada component del vector. Per exemple,

{SIREEI N
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PROPIETATS 3.2. (PROPIETATS DEL PRODUCTE ESCALAR-VECTOR)

1. o (0xil) = (¢ ) U (associativa)

. (0 + o)l = il + U (distributiva respecte a la suma d’escalars)

. 11 = 1 (el nombre 1 és 'element neutre)

2
3. x(i + V) = al + xv (distributiva respecte a la suma de matrius)
4
5

. (—o)U = —(axl) = x(—1) (elements oposats) o

= Una combinacié qualsevol d’aquestes operacions és una combinacio lineal.
Per exemple,
1 -2 11 |3 —4 51 |12
o] =[] s =) [ B[

és una combinacio lineal dels vectors (1,0), (—2,1) i (1,1). Els nombres 3, —2 i
5, que multipliquen els vectors, son els pesos de la combinaci6 lineal.

El vector i és la combinacio lineal dels vectors iy, Uy, ..., ii,, amb pesos «;,
Ky, ...y Oy SI

u= (Xl'l_/il + 0(1112 + -+ O(I,'l_/ip

= Les combinacions lineals sén les eines més importants del calcul amb
vectors.

3.1.2. INTERPRETACIO GEOMETRICA DELS VECTORS I DE LES OPERACIONS AMB
VECTORS

Els vectors de R? i R3 es visualitzen molt bé com a punts o com a fletxes en un
pla (en el cas de R2) o en un espai tridimensional (quan es tracta de vectors de
R3).

(2,3) (1,3,2)

iBei
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Per als vectors amb més de tres components, la imatge dels vectors com a
fletxes segueix sent una representacio6 intuitiva molt adient. D’altra banda, les
operacions i les propietats que coneixem bé en els casos bidimensional i tridi-
mensional s’hi poden traslladar sense gaire dificultat. D’aix0, ens n’encarregarem
tot seguit.

D’acord amb aquesta visio, les operacions entre vectors també es poden
interpretar geomeétricament: dos vectors, i, i U, defineixen un parallelogram.
Llavors, la suma dels dos vectors és la diagonal d’aquest parallelogram, orientada
des de l'origen fins a ’extrem oposat; i la diferéncia, i — v, és I'altra diagonal,
orientada des de 'extrem de v cap al de 1ii.

<

Sl

i " i
Suma i diferéncia de dos vectors
Multiplicar un vector per un escalar produeix una dilataci6 (o una contraccio) del
vector: multiplicar-lo per 3, triplica la longitud. Per 1/2, el divideix a la meitat. I,
quan l'escalar és negatiu, llavors I'orientacio del vector s’inverteix.

Notem que tots els productes es troben sobre la mateixa recta.

3u

—

1. U
—ii 0 3u
Producte de diversos escalars per un vector

Aleshores, per representar graficament la combinaci6 lineal ;1 + &, v, haurem
de dilatar els vectors, segons els pesos, «; i &, i fer-ne la suma.

<

i 21
La combinacio6 lineal 21 + 37

Diverses combinacions lineals dels dos vectors 1 i U

3.2. EL PRODUCTE ESCALAR

La sumai el producte escalar-vector son les operacions que ens permetran resoldre
un problema tipicament algébric, la resolucié d’equacions lineals i sistemes
d’equacions lineals. Per a tractar els problemes de tipus geomeétric, com ara,
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quant mesura un vector? o quin angle fan dos vectors? necessitem una nova
operacio6: el producte escalar.

En el cas dels vectors de R? i R3, el teorema de Pitagores ens proporciona la
mesura de la longitud dels vectors.

(ul!u2)
% 1
R (U, Yo, Us)
Up VY
QX
AW
Us
Fer T
2
Ll<‘
u th
1 U,

La longitud del vector (1, u;) ésu? + us. Ilade (uy, us, uz), Jus + u3 + ui.
Generalitzant aixo, en R™, la longitud del vector (u, Uy, ..., U,) €s
\/uf +ud + - + us.

La longitud també es coneix com la norma del vector.

=  La norma del vector real (u;,u,,...,u,) és el nombre

18] = \u2 +ud + - +ud

Per a calcular I’angle entre dos vectors, primer de tot, U= (uy,uy)
notem que I'angle que fa un vector i = (u;,u,) amb
I'eix horitzontal es determina facilment fent Uis de la N
trigonometria: el cosinus d’aquest angle és @ U
cosx = M1 _ ko!
=t -t x
||M|| A lu% + u%
u;

Llavors, si els vectors i = (u;,u,) i v = (v;,v,) fan,
respectivament, angles amb I’horitzontal iguals a « i 3, v
I’angle entre ells és y = B—«, aixi que el cosinus d’aquest
angle és igual a

Cosy = cos x cos B + sinxsin = ‘ﬁ;””le”Jr ||L£’12||||11};TZ|| y =B — i
B
_uy + U vy (¢
[l o]l

ULV + Uy

1= Fl cosinus de I'angle que fan dos vectors de R?, i ¥, és cos y = NG
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El que apareix al numerador d’aquesta expressio és el que anomenarem el
producte escalar dels vectors i i U: 6 - U = U v; + UpVs.

El producte escalar de dos vectors (no necessariament bidimensionals) el
definim generalitzant aquesta férmula. En principi, pero, distingirem si els
vectors son reals o complexos.

3.2.1. EL PRODUCTE ESCALAR (CAS REAL)

En aquest apartat estudiem el producte escalar de dos vectors reals.
El producte escalar de ii i U es calcula multiplicant-los component a component
i sumant tots aquests productes.

UV = (U, Usy..., Uy) * (V1,Vny o, Uy) = ULV + UsUp + - + ULV,

(per tant, per poder multiplicar-los escalarment, els dos vectors han de ser de la
mateixa dimensio). Per exemple,

(2,-1,3,0)-(-1,1,4,1)=2-(-1)+(-1)-1+3-4+0-1=-2-1+12+0=9

i Fixeu-vos bé que el producte escalar de dos vectors és un escalar (no un
vector).

PROPIETATS 3.3. (PROPIETATS DEL PRODUCTE ESCALAR REAL)

1. i -V =7V -1 (el producte escalar real és simétric)

2. (i +1Uy) -V =1,V + 1,V (distributiva)

w

(i - V) = (i) - U =i - (x?) (associativitat amb el producte escalar-
vector)

N

L0-1=0 (el vector 0 és ortogonal a tots els vectors)

. Siii # 0, lavors i - il > 0 (el producte escalar és definit positiu) o

9]

= El producte escalar és un instrument molt potent per a I’estudi de les
propietats geometriques dels vectors. Com a conseqiiencia de la forta
relacio del producte escalar amb la geometria, molts problemes de 1'algebra
lineal (i algunes matrius molt importants en aquest curs) estan lligats al
producte escalar. Aixi que al llarg d’aquest curs I'estudiarem amb certa
profunditat.

En principi, com ja hem fet amb els vectors bidimensionals, el podem fer
servir per a mesurar la longitud dels vectors i I’'angle entre dos vectors.
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3.2.2. APLICACIONS GEOMETRIQUES DEL PRODUCTE ESCALAR (REAL)

La norma (o longitud) del vector ii € R" és el nombre

]| = Ju +ud + - +uj = V- i (3.1)
= Els vectors de norma igual a la unitat s’anomenen vectors unitaris.

La distancia entre dos vectors i i U és la norma de la diferéncia:

- U
cosy Ei (3.2)
Aquesta expressio ens permet calcular I'angle entre els dos vectors. Notem que la
formula de ’'angle no té sentit si algun dels vectors és igual a zero (perque llavors,
el denominador seria igual a zero); en realitat, si un dels vectors és nul, aleshores
no hi ha cap angle (un angle és I’obertura determinada per dos segments de recta;
com que el vector zero es limita a un sol punt no s’hi pot definir cap angle).

EXEMPLE 3.1.

Determineu les longituds, la distancia i ’angle que fan els dos vectors i =
(1,1,0)iv = (0,1,1).

- La longitud del vector i és ||u|| = V12 + 12 + 02 = /2. La longitud del
vector ¥ també és igual a /2.

- La distancia que hi ha és ||ii — ¥|| = ||(1,0,—1)| = /2.

- A més, siy ésl'angle d’aquests dos vectors,
Uu-v 1 1 0,1,1)
CcOoS y = — — = = — »
el v2vz2 2
aixi que y = 1/3 (0 60°).
El triangle que fan els vectors i, U i i — ¥ és equilater
(la longitud dels tres costats és la mateixa); per aixo,
els tres angles s6n de 60°. o (1,1,0)

D’altra banda, de la formula (3.2) es dedueix una propietat molt important: la
desigualtat de Cauchy-Schwarz.34

3Aci, estem deduint la desigualtat de Cauchy-Schwarz de la formula de 1'angle. Al final de la llico, en
farem una prova que no depén de cap propietat geomeétrica prévia.
4En realitat, caldria anomenar-la desigualtat de Cauchy-Buniakovski-Schwarz.
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PROPIETAT 3.4. (DESIGUALTAT DE CAUCHY-SCHWARZ)

Per a qualsevol parella de vectors de R"™, i i U, |ii - V| < ||ii|| || U]]. ©

Dos vectors de R", 1 i U s6n ortogonals si el producte escalar i - U és igual a
zero. Per exemple, els vectors (1,3,—3) i (0, 2,2) son ortogonals, perquée

(1,3,-3)-(0,2,2) =1-0+3-2-3-2=0+6-6=0

Si tenim dos vectors i i U diferents de zero i son ortogonals, llavors aquests
dos vectors formen un angle recte, perque el cosinus d’aquest angle és

v
el o]l

aixi que el mot ortogonal és un sinonim de perpendicular.

cosy = 0

(=2,3) 3

1 (3/2,1) (0,2,2)

-2 3/2

(1,3,-3)

Vectors ortogonals en dues i tres dimensions

Observem, perd, que el vector 0 és ortogonal a qualsevol altre vector (per exemple,
(0,0,0)-(1,2,3) =0+ 0+ 0 = 0), encara que amb el vector zero no podem parlar
d’angles.

Un conjunt de vectors és ortogonal si cada vector del conjunt és ortogonal
a tots els altres. Si, a més a més, tots els vectors d’'un conjunt ortogonal son
unitaris, llavors direm que el conjunt és ortonormal.

Notem, per acabar aquest apartat, que el teorema de Pitagores es pot provar a
partir de les propietats del producte escalar:

PROPIETAT 3.5. (TEOREMA DE PITAGORES)

Si els vectors il i U son ortogonals llavors, ||ii + 17||2 = ||ﬁ||2 + ||17||2.

Demostracio:
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3.2.3. EL PRODUCTE ESCALAR (CAS COMPLEX)

Quan els vectors son complexos, el producte escalar es defineix com®
UV = (U, U, ..., Uy) - (V,Vo,..., V) = UV +UpVs + - + U,

Per exemple, si i = (1 +2i,—1)iv = (1 —i,?2i), llavors,

(1+20)(1—1i) + (—1)(2i)
(1 —2i)(1 —i) + (—=1)(2i) = (=1 — 3i) + (—2i)
=—1-5i

U-v

=  El producte escalar es defineix d’aquesta manera per assegurar que el
producte d'un vector i per ell mateix, 7 - i, és un nombre real no negatiu:

Ui = Uguy + Uy + - + Wty = [Ug|* + [Up|® + = + [Uy|° =0

i Aquesta definicié és compatible amb la del producte escalar real (atés que
el conjugat d'un nombre real és el mateix nombre). Tot i aix0, el producte
escalar no compleix exactament les mateixes propietats que hem enumerat
per al cas real, perqueé no és una operacié commutativa.

La longitud i els conceptes relatius a I’ortogonalitat que hem estudiat adés
s6n també valids en el cas complex: anomenem norma (o longitud) del vector
complex ii el nombre real no negatiu ||| = /i - i, i diem que i és ortogonal a
vsiii-v=0.

PROPIETATS 3.6. (PROPIETATS DEL PRODUCTE ESCALAR COMPLEX)

SRecordem que a + bi = a — bi és el conjugat del nombre complex a + bi.
En alguns textos es defineix el producte escalar conjugant el segon vector, en comptes del primer:
U=V =uv; + Ul + = + Uy Uy
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6. Si els vectors i i ¥ sén ortogonals llavors, || + 1[5||2 = ||17L||2 + ||1'5||2
(teorema de Pitagores)

7. |@- 0| < ||u|l ||V] (desigualtat de Cauchy-Schwarz)

Demostracio: Provarem la formula de Cauchy-Schwarz (les altres propietats es
comproven molt facilment): tenint en compte les propietats quarta i cinquena
d’aquesta llista, si & i B son escalars, i 4 i U vectors, (xil — BU) - (xti — fU) = 0.
Aixi que,
(et — BV) - (xti — BU) = 0
Xl - i — XPiL - U — afU - i+ BBU -V =0
2112 —pe o === 22
lod " ||t|” —aBti - U — B - U+ [B]7[|U]|” =0
Aquesta desigualtat és valida per a qualsevol valor dels escalars « i 8. En particu-
lar,perac=1-vif = ||17L||2:

- 12 =2 - 51222 >4 22
- o Jal]” = 2 ja - o] [Jaf” + a9 = 0
- o2 2 =22
=l o + | [[7]" = 0
12 =22 - 2
@l ol” = |u-v]" =

Convé observar que, tot i que el producte escalar complex no és commutatiu,
si un vector i és ortogonal a un altre vector, ¥, llavors U també és ortogonal a i,
perque, siii - v =0,

V-iU=1U-v=0

3.3. MATRIUS

Una matriu és un conjunt de nombres reals o complexos, ordenats en una taula
de doble entrada.

B [—} _; é] és una matriu 2 X 3 (llegiu dos per tres).

0 -2

1+i 0

2). En general, una matriu és quadrada si té el mateix nombre de files i de
columnes.

és una matriu quadrada 2 X 2 (o una matriu quadrada d’ordre

- [1 2 3i] és una matriu fila 1 X 3.
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1
- | 2 | ésun vector (0o matriu columna) 3 X 1.
| 3i
0 0
- |0 O] éslamatriu zero (o nulla) 3 X 2. En general, la matriu zero, O, és la
10 0
) , 0 0 - 0
que només conté zeros: O = | ~ .
0O 0 - 0
1 00
- 10 1 O0f éslamatriu identitat 3 X 3. En general, la matriu identitat, I,
0 01
és una matriu quadrada que només té uns a la diagonal i zeros fora de la
diagonal, I = O L0 .

- Els nombres que hi ha a la matriu son els elements o les entrades de la
matriu.

- Aquesta és la forma tipica de representar una matriu m X n (m files per n
columnes) qualsevol:

ap; Adpp Az o Al
azy A vt Ao
A=las azp dz - a3y
Am1 Am2 Am3 " Amn

S’hi fa servir una lletra majuscula per al nom de la matriu, i la mintscula
corresponent amb dos subindexs, per a les entrades. El primer index es
refereix a la fila i, el segon, a la columna. Per exemple, a,3 és el nombre que
hi ha a la segona fila i a la tercera columna.

n i m son les dimensions de la matriu. Si la matriu és quadrada n X n,
I'ordre de la matriu és n.

> Quan parlem d’'una matriu m X n, m sempre és el nombre de filesi n
el de columnes.

El conjunt de totes les matrius m X n el representarem com M, «,, (R) o bé
M,xn (€), segons que treballem amb nombres reals o complexos. Ara bé, com en
el cas dels vectors, usarem la lletra K per representar indistintament els nombres
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reals o els complexos, aixi que escriurem M,,, ., (K) per representar les matrius
m X n.57

3.3.1. UNA MATRIU ES UNA LLISTA DE VECTORS

En realitat, una matriu és alguna cosa més que un quadre ple de nombres. La
millor manera d’entendre queé és una matriu és mirant cada columna de la matriu
com un vector, aixi que la matriu és un conjunt ordenat (una llista) de vectors.

1 Una matriu és una llista de vectors.

Es molt important que entenguem d’aquesta manera les matrius. Per exemple, les

-1 , - . .
5 0 son els vectors d, = (1,2) id, = (—1,0), i,
en conseqiéncia, A = [Columna 1 columna 2] = [ELl ELZ].

columnes de la matriu A = [1

3.3.2. OPERACIONS AMB MATRIUS: SUMA, PRODUCTE ESCALAR-MATRIU I COM-
BINACIONS LINEALS

Les operacions basiques que es poden fer amb matrius s6n la suma, la mul-
tiplicacié per un escalar i les combinacions lineals i la multiplicaci6 de dues
matrius.

La suma, el producte escalar-matriu i les combinacions lineals son analogues
a les operacions amb vectors:

- Per poder sumar (o restar) dues matrius cal que tinguen les mateixes dimen-
sions (el mateix nombre de files i el mateix nombre de columnes). Llavors,
I"nic que hem de fer és sumar-les (o restar-les) element a element. Per

exemple,
1 —17 [ 2 37 [1+2 —1+37 3 27]
0 ol+—-2 0|=|0-2 0+0|=1]-2 0
12 —1] |—1 0] |2—1 —1+0] L 1 —1]
1 —17 [ 2 37 [1 -2 —1-37 [—1 —47
0 ol—-—-2 0|=|0+2 0-0]| = 2 0
12 —1] |—1 0] |24+1 —1-0] L 3 —1]
(no es pot sumar ni restar dues matrius que no tinguen les mateixes dimen-
sions).
La matriu —A és la matriu que resulta de multiplicar per —1 totes les
1 2 -1 =2
entrades de A; per exemple, — [—1 0| = 1 0
-3 0 3 0

6També es fa servir habitualment la notacié R™>", CMm*n o KMXn,
7Es clar que el conjunt dels vectors n-dimensionals, K", és idéntic al de les matrius 1 X 1, M,,x;.
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Aleshores, la diferéncia A — B és el mateix que la suma de les matrius A i
—B, ésadir, A—B=A+ (—B).

- El producte d’un escalar « per la matriu A és el resultat de multiplicar «
per cada entrada de la matriu. Per exemple,

1 -1 3-1 3(-1) 3 -3
3{0 O]Z{?)-O 3-0]={0 O]
2 -1 3-2 3(-1 6 -3

Una combinacié qualsevol d’aquestes operacions és una combinacio lineal. Per

exemple,
7 3
4 -3

1 -1 2 3 3 -3 4 6
3 {0 0] +2 [—2 0] = [0 0] + {—4 O]
2 -1 -1 0 6 -3 -2 0

1 -1 2 3

és una combinacio lineal de les matrius [0 0] i [—2 O] Els nombres 31 2,
2 -1 -1 0

que multipliquen les matrius, son els pesos de la combinacio lineal.

En general, la matriu A és la combinacio lineal de les matrius A, A, ..., A,
amb pesos oy, Xy, ..., &, Si

A= (XIAI + ‘XlAZ + -+ (prp

i Les operacions amb matrius, columna a columna sén operacions amb vec-
tors. Per exemple, si A = [ﬁl dy EL3] iB= [b1 b, b3],

i)
i)

INT)
S

d,+b, dr+b, ds+

N1}
=

3 —

o_iZ__I;Z
2d, 2d, 2{23]

De la multiplicacié de matrius ens ocuparem a la llicé segiient.

Les propietats de la suma i del producte escalar-matriu son les mateixes de
les operacions corresponents amb vectors:
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PROPIETATS 3.7.
Propietats de la suma i la diferéncia de matrius

1. A+ B =B + A (commutativa)

. (A+B)+C=A+ (B+ C) (associativa)

2
3. A+ O = A (la matriu O és el neutre de la suma)
4. A—B=A+(-B)

5

.A—A=A+(—A) = O (—A és el simetric de A)

Propietats del producte escalar-matriu

~

o (0A) = (g x0)A (associativa)

. (0] + o)A = ;A + A (distributiva respecte a la suma d’escalars)

2
3. «(A + B) = &A + «B (distributiva respecte a la suma de vectors)
4. 1A = A (el nombre 1 és l'element neutre)

5

. (o)A = —(xA) = x(—A) (elements oposats) o

3.3.3. MATRIUS PER BLOCS

Una altra operacioé que es pot fer amb matrius és la concatenacio. Si AiB sén dues
matrius amb el mateix nombre de files, la matriu [A B] és la matriu resultant

d’afegir les columnes de B darrere de les de A. Per exemple, si A = [1 2} i

2 -1
1 0 0 , |1 2 1 0 0
B= [0 5 O]’ [A B] és la matriu [2 1 0 2 0].

De manera analoga, si el nombre de columnes de les dues matrius A i B és el

mateix, llavors, podem construir la matriu [';] posant les files de B davall les de

1 2
1 2 2 -1
A. Per exemple, si A = {2 —1] iB= |:(1) (2)} [g‘} =10 ol.
0 0 1 0
0 2

Iterant aquest procés, es pot definir una matriu per blocs, a base de concatenar
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diverses matrius, en files i en columnes. Per exemple, si

1 0 0 0 O 1

All = |:0 1:| AlZ = |:0 0 O:| A13 = |:2:|

0 -1 1 1 1 1

Ay = [_1 0} Ay = [1 1 1] Az = [2}
1 0|0 0 0|1
A [Ap [As] | 0 1]0 0 02
Ay \ Ao» \ A | 0O -111 1 1|1
-1 0|1 1 1|2

Les ratlles que hi apareixen no tenen cap significat matematic, les fem servir,
simplement, per fer palesa la composicié per blocs (i, sovint, seran tutils perqué
ens facilitaran els calculs).

La suma i el producte escalar-matriu (i també el producte de matrius, que
encara no hem estudiat) es poden efectuar per blocs, sempre que les dimensions
dels blocs siguen coherents; per exemple, si A i C sén matrius 2 X 2 i, Bi D,
matrius 2 X 3,

[A B]+[c D]=[A+c B+D], a[A B]z[ch O(B]

Treballar per blocs és util en diversos contextos. Per exemple, quan ens
interessa visualitzar clarament I'estructura de la matriu, com ara, en aquest cas:

001 0O

la matriu A = [0 0 0 1 0} la podem escriure com
00 0 01

0 0|1 0 O

A=[01]=[0 0[0 1 0}

0 00 0 1
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3.4. RESUM

Vectors
Un vector n-dimensional és una llista de n nombres,

Uuy
- u,
u=| "= (u15u2;---;un)

Uy

Conjunts de vectors reals o complexos

" = {vectors n — dimensionals reals}
C" = {vectors n — dimensionals complexos}

K" representa R" o C" indistintament.
Operacions amb vectors

Suma: sumeu element a element.
Diferéncia: resteu element a element.
Producte escalar-vector: multipliqueu I'escalar per tots els elements del vector.
Combinaci6 lineal: o i) + &ty + - + &, 1,
Producte escalar real
- (U Uy ey Uy) - (V] Vo, o, V) = UV + UV + - + ULV,
Norma: ||| = Vi-u
Distancia: d (i, V) = ||[u — V||

—Angle:cosy=”;”w (sit #0iv+0)

Producte escalar complex

= (U Uy ey Uy) (U, Uy, V) = UV + UV, + 0 + U, 0,
- Norma: ||i|| = Vil - i

- Distancia: d(ii, V) = ||i — V||
Propietats del producte escalar

- U -V =7 -1 (el producte escalar és hermitic)
+ 2)

- (U +Uy) - V=U - V41U,V - (V,+7,) =1u-7,+1-7, (distributives)
- (V) = (xid) - U =i - (x?)

-0-1u=0

- @i =0=1-1% >0 (el producte escalar és definit positiu)

-4 LT=> i+ 5| = ||#|° + |]]° (teorema de Pitagores)

- |- V| < ||u]l ||V] (desigualtat de Cauchy-Schwarz)
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Vectors ortogonals
Dos vectors il i U son ortogonals (ti L V) siii -V = 0.
w  Zero és ortogonal a tots els vectors: 0L, Viiekn
Matrius

Una matriu m X n és un conjunt de nombres ordenats en m files i n columnes
0 (millor) una llista de n vectors m-dimensionals

ap 4dp o Ay

a a a - ~ -
A= 21 22 2n | _ [al a, an]

A1 Am2 " Amn

- Una matriu quadrada és una matriu n X n.
- Una matriu columna és una matriu m X 1.
=  Una matriu columna és un vector.
- Una matriu fila és una matriu 1 X n.
- Una matriu és nulla (o matriu zero) si totes les entrades son zeros.

- La matriu identitat és quadrada i només conté uns a la diagonal i zeros
fora de la diagonal.

- M,xn(R) = {matrius reals m X n}
Mypsen (C) = {matrius complexes m X n}
M, (K) Tepresenta indistintament M,,,,, (R) 0 M5, (C)

Operacions amb matrius
Suma: sumeu element a element.

Diferéncia resteu element a element.

Producte escalar-matriu: multipliqueu I’escalar per tots els elements de la
matriu.

Combinacio lineal: oA, + 0A; + - + x,A,

w Siles dimensions sén adequades, les operacions es poden fer per blocs.

3.5. EXERCICIS
EXERcICI 3.1. (Operacions amb vectors) Considerem els vectors de R3
ﬁl = (11 _11 2)1112 = (01 1, _3)’ﬁ3 = (_1’ 37 _8)

Calculeu (a) ii; + iy, (b) 31i31(c) Uy — 21, + 3.
(solucio: pag. 503)
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EXERcICI 3.2. (Representacio grafica dels vectors en R?)
Siguen i, = (1,—2) i ©i, = (—1,1). Representeu graficament els vectors i, ti»,
21711, _171,2, 3'111 + 31_/;,2, iil - 21712, 51_/;,1 + 91712 i _41_;(,1 - 61_/22

(soluci6: pag. 503)

EXERcIcI 3.3. (Combinacions lineals) (a) Proveu que qualsevol vector de R2,
ii = (a,b), és combinaci6 lineal de i, = (1,1) i i, = (1,—1). (b) Es cert
que qualsevol vector de R3 és combinaci6 lineal de (2,-1,-1), (-1,2,-1) i
(-1,-1,2)?

(solucio: pag. 504)

EXERCICI 3.4. (Norma d’'un vector) Calculeu les longituds dels vectors é;, =
(1,0),é, = (0,1), 1 =(3,4)iv = (—1,2). (solucio: pag. 504)

EXERCICI 3.5. (Angle entre dos vectors) Calculeu 'angle entre les segiients pa-
relles de vectors:

(@ ii=(/3,1)iv=(0,1)
(b) ii=(/3,1)iv=(2,2)

(¢) u=1(1,2,3)iv = (1,2,6) (aci podeu fer servir la calculadora)

N3

<

d) i=1(1,2,1,2)iv=(2,-1,-2,1)

(soluci6: pag. 504)

EXERCICI 3.6. (El teorema del cosinus) Feu servir el producte escalar real per
demostrar el teorema del cosinus: En qualsevol triangle de costats a, b ic, si & és
Iangle oposat al costat a, llavors

a? = b?+ c?2—2bccosx
(solucio: pag. 505)

EXERCICI 3.7. Digueu si els conjunts segiients son ortogonals, ortonormals o
cap de les dues coses.

(@ A=1{(1,1,1),(1,-1,0),(—-1,-1,2)}
_ 1 _ _ 1 _ _ 1 _ _
) B={3(1,-1,1,-1),53(-1,-1,1,1),5(-1,1,1,- 1)}
(0 C=1{(-1,1,1),(1,-1,2),(1,-1,—-1)}
(soluci6: pag. 506)
EXERcICI 3.8. Trobeu tots els vectors de R? que son ortogonals a (1, 2) i interpre-

teu-los geometricament.
(soluci6: pag. 506)
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EXERcICI 3.9. (Producte escalar complex) (a) Calculeu el producte escalar (1 +
i,1—1i)-(2,i). (b) Comproveu que els vectors #i = (—2 + 3i,1+5i)iv = (1 —i,i)
soOn ortogonals.

(solucio: pag. 507)

ExEeRrcicI 3.10. (Ortogonalitat entre vectors complexos) (a) Siguen i i U dos
vectors de C". Proveu que si % és ortogonal a U, llavors U és ortogonal a 1i.
(b) Trobeu tots els vectors de C2 que so6n ortogonals al vector (1, i).

(soluci6: pag. 507)
EXERcICI 3.11. (Angle entre dos vectors complexos) Proveu que, si 11 i ¥ s6n
dos vectors complexos no nuls, i y I'angle entre aquests dos vectors, llavors,

cosy = re(i - V)

[l ]

(aci, re(z) representa la part real del nombre complex z).
(solucio: pag. 507)

EXERcICI 3.12. (Vectors unitaris) Si 7i i ¥ son vectors unitaris (de longitud 1),
calculeu els productes escalars
- (—u) (W+7) - (U—7) (i +20) - (U — 27)
(solucio: pag. 508)
ExXERcICI 3.13. (Projeccio ortogonal) Donats els vectors i = (1,1) i ¥ = (1,5),
trobeu el valor de o perqueé el vector U — il siga ortogonal a ii. Representeu

sobre un diagrama cartesia els vectors i, U, U — «il i oxid.
(solucio: pag. 508)

EXERCICI 3.14. (Operacions amb matrius) Donades les matrius A = [_;L ﬂ i

B = [:; (2)} calculeu A + B, 3A i A — 2B,

(solucio: pag. 509)
EXERcIcI 3.15. (Combinacions lineals) Expresseu, si és possible, les matrius

A= [2 1] iB= [; ﬂ com a combinaci6 lineal de les matrius A; = [(1) —(1)]
{0 1(., |1 1

EXERcICI 3.16. Sil és la matriu identitat 2 X 2, O la matriu zero 2 X 3,

2 1f(., |1 1 1 . . | T O
A—[_Z 2}18—[1 1 1} construiu la matriu per blocs M = A 3B

(soluci6: pag. 510)

(solucio: pag. 509)



LLICO 4. MULTIPLICACIO DE MATRIUS

Multiplicate por cero
Bart Simpson

Aci estudiem la multiplicacié de matrius.

Tot i que els estudiants ja hi esteu familiaritzats, el que més ens interessa
és interpretar el producte de matrius des de diversos punts de vista, sobre
tot com a operacions amb les columnes de les matrius.

Una matriu és una llista de vectors. En consequiencia, les operacions amb
matrius sén operacions amb vectors. Molt especialment, el producte d'una matriu
per un vector és una combinaci6 lineal dels vectors que componen la matriu i, en
general, la multiplicacié de dues matrius és una llista de combinacions lineals.

4.1. EL PRODUCTE MATRIU-VECTOR

El producte d’'una matriu A per un vector b és la combinacio lineal de les columnes
de la matriu que es compon fent servir els components del vector com a pesos.

2
o 1 10].%
Per exemple, si A = [3 _1 5] ib= _1],

oo o] [
e[ ] - ]

DEFINICIO 4.1. (EL. PRODUCTE MATRIU-VECTOR)

En general,

Sid,, dy, ...dy son les columnes de A i b = (by, b, ..., b,), lavors, el producte
AD és

> Lo = b " = -
Ab = [a1 a, - an] 2 = b,d, + byd, + - + b,d,

= El producte d’'una matriu per un vector és un vector.

Per a poder fer el producte AD, el nombre de columnes de A ha de coincidir
amb el nombre de components de b (perqueé hem de multiplicar cada columna
per un element del vector). Per exemple, si A és una matriu m X n, b ha de ser
un vector de K". Aleshores, el producte AD és un vector de K™,



4. Multiplicacié de matrius 69

mxmn N
1
X

= [Fs molt important que recordem que el producte d’una matriu per un vector
és una combinaci6 lineal de les columnes de la matriu.

4.2. EL PRODUCTE FILA-MATRIU

El producte d’'una matriu fila A per una matriu B és la matriu fila AB que s’obté

com a combinacio6 lineal de les files de la matriu B posant-hi, com a pesos, les
entrades de A. Per exemple, si

A=[2 1] B=[§ _} g]
AB = [2 1][§ _} (5)]=2[1 1 0]+1[3 -1 5]
=[2 2 o]+[3 -1 5]

=[5 1 3]

DEFINICIO 4.2. (EL. PRODUCTE FILA-MATRIU)

SiA= [al a, - an] i By, By, ...B, son les files de B, llavors, el producte
AB és
B,
B,
AB = [al a, - an] “| =aBy +ayB, + - +a,B,
Bn

= El producte d'una matriu fila per una matriu és una matriu fila.

Per a poder fer el producte AB, el nombre d’entrades de A ha de coincidir amb
el nombre de files de B. Per exemple, si A és una matriu 1 X n, B ha de ser una
matriu n X p. Aleshores, el producte AB és una matriu fila 1 X p.

1Xn 1Xp

i La matriu (fila) AB és una combinacio lineal de les files de B.
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4.3. EL PRODUCTE FILA-COLUMNA

El cas més simple de producte de dues matrius és el producte d'una fila per
una columna. Observem que aquest producte es pot veure com un producte
matriu-vector o, també, com un producte fila-matriu. En qualsevol cas, és clar
que el que hem de fer, per calcular-lo, és component a component i sumar els
resultats. Per exemple,

[1 —1] [_1_ =1-1+(-1)-(-2)=3

b,

SiA= [al a, - an] ib= lo2 , lavors Ab = a,b, + a,b, + -~ + a,b,,.

= El producte fila-columna és una matriu 1 X 1, pero aixo ho identificarem
amb un escalar.
4.4. EL PRODUCTE MATRIU-MATRIU

La regla practica que sol donar-se del producte de dues matrius (i la que segura-
ment coneixeu) és la segiient:

Per a multiplicar les matrius reals A i B es fa el producte de cada fila de A per
cada columna de B, de manera que I'element situat en la fila i i en la columna
Jj de la matriu AB és el producte de la fila i de A per la columna j de B.

EXEMPLE 4.1.
Producte de les matrius

Per a multiplicar aquestes dues matrius seguirem els passos segiients:
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- Multipliquem la primera fila de A per la primera columna de B,
[1 1] Hetii+ - (-2 =3
-2

i posem aquest nombre en la posici6 (1, 1) de la matriu AB:

1 -1 3
AB{O 2] B gH ]
2 1
- Fem el mateix amb la primera fila de A i la segona columna de B i posem el
resultat en la posicio (1, 2):

A

i aix0o completa la primera fila de AB.

- Multipliquem la segona fila de A per la primera columna de B:

bl

- Segona fila per segona columna,
1 2
-2 0|~

1 -1
AB= |0 2
2 1
- Tercera fila per primera columna,
1 -1 3 2
A {o 2] EHE [_4 o]
2 1 0
- I, finalment, tercera fila per segona columna,
1 -1 3 2
AB= |0 2 [_; (2)]2 -4 0
2 1 0 4
Com que hem de fer els productes de les files de A per les columnes de B,
cal que el nombre d’elements de les files de la primera matriu coincidisca amb

el nombre d’elements de les columnes de la segona, és a dir, que el nombre de
columnes de A ha de ser el mateix que el nombre de files de B.

|
s w
SN
[
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mxn nxp |=| mxp

= El producte d'una matriu m X n per una matriu n X p és una matriu m X p.

DEFINICIO 4.3. (PRODUCTE DE DUES MATRIUS)

Si A és una matriu m X n i B una matriu n X p, llavors, el producte AB és la
matriu (m X p)

Ay AI;BI Al;k;Z Al;Bp
AB= |22 |[B, B, -~ B,|=|Melr Ak Ay
Am Anb, AnD, -~ A,D,

Aixi és com es defineix normalment el producte de dues matrius. Pero a nos-
altres ens interessa entendre el producte columna a columna, fent combinacions
lineals de les columnes de B, o bé fila a fila, fent combinacions lineals de les files
de A.

En els apartats segiients mostrarem aquestes formes alternatives de calcular
el producte. Hi farem servir les mateixes matrius A i B de 'exemple 4.1, aixi que
retrobarem el producte

HE[EEEE

aplicant diversos meétodes alternatius. Pero, més que aprendre noves maneres de
multiplicar matrius, el que ens interessa és entendre el significat del producte
com una operacio entre vectors més que no entre nombres.

4.4.1. PRODUCTE PER COLUMNES

El producte AB es pot fer multiplicant la matriu A per cada columna de B. En el
cas de I'exemple 4.1,

. 1 -1 1 3 . 1 -1 5 2

Ab, =0 2 [_2} =10 Ab, =0 2 [0} =10

2 1 4 2 1 4

3 2

AB = [Ab, Ab,|=|-4 0

i En general, AB = A [El b, - ?)p] = [AT)I Ab, - A?)p].

= Aix0 vol dir que les columnes del producte AB s6n combinacions lineals de
les columnes de A.



4. Multiplicacié de matrius 73

4.4.2. PRODUCTE PER FILES

Alternativament, també podem multiplicar cada fila de A per la matriu B:
me=[1 —1]| 5 §l=[3 2] as=[o 2]| ) 5)-[- o]
we=[2 1]| 5 5= 4]

"A,B 3 2
AB=|AB|=|-4 0
| A3B 0 4

A, "A;B
w= En general, AB = Az g _ | AB
A, A,,B

= Les files del producte AB sén combinacions lineals de les files de B.

4.4.3. COLUMNES PER FILES

Aquestes son les dues interpretacions del producte que ens interessen més.
Encara, pero, hi ha una altra opci6: si multipliquem cada columna de A per la fila
de B corresponent i les sumem, també obtindrem el producte AB:

e RUREENENEEECE

By
= En general, AB = [ﬁl a, - (in] BZ =d,B, +d,B, + - +d,B,.
Bn
En resum, el producte AB es pot fer

(a) Element a element, multiplicant cada fila de A per cada columna de B: les
entrades del producte sén productes fila-columna.

(b) Columna a columna, multiplicant A per cada columna de B: les columnes del
producte s6n combinacions lineals de les columnes de A.

(c) Fila a fila, multiplicant A per cada fila de B: les files del producte s6n combi-
nacions lineals de les files de B.

(d) Globalment, multiplicant cada columna de A per la fila corresponent de B i
sumant els resultats.

= En tot cas, el fet més important és que les columnes del producte s6n
combinacions lineals de les columnes de la matriu A.
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4.4.4. PROPIETATS DEL PRODUCTE

PROPIETATS 4.1.

1. TA = A, Al = A (la matriu identitat és el neutre del producte)
. OA = O, AO = O (la matriu zero és absorbent)
. (AB)C = A(BC) (associativa)

2
3
4. (A + B)C = AC + BC (distributiva per I'esquerra)
5. A(B + C) = AB + AC (distributiva per la dreta)

6.

. ®(AB) = (xA)B = A(aB)
(associativitat amb el producte escalar-matriu) o

i (Cal tenir molt en compte que la multiplicacié de matrius no té la propietat

0 1 11

o U | Y B S R (R

aixi que AB # BA. En realitat, aquest resultat no ens ha de sorprendre, si
recordem que les columnes de AB son combinacions lineals de les columnes
de A, mentre que les columnes de BA ho son de les columnes de B.

commutativa. Per exemple, si A = [1 2} iB= [_1 0} aleshores

El fet que el producte no siga commutatiu té com a conseqiiéncia que algunes
simplificacions que estem acostumats a fer mecanicament quan treballem amb
nombres no es puguen traslladar al calcul amb matrius. Per exemple, la igualtat
ABA = A2B no té perqueé ser correcta, perqué es basa en el segiient raonament:
ABA = AAB; és a dir, estem suposant que A commuta amb B. Tampoc no és cert
sempre que (A + B)2 = A2 + 2AB + B2 (en realitat, (A + B)2 = A2 + AB + BA + B2).
Ni tampoc podem afirmar que (AB)2 = A2B2 o que (A + B)(A — B) = A2 — B2,

4.4.5. PRODUCTE PER BLOCS

Com ja hem avancat a la llic6 anterior, les matrius també poden multiplicar-se
per blocs, si les dimensions dels blocs ho permeten.

1 0 0f 1 2 L

4
.. 10 1 0|2 (O
Per exemple, si A = 00 1 3 1 iB= (7) ,
0 0 0\ 0 0 0
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100 1 2 )
01 0|-=2 0 I‘AIZ 311‘312
AB=10 0 1| 3 —1 =
Lol olJlo | o
0 00| 0 O
_ [1By; + A0 ‘ 1B, +A120}
| 0B, + 00 | 0B,, + 00
:—Bn 312]:
Lo | O
4.5. RESUM

Producte matriu-vector: El producte matriu-vector és un vector (una combinaci6 lineal
de les columnes de A)

Zl mxmn| ||=
Ab = [al d, - an] 2| =Dbyd, + bydy + o+ bud, T
b, ; ‘l
e X
g

Producte fila-matriu: El producte fila-matriu és una matriu fila (una combinacié lineal
de les files de B)

B,
B

AB=[a1 a, - an] Zl=aB +aB,++a,B, | nxp|=c—
B 1Xn 1Xp
n

Producte fila-columna: El producte fila-columna és un escalar (una matriu 1 X 1)

Ab = [al a, - an] bz = albl + llzbz 4+ o 4 anhn

1X1-0o

by

by IXn ]=
T
—
X
<




76 Capitol 1. Sistemes d’equacions lineals

Producte matriu-matriu

= Per a poder fer el producte AB el nombre de columnes de A ha de coincidir amb el
de files de B: si A és una matriu m X n, B ha de ser una matriu n X p. Llavors, el
producte AB és una matriu m X p.

mxmn nxp |=| mxp

1. Files per columnes:

Cada element de la matriu AB és el producte d'una fila de A per una columna de B
(per exemple, I'element (2, 3) de AB és el producte de la fila 2 de A per la columna

3 de B).
A, AJ@ A@2 s A@p
O A S A
A Anby Apb, -~ Aub,

= Cada entrada de AB és un producte fila-columna.

2. A per columnes de B:
Cada columna de AB és el producte de la matriu A per una columna de B:

AB=A[b, b, - b,|=[Ab, Ab, -~ Ab,]
= (Cada columna de AB és una combinacio lineal de les columnes de A.

3. Files de A per B:
Cada fila de AB és el producte d’una fila de A per la matriu B:
SiA, Ay, ..., A, son les files de A, llavors

A A;B
Ag=| " = | P
A, A,B

= Cada fila de AB és una combinacio lineal de les files de B.

4. Columnes per files:
AB = @B, + d,B, + - + d,B,

ww  AB és una suma de productes columna-fila.

= Siles dimensions s6n adequades, el producte es pot fer per blocs.
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4.6. EXERCICIS

EXERCICI 4.1. (Un producte matriu-vector) Calculeu el producte AE, essent

4 1
A= [2 —5} ib= [2], (a) element a element i (b) fent combinacions lineals de
0 6

les columnes de A.
(solucio: pag. 511)

3

15 -2 0 >
EXERCICI 4.2. Siga A = | -3 1 9 —5]iXx = ol Escriviu el vector
4 8 -1 7 4

-

b = AX com a combinaci6 lineal de les columnes de A.
(solucio: pag. 511)

1

3 1
EXERCcICI 4.3. Donades les matrius A = [ 0 2] iB = [2

-1 1
producte AB de quatre maneres diferents: (a) fent productes de les files de A per
les columnes de B, (b) fent combinacions lineals de les columnes de A, (c) fent
combinacions lineals de les files de B i (d) fent productes de les columnes de A
per les files de B.

_ﬂ calculeu el

(solucio: pag. 511)

EXERCICI 4.4. En cadascun dels casos segiients, qué podem dir de la matriu AB?
Justifiqueu les respostes.

(a) sila primera fila de A és nulla.

(b) sila primera fila de A és [1 0O 0 - 0].
(c) sila primera fila de A és [1 1 1 - 1].
(d) sila primera columna de B és (0,1,0,...,0).
(e) Si A ésla matriu identitat.

(f) Si B és la matriu identitat.

(solucio: pag. 512)

EXERCICI 4.5. Donades les matrius

S N i R B R

calculeu tots els productes que siguen possibles.
(solucio: pag. 513)
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1 1
0 1|
(solucio: pag. 513)

EXERCICI 4.6. Calculeu totes les poténcies A™, n > 1 de la matriu A =

EXERCICI 4.7. Trobeu totes les matrius B que commuten amb la matriu A =
1 1
o]

EXERCICI 4.8. (Producte de matrius i operacions elementals)
Calculeu els productes segiients fent combinacions lineals de les files de la matriu

A:|:all a2 a13:|.
Az Az Az
0 1 2 0 1 0
(a) [1 O}A (b) [0 1]A (© [2 1}A

Expliqueu com modifiquen aquestes multiplicacions la matriu A.
(solucio: pag. 514)

(soluci6: pag. 513)

0O 0 -20
EXERCICI 4.9. (Matrius elementals) Donada la matriu A = {2 4 -10 6},
2 4 -5 6

(a) Trobeu una matriu 3 X 3, E, de manera que, en multiplicar-la per A permute
les dues primeres files de A. Es a dir, que

00 -20 2 4 —-10 67 (fila2adeA)
Ef2 4 —-10 6({=]0 0 -2 O] (filaladeA)
2 4 -5 6 2 4 -5 6

(b) Trobeu una matriu 3 X 3, E, de manera que, en multiplicar-la per A dividisca
entre 2 la segona fila de A. Es a dir, que

00 -20 00 -2 0
El2 4 —-10 6|=|1 2 -5 3 %(ﬁlaZadeA)
2 4 -5 6 2 4 -5 6

(c) 3 X 3, E, de manera que, en multiplicar-la per A reste 2 vegades la fila segona a
la fila tercera, és a dir, que

0 0 -2 0 0 0 -2 0
E|Il1 1 -5 6|=|1 1 -5 6
2 4 -5 6 0 2 5 —6/ (fila 3a de A)—2(fila 2a de A)

(soluci6: pag. 515)
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EXERCICI 4.10. (Matrius inverses i determinants) Calculeu el producte AB es-

sent
A= |91 412 _| A2  —arz
dazy apz; —dp; an
(soluci6: pag. 518)

EXERCICI 4.11. (Matrius transposades, matrius simetriques i matrius ortogo-
nals)

(a) La transposada de la matriu A és la matriu AT les files de la qual son les
columnes de A (la primera fila de AT és igual a la primera columna de A, la
segona fila de AT és igual a la segona columna de A, etc.).

Quines son les matrius transposades de les matrius segiients?

1 2 3 1 2 3
A=[é i] B=|0 5 6 C=[41l g 2} D=2 5 6
0 0 9 3 6 9
(b) Es diu que la matriu A és simeétrica si és igual a la seua matriu transposada.

Quines de les matrius de I'apartat anterior son simetriques?

(c) Es diu que la matriu real quadrada A és ortogonal si les seues columnes
formen un conjunt de vectors ortonormal.

R

V2 1 1

(d) Sila matriu A és ortogonal, qué podem dir del producte ATA?

Proveu que la matriu A = } és ortogonal.

(solucio: pag. 518)
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Thevre is something I don’t understand about algebra:
It has been around for thousands of years,

yet no one has ever found out

what the value of “x” or “y” really is

Anonim

Els continguts d’aquesta llicé i les seglients sén molt simples i, probable-
ment, ja els coneixeu dels vostres estudis anteriors; segurament esteu
familiaritzats amb el métode d’eliminacio per a discutir i resoldre siste-
mes d’equacions lineals i amb la classificacié dels sistemes segons el
nombre de solucions que tenen. El que trobareu de nou és el concepte
de matrius esglaonades i esglaonades reduides, que tampoc no sén gaire
complicats.

Tot i aix0, és molt important que estudieu la llic6 amb molt de compte,
perqué en aquests continguts es troben les claus principals de I'algebra
lineal.

Tot el que direm en aquesta llico (i, en general, quasi sempre al llarg del curs) és
valid per a equacions, vectors i matrius reals o complexes; pero en les interpreta-
cions geometriques treballarem normalment amb nombres reals.

5.1. EQUACIONS LINEALS

Comencarem amb una sola equacio6 lineal amb dues incognites:
EXEMPLE 5.1.
Estudi de I'equaci6

X1+2X2=3

Aquesta equacio és lineal perque les uniques operacions que fem amb les
incognites consisteixen a multiplicar-les per una constant i sumar els resultats.
Qualsevol equacid que requerisca un altre tipus d’operacio no és lineal.! En gran
mesura, 'algebra lineal és I’estudi de les equacions lineals.

Es clar que I’equaci6 (5.1) té moltes solucions, com ara, aquesta: x; = 3,
X, = 0; 0 aquesta altra: x; = 0, x» = 3/2 (simplement substituint els valors de x;
i x, donats es comprova de seguida que efectivament sén solucions de I’equacio).

De fet, aquesta equacio6 té infinites solucions, que podem trobar facilment:
aillant en (5.1) la primera incognita tindrem

de manera que donant a x, qualsevol valor podem calcular el valor adequat de x;
per a obtenir la solucié. Per exemple, per a x, = 0 obtindrem x; =3 —-2:0 = 3,

Iper exemple, x;x, = 1 0 x; + cosx, = 0 no son equacions lineals.
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aixi que retrobem la nostra primera solucié: x; = 3, x, = 0; en canvi, si partim
de x, = 1 obtindrem x; =3 —2-1 = 1ipodem assegurar que x; =1, x, =1 és
una altra solucio.

Atés que cada soluci6 de I'equacio (5.1) és un parell de nombres, x, X, resulta
molt convenient veure aquesta solucié com el vector (x, X»).
D’acord amb aquesta notacio, les tres solucions particulars de I'’equaci6 que

ja coneixem sén aquestes:
3 0 1
0 3/2 1

Aquestes solucions s’anomenen particulars, pel fet que n’hi ha moltes. Ano-
menarem soluci6é general una expressié que represente totes les solucions par-
ticulars; per a obtenir-la, tornem a la formula (5.2). Si « representa un nombre
qualsevol, llavors podem reescriure aquesta féormula de la manera segiient,

X1 =3—-2«x

Xy = X
de manera que el conjunt de totes les solucions de I’equaci6 (5.1) és
S={3-20,0) . x € K}

aixi que anomenarem solucio6 general de I'’equaci6 el vector genéric X = (3—2«, ).
Com que, aci, « representa un nombre qualsevol, direm que « és un parametre i
que hem expressat la solucié general de I'’equaci6 (5.1) en forma paramétrica.

Per simple que parega, el fet d’interpretar les solucions de les equacions
lineals com a vectors és un dels pilars de I'algebra lineal. La primera conseqiiéncia
d’aquesta interpretaci6 és que podem fer servir el calcul vectorial per a treballar
amb les solucions; per exemple, la solucié general de la nostra equaci6 es pot
expressar com

(x1,x2) = (3,0) + x(—2,1)

o, millor, el conjunt de totes les solucions d’aquesta equacio és
S=1{3,0) +x(—2,1) . x € K}

Per a visualitzar graficament les solucions de 'equacio (5.1), com que
x1+2x, = 3 és’equacio d’'una recta en el pla i ja en coneixem diverses solucions,
podem marcar-ne un parell i dibuixar la recta que les conté.
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A (1,1)

\xl +2x,=3

Les solucions de I'equaci6 es corresponen amb tots els punts d’aquesta recta.
D’altra banda, que la soluci6 general siga
X =(3,0) + x(—2,1)

significa que qualsevol solucié de I’equaci6 és la suma del vector i, = (3,0) amb
un multiple de i = (—2,1). El significat geomeétric d’aquest fet es veu en el grafic
segiient: les solucions son tots els punts de la recta que passa pel punt (3,0) i té
la direcci6 del vector 1ii.

Uy + 2U

Aixi conclou I'estudi de I’equacio (5.1). Ara tractarem una equacié amb tres
incognites.
EXEMPLE 5.2.
Solucions i interpretaci6 grafica de I'’equaci6

2x1+2x, —x3=1

Aquesta equaci6 també té infinites solucions. Si aillem la primera incognita
tindrem

X1 = 1/2—X2+ (1/2)X3
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aixi que ara encara sembla que tenim més llibertat per a trobar solucions: podem
donar qualsevol valor a x, i a x3 i, llavors, calcular el valor adequat de x; per a
obtenir una soluci6. Per exemple, si posem x, = x3 = 0 haura de ser x; = 1/2,
de manera que (1/2,0,0) és una solucié de I'’equacio6 (5.3). Altres eleccions de x»
i x3 ens proporcionen aquestes altres solucions particulars:

e B[

Per a determinar el conjunt de totes les solucions, assignarem un parell de
parametres a les variables x, i x3, com ara X, = &y, X3 = &y, i obtindrem

xX1=1/2—x,+(1/2)x3=1/2 — oy + (1/2) x>
de manera que el conjunt de les solucions és aquest:
S=1{(1/2=0 + (1/2) 0, 001, X2) © oy, &xp € K}

o bé,
§=1{(1/2,0,0) + o;(—1,1,0) + x(1/2,0,1) | &y, x, € K}

i direm que la soluci6 general d’aquesta equacio6 és
X =(1/2,0,0) + ¢;(—1,1,0) + x»(1/2,0,1)

Aixi com en 'exemple anterior el conjunt de totes les solucions es podia
interpretar com una recta en el pla, ara ’equacio (5.3) representa un pla en I'espai
tridimensional. Tots els vectors de posicioé dels punts d’aquest pla es poden
obtenir sumant el vector i, = (1/2,0,0) amb una combinacio lineal dels vectors
i, = (=1,1,0) i, = (1/2,0,1).
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Sembla clar que qualsevol equaci6 lineal es pot resoldre de la mateixa manera,
per moltes incognites que tinga. Unicament pot haver-hi algun problema quan els
coeficients (els nombres que multipliquen les incognites) sén zero. Per exemple,
en ’equacio

0x; +2x, +3x3 =5

no podem aillar la primera incognita (de fet, aquesta incognita pot ser invisible,
si escrivim ’equacié com 2x, + 3x3 = 5), pero si que podem aillar la segona
incognita,

3
- 53
de manera que ara son x; i x3 les incognites a les quals donarem valors arbitraris
iles solucions es poden expressar com x; = Xy, Xp = 5/2 — (3/2) Xy, X3 = .
Aixi que el conjunt de totes les solucions és

S =1{(0,5/2,0) + ;(1,0,0) + x»(0,—3/2,1) ! &y, x, € K}

Aixi, doncs, per a resoldre una equacio6 lineal I'nic que hem de fer és aillar
una incognita el coeficient de la qual no siga zero i substituir totes les altres
incognites per parametres. Tot i aix0, hi ha un parell de casos patologics:

Xy =

N v

1. En I'’equacio
0x1 + OX2 =0

no es pot aillar cap incognita! Pero tot i aixo, és evident que qualsevol vector
bidimensional n’és solucio, és a dir, que la solucio és x; = «;, X> = X».

2. I tampoc podem aillar cap incognita en I’equacio
0x; +0x,=a, (a=0)
Pero el que passa ara és que aquesta equacio no té cap solucio.

El quadre segiient resumeix totes les possibilitats que pot haver-hi:

Discussio i resolucié de I'’equaci6 lineal
a|x, +ax, ++a,x,=b

1. Si algun coeficient a; és no nul, llavors I’equacio és consistent (o compa-
tible), és a dir, té alguna solucio.
Les solucions s’obtenen aillant x; i substituint totes les altres incognites
per parametres.

2. Si tots els coeficients aq, a,,..., a,, son iguals a zero, llavors

2.1. Si b # 0 llavors, ’equaci6 és inconsistent (o incompatible), és a dir,
no té cap solucio.

2.2. Si b = 0 llavors, I'equaci6é és consistent i qualsevol conjunt de
nombres X1, X», ..., X, €s solucio6.
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5.2. SISTEMES D’EQUACIONS LINEALS

Ara ens ocuparem dels sistemes d’equacions lineals. Es tracta de trobar les
solucions comunes a dues o més equacions.
EXEMPLE 5.3.

Estudi del sistema d’equacions lineals {

El sistema es pot resoldre molt facilment sense més que fer una senzilla
operacio d’eliminacio6: si a la segona equacio li restem la primera obtindrem un
nou sistema que és equivalent al sistema inicial pero en el qual la segona equacio
només té una incognita:

X1 + 2X2 =3
— 3X2 = —6

aixi que dividint la segona equaci6 entre —3 obtenim el valor de la segona incog-
nita, x, = 2, i el sistema es converteix en

X1+2x2=3
XZZZ

Finalment, podem restar a la primera equacio el doble de la segona,

X1 =-1
X2=2

En definitiva, el nostre sistema té una soluci6 tnica: (x;,x,) = (—1,2). Com
que sempre que es resol un problema cal comprovar els resultats, convé que ens
assegurem que la solucio és correcta substituint x; = —1, x, = 2 en I’equacio
original:

X1 +2x,=—14+2-2=3

X1 — X2:_1_2:_3

= En aquest curs no sempre comprovarem els resultats, perque aixo només
serviria per a fer-lo més tedios, pero, sempre que resolgueu un problema,
heu de comprovar que els resultats sén correctes.

En farem dues interpretacions grafiques. En primer lloc, com que la soluci6
general de cadascuna d’aquestes equacions representa una recta, resulta que
I'tinica soluci6é comuna a les dues equacions és la interseccidé d’aquestes dues
rectes.
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Xl_X2:_3

/ \x1+2x2=3

Per a visualitzar geometricament la solucié des d'un altre punt de vista, més
interessant, ens convé observar que el sistema

x1+2X2=3

X1 — X2:_3

és equivalent a I’equacio vectorial

ali] el 2]= 5]

aixi que trobar una solucio del sistema lineal és equivalent a escriure el vector
(3, —3) com a combinacio lineal dels vectors 1i; = (1,1) i i, = (2,—1). Per tant,
la soluci6é x; = —1, x, = 2 (que hem obtingut fa un moment) significa que podem
obtenir el vector i = (3, —3) amb la combinaci6 lineal —11i; + 21ii,:

RN
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Si mirem de generalitzar el resultat que hem trobat en aquest exemple, sembla
que un sistema de dues equacions lineals amb dues incognites ha de tenir una
soluci6 unica, atés que la solucié de cada equaci6 és una recta i llavors el punt
interseccio de les dues rectes és la solucio del sistema; o bé, mirant-ho des
del punt de vista de les combinacions lineals dels vectors, sembla que qualsevol
vector de K? s’ha de poder escriure com a combinacio lineal de dos vectors donats.
Doncs bé, aix0 és cert quasi sempre, pero hi ha un parell de casos especials en
els quals no és aixi. Els segiients exemples ho posaran en clar.

EXEMPLE 5.4.

X1+2X2=3

Estudi del sistema d’equacions lineals
3x; +6x, =9

Repetint I'estrategia d’eliminacié, haurem de restar a la segona equacio el
triple de la primera, per tal d’eliminar-hi la incognita x;. Llavors obtenim el
sistema seguent:

X1 + 2X2 =3
0=0

Ila segona equacio ha desaparegut! (perque 3x; —3x; =0, 6x, —3(2x,) =01
9 — 3 -3 = 0), de manera que el sistema ha quedat reduit a una sola equacio6 (la
nostra ben coneguda equaci6 de 'exemple 5.1), la soluci6é general de la qual és
(x1,x72) = (3,0) + x(—2,1). En definitiva, el sistema té infinites solucions (com
en el cas d’'una sola solucié, anomenarem solucio particular cadascuna d’aquestes
solucions i solucio general a una expressio que les englobe totes).

Evidentment, aix0 passa perque la segona equacio és exactament el triple de la
primera, de manera que en realitat no suposa cap restriccié nova a les incognites.
Graficament, si cada equaci6 representa una recta, el que passa és que les dues
equacions representen la mateixa recta.

\\

N x4+ 2x, =3

3x; +6x, =9

Per veure qué passa amb la interpretacio vectorial del problema, escrivim el
sistema en forma vectorial:

x1+2x, =3 1 2 3
3x; +6x, =9
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Aixi que resoldre el sistema lineal és el mateix que el vector (3,9) com a
combinaci6 lineal dels vectors (1,3) i (2,6), pero aixo es pot fer de moltes
maneres: per exemple, (1,3) + (2,6) = (3,9); pero també

3(1,3) +0(2,6) = (3,9)
(1,3) +(2,6) = (3,9)
2(1,3) +(1/2)(2,6) = (3,9)
0(1,3) +(3/2)(2,6) = (3,9)

(1,3) 5(2,6)
(2,6)

(1,3) (1,3) %(2,6)

(1,3) (1,3) (1,3)

(3,9 =3(1,3) (3,9 = (1,3) + (2,68,9) = 2(1,3) + ;(2,6) (3,9) =3(2,6)

EXEMPLE 5.5.

X1 +2x, =3

Estudi del sistema d’equacions lineals
3X1 + 6X2 =1

Restem a la segona equacio el triple de la primera, per a eliminar la primera
incognita,
X1 + 2X2 =3
0=-8

I el que passa ara és que la segona equacié no pot tenir cap solucio, aixi que el
sistema tampoc no té solucions.

Si cada equacié representa una recta, el problema és que les dues equacions
del nostre exemple corresponen a rectes paralleles, aixi que no tenen cap punt
en comu:
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En aquest cas, la forma vectorial del siste-
ma és aquesta:

alaefi] =[1]

i el problema consisteix a expressar el vec-
tor (3, 1) com a combinacio lineal dels vec-
tors (1,3) i (2,6). Pero, com que el vector
(2,6) és proporcional a (1, 3), resulta que
tots dos determinen la mateixa recta, i no-
més els vectors que es troben sobre aques-
ta recta (que son els de la forma «x(1, 3))
es poden expressar com a combinacions
lineals d’aquells dos vectors.

En altres paraules, les combinacions line-
als dels vectors 1, = (1,3) i, = (2,6)
son els vectors proporcionals a i;; com
que el vector i = (3,1) no és un multiple
de i, llavors 'equacio x;i; + x,i, = il
no té cap solucio.

\xl +2x,=3

3Xl +6X2 =1

(1,3)

(2,6)

(3,1)

w  El fet que (2,6) siga un multiple de (1, 3) fa que algunes equacions (com la
de I'exemple 5.4) tinguen infinites solucions i, en canvi, altres (com la de

I’exemple 5.5) no en tinguen cap!

Acabarem estudiant un sistema de dues equacions amb tres incognites.

EXEMPLE 5.6.

Resoluci6 del sistema lineal {

X1 — X2+X3:0

2x1+2x, —x3=1
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En primer lloc, eliminarem x; de la segona equaci6 restant-hi la meitat de la

primera,
2x1 +2x5 — x3=1

i també eliminarem x, en la primera equacio, sumant-hi la segona equacio:

2Xx + (1/2)x3
— 2x2 + (3/2)9(3

1/2
-1/2

de manera que les dues equacions es poden resoldre aillant x; i x, i assignant a
x3 un valor arbitrari. Si dividim la primera equacié entre 2 i la segona entre —2
encara sera més senzill obtenir la solucio:

X1 +(1/4)x3 =1/4

Aixi que,

i és clar que la soluci6 general d’aquest sistema és
X =1(1/4,1/4,0) + x(—1/4,3/4,1)

Graficament, cada equaci6 d’aquest sistema representa un pla, de manera que la
solucio6 del sistema és la recta intersecci6 dels dos plans.

Des d’un altre punt de vista, el fet que aquest sistema tinga moltes solucions
vol dir que hi ha moltes maneres d’expressar el vector (1,0) com a combinaci6
lineal dels tres vectors (2,1), (2,—1) i (1,—1). La figura segiient en mostra un
parell.

(=1,1) (2,1) (=1,1) (2,1)

(1,0) (1,0)
3

N

(2,-1) (2,-1)

(1,0) = }1(2,1) + 2_1(2’_1) +0(1,-1) (1,0) =0(2,1) +1(2,-1) +1(—1,1)
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5.2.1. CLASSIFICACIO DELS SISTEMES LINEALS ATENENT AL NOMBRE DE SO-
LUCIONS

Els darrers exemples mostren que hi ha sistemes d’equacions lineals que tenen
una solucié unica, d’altres que en tenen més d'una i d’altres que no en tenen cap.
En conseqiiéncia, podem classificar els sistemes en les seglients categories:
DEFINICIONS 5.1.

1. Un sistema d’equacions lineals és inconsistent (o també, incompatible)
quan no té cap solucio.

2. En cas que el sistema tinga alguna soluci6, aleshores I’anomenem con-
sistent (o compatible).

Els sistemes consistents poden ser

(a) Determinats, quan tenen només una solucio.

(b) Indeterminats, quan en tenen més d’'una.

5.3. LES FORMES VECTORIAL I MATRICIAL D’UN SISTEMA D’EQUACIONS LINE-
ALS. QUATRE PROBLEMES EQUIVALENTS

En aquest apartat, introduirem una nova forma de representar els sistemes lineals
(la més compacta i també la més interessant des del punt de vista de 1’algebra
lineal). Com hem vist als exemples, un sistema de m equacions lineals amb n
incognites,

a;x, + a12X> + -+ A1pXy = bl

a» X, + ArX»H + -+ ArpXy = bz

A1 X1 + A Xy + 0+ Ay Xy = by

és equivalent a 'equaci6 vectorial

an ap app b,

a a a b
x4 21 | 4 X, 2| 4 x, 22 | _ 2

Am1 A2 Amn bm

o bé

-

Xlﬁ_il + X20_i2 + -+ Xnﬁ_in =b
s Aquesta és la forma vectorial del sistema.

=y Resoldre el sistema d’equacions lineals és equivalent a expressar el vector
b com a combinacio6 lineal dels vectors ay, do,..., Gy,
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Pero, si recordem que el producte d'una matriu per un vector és una combina-
ci6 lineal de les columnes de la matriu,

apy Ay vt Qg X1

- - - a a a X
X181 + Xy + v+ Xpdy = | 2 TR 2n 2
Am1 Am2 " Amn Xn

observarem que el sistema lineal també és equivalent a ’equacié matricial

app Ay vt A X1 b,
Az Ay v don || X2| _ | b2
Am1 Am2 " Amn Xn bm

que podem expressar com
AX =D

w Aquesta és la forma matricial del sistema.

= Resoldre el sistema d’equacions lineals és equivalent a resoldre una equacio
matricial.

I encara hi ha una altra interpretacié del sistema d’equacions lineals: una
transformacio lineal de K™ en K™ és una aplicaci6 de la forma f(X) = AX (si A
és una matriu m X n i X un vector de K™, llavors f(X) és un vector de K™).2 Per
tant, el sistema lineal AX = b es pot escriure com f(X) = b, aixi que

= Resoldre el sistema d’equacions lineals és equivalent a trobar les antiimatges
del vector b en una transformacio6 lineal.

En resum, si A és una matriu m X n i b un vector n-dimensional, els quatre
problemes segiients s6n equivalents:

(a) Trobeu n nombres x1, X5, ..., X, tals que

annx, + aA12X> + -+ A nXy = bl
a1 Xy + ArpX» + -+ AopnXy = bz

Ap1 X1 + Ay Xo + - + ApnXn = b

(b) Trobeu els pesos adequats perque el vector b siga combinacio lineal de les
columnes de la matriu A.

(c) Trobeu el vector X per al qual AX = b.

(d) Si f(X) = AX, trobeu una antiimatge % del vector b.

2Recordeu que si y = f(¥) es diu que ¥ és la imatge de X i que X és una antiimatge de .
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5.3.1. MATRIUS ASSOCIADES A UN SISTEMA LINEAL

Als efectes practics, per a discutir i resoldre un sistema lineal, farem servir un
parell de matrius:

apn  arp vt A
, a a a . . - .
La matriu A = 21 22 2n | és la matriu de coeficients del sistema,
Am1 Am2 ™ Amn

el vector de termes independents és b = (by, by, -, b,,) i el vector incognita és
55 = (X1’X21 ;Xn)-
Per ultim, anomenarem matriu ampliada la matriu que s’obté afegint el vector

ap ap v am | b
- . - a a -a b
b a la matriu A. [A ‘ b] =72 22 n 2

Am1r Am2 " Amn bm

Aquesta matriu conté tota la informacio necessaria sobre el sistema.3

5.4. METODE DE REDUCCIO DE GAUSS-JORDAN (PRIMERA APROXIMACIO)

Fins ara, hem resolt només sistemes de dues equacions. Pero 'estrategia d’eli-
minacio (sumar o restar a una equacié un multiple adequat d’'una altra) es pot
fer servir per a resoldre molts altres sistemes d’equacions lineals. De fet, tots
els sistemes lineals es poden discutir, i resoldre, en cas que tinguen solucio,
mitjancant un metode general molt simple, el métode d’eliminaci6 (o, més ben
dit, de reduccio) de Gauss-Jordan.

Laideabasica del metode de Gauss-Jordan és eliminar x; de totes les equacions
excepte de la primera; fer el mateix amb x»,, eliminat-la de totes les equacions tret
de la segona, i aixi successivament: En el millor cas, aixo conduira a la separaci6
de les incognites, de manera que cada equacio es podra resoldre independentment
de les altres.

En comptes de treballar directament sobre el sistema lineal, ho farem amb
la matriu ampliada. Tot i aix0, perqueé s’entenga perfectament el procés, en el
primer exemple treballarem en parallel amb el sistema lineal i la matriu ampliada.
EXEMPLE 5.7.

X1 + Xp — X3 = 1
Discussio i resolucio del sistema lineal X1— Xo+ x3=0
2x1 +4x, +4x3 =3

3Recordem que la ratlla vertical entre les matrius A i b no té cap significat matematic; inicament
ens serveix per a separar els vectors de coeficients del vector de termes independents. Com que en
moltes aplicacions b sera una matriu en comptes d’un vector, aquesta ratlla ens sera molt util, per
tal de delimitar on acaba la matriu de coeficients i comenca la de termes independents.
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La matriu ampliada d’aquest sistema és
1 1 —-1]1
[A|B]=|1 -1 1]o0
2 4 43

El primer pas consisteix a sumar (o restar) un multiple adequat de la primera
equacio a la segona de tal manera que desaparega x; de la segona equacio. Aixo
es pot aconseguir, en aquest sistema, restant a la segona equacio la primera

(X1 =X+ x3) — (X1 + X, —Xx3) =0—1 <= —2x, +2x3=—1
(o restant la primera fila de la matriu ampliada a la segona fila):
(11 _11 1’0) - (1, 11 _11 1) = (01 _2’ 2, _1)

de manera que el sistema lineal es transforma en

—2x, +2x3 = —1 0 -2 2|-1

X1+ xo— x3=1 {1 1 -1 1}
2x, + 4x, + 4x3 = 3 2 4 4] 3

Per a eliminar x; de la tercera equaci6 (fila), hi restem el doble de la primera:

X1+ Xo— x3=1 1 1 -1| 1

El segiient pas consistiria a eliminar x, de les equacions primera i tercera. Tot i
aixo, ho farem només amb la tercera equacio (la reducci6 de la primera la farem
més endavant, perqué d’aquesta manera ens estalviarem alguns calculs). Aixi que
restem la segona equacio a la tercera.

X1+ xp— x3=1 1 1 -1 1
8x; = 0 0 0 8| 0

Ara ja hem eliminat les incognites per sota (x; ’hem eliminada en la segonaien
la tercera equacions i x», en la tercera). Ara eliminarem per damunt. Comencarem
per x3, eliminant-la en les dues primeres equacions: sumem la tercera equacio,
dividida entre 8, a la primera:

X1+ x =1 1 1 0] 1
—2xp +2x3=—1 {0 -2 2 —1}

85 = 0 0 0 8| 0
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irestarem la tercera equacio, dividida entre quatre, a la segona:

X1+ X =1 1 1 0] 1
— 2, =-1 {0 -2 0 —1}
8x3 = 0 0 0 8| 0

Per ultim, eliminem Xx, a la primera equacié sumant-hi un mig de la segona:

— 2%, =1 0 -2 0] -1
0 8

8x; =0 0 0

Ara cada equaci6 conté una sola incognita, aixi que la soluci6 s’obté dividint la
segona equacio entre —2 i la tercera entre 8:

X =1/2 1 0 0/1/2
X =1/2 01 0/[1/2
x3=0 00 1| 0

El sistema és determinat i la soluci6 general és

X =1(1/2,1/2,0)

Les tres equacions representen tres plans, de manera que la intersecci6 de
cada dos d’aquests plans és una recta. El sistema és determinat perqueé les tres
rectes es tallen en un punt.

EXEMPLE 5.8.

3x, +3x3=1
Discussio i resolucio del sistema lineal {x; — x, — x3=0
X1 +2x, +2x3=1

Repetim la mateixa estratégia. La matriu ampliada és

0 3 3|1
1 -1 —-110
1 2 2|1

Aquest sistema presenta un problema que encara no haviem trobat: se su-
posa que hem d’eliminar x; en totes les equacions excepte la primera, pero és
precisament a la primera equacié que el coeficient de x; és zero. Per resoldre
aquest problema intercanviarem les dues primeres equacions (files).

3x, +3x3 = 1 0 3 3|1

X1— Xp— x3=0 [1 -1 -1 0]
x1+2x2+2x3=l 1 2 2 1
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Eliminem x; de la tercera equacio, restant-hi la primera (restem la primera fila a

la tercera),
1 -1 —-110
{O 3 3 1}
0 3 311

Restem la segona fila a la tercera:

1 -1 —-1|0
0 3 31
0 0 0]0

Ara hauriem d’eliminar x5 de les dues primeres files, pero no ho podem fer,
perqué aquesta incognita ha desaparegut de la tercera fila. El que si que es pot
fer és eliminar x, a la primera fila, sumant-hi un terc¢ de la segona.

1 0 0|1/3
0 3 3|1
0 0 0 O

Dividim la segona fila entre 3, perque el coeficient de x, siga 1,

1 0 0|1/3
0 1 1|1/3
0 0 0] O

Aixi doncs, el sistema original és equivalent a

1 00 1/3 X, 1/3
{O 1 1} X = [1/3}, és a dir, {xz +x3] = {1/3]
0 0 O 0 0 0

Aquest sistema es resol aillant les incognites x; i x5,

X1 = ]./3
Xy = 1/3—X3

i donant a x3 un valor arbitrari, x3 = «:

x1=1/3
X, =1/3 -«
X3 = X

El sistema és indeterminat i la soluci6é general, en forma vectorial, és aquesta:

X =(1/3,1/3,0) + «(0,-1,1)
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EXEMPLE 5.9.

X1 + X + X3 = 1
Discussio i solucions del sistema lineal {x; — x, — x3 =0
X1 —3x, —3x3=3

La matriu ampliada és aquesta:

1 1 11
1 -1 -1/0
1 -3 3|3

Primer pas: a la segona i a la tercera files els restem la primera.

1 1 1 1
0 -2 —-2|-1
0 -4 -4 2

Segon pas: restem el doble de la segona fila a la tercera.
1 1 1 1
0 -2 —-2|-1
0 0 0 4

Aquesta és la matriu ampliada del sistema

1 1 1 1
0 -2 —2|x=|-1
0 0 0 4

I com que, aci, la tercera equacio és 0 = 4, podem concloure que el sistema és
incompatible.

i En els tres exemples d’aquest apartat, per a eliminar les variables, hem fet
sempre el mateix tipus de transformacio: utilitzar una fila de la matriu
per a modificar les altres. Aquest és el tipus d’operacié elemental més
important. En la fase final, si el sistema era compatible, inicament hem
hagut de dividir cada equaci6 pel primer coeficient per a trobar el valor de la
incognita corresponent. A més a més, en una ocasiéo hem hagut de permutar
dues files de la matriu. D’aix0 també en direm operacions elementals.

i Aquestes operacions transformen la matriu ampliada del sistema lineal en
una altra matriu d’un tipus especial que ens permet decidir facilment si el
sistema tenia solucions i, en aquest cas, calcular-les. Aquest tipus especial
de matrius s’anomenen esglaonades.

En la llic6 propera definirem definitivament les operacions elementals i les
matrius esglaonades i descriurem adequadament I’algorisme de Gauss-Jordan.
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5.5. RESuUM

Equacions lineals
Una equacio6 és lineal si té la forma a,x; + a,x, + - +a,x, = b (a,,a,,...,a,,b € K).

- a;,a,,...,a, son els coeficients.

- b és el terme independent.

- X1,X2,..., X, SON les incognites.
Discussio i resolucio

- L’equaci6 0x,; + 0x, + - + 0x,, = 0 és consistent (0 compatible) i tots els vectors
de K" en son solucio.

- L’equacio 0x; + 0x, + - + 0x,, = b és inconsistent (0 incompatible) si b + 0.
- Si algun coeficient a; és no nul llavors, 'equacié a,x; + a,x, + - +a,x, =b
és consistent (o compatible).

- La soluci6 s’obté aillant x; i canviant totes les altres incognites per
parametres:

- La solucio es pot expressar en la forma
)? = 550 + O(lﬁl + 0(2122 + -+ O(n_lﬁn_l

Sistemes d’equacions lineals
Un sistema de m equacions amb n incognites és lineal si té la forma

a; X, + a12X> + -+ A1 Xy = bl

a» X, + Ar2X> + -+ ArpXy = bz

Ay X1 + Ao X + = + A Xy = by,
- Ay1,A12, - Ay SON €l coeficients.
- by, b,,...,b,, son els termes independents.

- X1,X2,...,X, SON les incognites.

ap ap ... Ay
. . . . a a ..ooa
La matriu de coeficients és A = | “%! 22 n
Am1 A2 Aypn
a ap A, | by
a; Ay ... Ay | by

La matriu ampliada és [A | E] =
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El sistema lineal pot expressar-se en forma vectorial com

an ap Ain b,

a a a b
X, 2a | X, 2| 4.t X, 2n | _ 2

A A2 Amn bm

o bé
Xlt_il + Xzﬁz + -+ Xnt_in = b

El sistema lineal pot expressar-se en forma matricial com

apn adpp i X1 b,
Az Az Agn || X2 | _ | b2 obé AX =D
A A2 Amn Xn bm

Sif(xX)= D, resoldre el sistema lineal és equivalent a trobar I'antiimatge
X =f"'(b)
Classificacio

1. Consistent (o compatible) si té alguna solucio.

(a) Determinat, quan té només una solucio
(b) Indeterminat, quan en té més d’una.
2. Inconsistent (o incompatible) quan no té cap solucio.

i El sistema és compatible si i només si el vector dels termes independents
és combinaci6 lineal dels vectors dels coeficients.

= Per saber si un sistema lineal té solucions, i per calcular-les,
farem servir I’algorisme de Gauss-Jordan, que descriurem a la lli¢6 segiient.

5.6. EXERCICIS

ExXERcIcI 5.1. Classifiqueu les equacions segiients (és a dir, dieu si s6n con-
sistents o inconsistents) i, en cas que siguen consistents, calculeu-ne totes les
solucions. En tots els casos, les incognites son x;, x, i x3.

@ x1+x+x3=1 (b) x,+x3=0 © x1—x3=-1
(d x,=0 (e) Ox3=0 ) O0x;+0x,+0x3=1

(solucio: pag. 520)
EXERCICI 5.2. Discutiu i resoleu, en cas que siguen compatibles, els sistemes

lineals segiients. Utilitzeu I'algorisme de Gauss-Jordan tal com ho hem fet als
exemples d’aquesta unitat.
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3x; +2x, + x3 =10 3x; +2x, + x3 =10
(@ 2x;+ x» =4 b)) 2x;+ x» =4
X1 — X3 =—2 X1 —x3=0
3x; +2x, +x3 =10
(© {2x;+ x =4

X1+ Xp—x3=0
(solucio: pag. 520)

EXERCICI 5.3. Trobeu tots els vectors que s6n ortogonals als dos vectors (1, —1,0)
i(1,0,1).
(solucio: pag. 522)

EXERCcCICI 5.4. Escriviu el sistema lineal

3x; +2x, + x3 =10
2x1+ Xp =4

X1 _X3:_2

en forma vectorial i en forma matricial. Digueu quina és la matriu de coeficients i
quina la matriu ampliada.
(soluci6: pag. 523)

EXERCICI 5.5. Si f . R? — R? és I'aplicacio definida com
f(x1,x) = (x1 + x,X; — 3X5), calculeu les antiimatges f~1(0,0) i f~%(1,1) i
(a) demostreu que f és bijectiva.

(soluci6: pag. 523)

EXERCICI 5.6. Sila matriu de coeficients d'un sistema lineal és una matriu 7 X 5,
quantes incognites i quantes equacions té el sistema? Quants components té el
vector de termes independents? I el vector incognita?

(soluci6: pag. 524)

EXERCICI 5.7. Proveu que quan un sistema lineal és indeterminat, en realitat té
infinites solucions.
(solucio: pag. 524)



LLICO 6. MATRIUS ELEMENTALS. ALGORISME DE GAUSS-JORDAN

Divide et impera
(senténcia atribuida a Juli César)

En la llicé anterior hem fet servir alld que anomenem operacions elemen-
tals per a transformar els sistemes lineals (o les matrius associades a
aquests sistemes) a una forma esglaonada, que ens permet decidir si el
sistema és consistent i, si ho és, resoldre’l. Ara estudiarem les matrius
elementals, que ens permeten interpretar les operacions elementals com
a productes de matrius, i explicarem qué vol dir que una matriu és esgla-
onada.

Amb aquests instruments podem descriure de manera precisa I'algorisme
de Gauss-Jordan.

6.1. MATRIUS ESGLAONADES I OPERACIONS ELEMENTALS

DEFINICIO 6.1.
Una matriu és esglaonada quan compleix aquestes condicions:

1. Si hi ha files nulles i no nulles llavors, les files nulles estan per davall
de les no nulles, i

2. Siha ha més d'una fila no nulla, el primer element no nul (per I'esquerra)
de cada fila, a partir de la segona, es troba més a la dreta que el primer
element no nul de la fila anterior (en altres paraules, per davall del
primer element no nul de cada fila només hi ha zeros). Aquest primer
element no nul és un element principal o pivot de la matriu.

Una matriu és esglaonada reduida si és esglaonada i, a més,

3. Tots els seus pivots son 1 (d’aci que també els anomenem uns principals).

4. Tots els elements situats per damunt dels pivots s6n zeros.

EXEMPLE 6.1.

Les matrius segiients son esglaonades, pero nomeés I'altima és esglaonada
reduida:

01 2 3 01 2 3 01 0 3 01 0 3
00 -2 3 0 01 3 00 2 3 0 01 3| o
00 0 O 0 0 0O 00 0O 0 0 0O

En les matrius esglaonades anomenem columnes principals (o columnes pivot)
les que contenen un element principal. Si la matriu és esglaonada reduida, totes
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les entrades de les columnes principals, tret de 1'u principal, sén zeros.

= [’objectiu de I'algorisme de Gauss-Jordan és transformar una matriu qual-
sevol en una que siga esglaonada reduida mitjancant les transformacions
que s’anomenen operacions elementals.

DEFINICIONS 6.2.
Una operacio elemental és una transformacié matricial d'un qualsevol d’a-
quests tres tipus:

Permutacio de dues files: Intercanviar ’ordre entre dues files.

Escalat d’una fila: Multiplicaci6 d’una fila per un nombre no nul.

Operacio6 de reducci6é: Sumar a una fila un multiple adequat d’una altra fila.
0, més ben dit, substitucié d'una fila pel resultat de sumar-hi un multiple
d'una altra fila.

= Només hi ha aquests tres tipus d’operacions elementals. Molt sovint es
pot esglaonar un sistema fent servir altres transformacions, semblants a
aquestes, pero que no son estrictament operacions elementals; nosaltres
utilitzarem només operacions elementals.

= En particular, cal remarcar que les operacions més importants —les de
reduccié— consisteixen en canviar una fila de la matriu pel resultat de
sumar a aquesta fila un multiple d'una altra: per exemple, podem canviar la
primera fila, f;, per f; — (1/2)f> (la primera menys la meitat de la segona),
pero no pel doble de la primera menys la segona: canviar f, per 2f, — f»
no és una operacio elemental.!

DEFINICIONS 6.3.

(a) Dues matrius A i B son equivalents per files si podem transformar A en B
mitjancant un nombre finit d’operacions elementals.

(b) Si la matriu esglaonada S és equivalent a A direm que S és una forma
esglaonada de A.

(c) Sila matriu esglaonada reduida R és equivalent a A direm que R és la
forma esglaonada reduida de A.

Una matriu té moltes formes esglaonades, pero la forma esglaonada reduida
és Unica, és a dir, que per a qualsevol matriu A hi ha una sola matriu esglaonada
reduida que és equivalent per files a A. Si us interessa, trobareu la prova a
I'apéndix 8.7 de la lli¢o 8.

LEn tot cas, en serien dues: canviar f; per f; — (1/2)f> i, després, multiplicar-la per 2.
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El fet més important sobre les operacions elementals és que aquestes operaci-
ons es poden interpretar com multiplicacions matricials:

s Cada operaci6 elemental sobre la matriu A és el producte d'una matriu
especial per la matriu A.

Aquestes matrius especials les anomenarem matrius elementals.

6.2. MATRIUS ELEMENTALS

En els exemples d’aquest apartat treballarem amb matrius elementals 4 X 4 (les
matrius elementals sén sempre quadrades) i amb una matriu A amb quatre files.
DEFINICIO 6.4. (MATRIU ELEMENTAL)

Una matriu és elemental si es pot obtenir fent una inica operaci6é elemental
sobre la matriu identitat.

Com que hi ha tres tipus d’operacions elementals, també n’hi haura tres, de tipus
de matrius elementals. Per exemple, les matrius

1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
0 010 01 0 O 01 00
01 0O 0 0 2 0 0010
00 01 0 0 01 00 21

son exemples de cadascun dels tres tipus (permutant les files segona i tercera de
la matriu identitat obtenim la primera matriu, multiplicant-hi per 2 la tercera fila
trobem la segona i la tercera és el resultat de sumar el doble de la tercera fila a la
quarta.

6.2.1. MATRIUS ELEMENTALS DEL TIPUS PERMUTACIO

DEFINICIO 6.5.

La matriu elemental del tipus permutacio E; ; és la matriu que resulta d’inter-
canviar les files i i j de la matriu identitat.

Per exemple,

Bz = Eiq=

[N ool
(= e
S OO
—_ o O O
— o OO
SO~ O
(=N N e N}
o O O
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Vegem queé passa quan multipliquem una matriu elemental del tipus permuta-

cio (per exemple, la matriu E; 3) per una altra matriu:

1 00 07[7A A A
EoAZ |0 O 1 Of|Ax| _ |0A +0A; + 1A;+0A; | _ | Ay
23 01 0 O0f]Ag 0A; + 1A, + 0A; + 0A, A,
0 0 0 1][A, A, A,

La matriu E; ;A és la que s’obté permutant les files i i j de la matriu A. En altres
paraules,

> Multiplicar una matriu elemental del tipus permutaci6 per A és el mateix
que aplicar (a A) una operaci6 elemental del tipus permutacio:

E; jA permuta les files i i j de A.

6.2.2. MATRIUS ELEMENTALS DEL TIPUS ESCALAT

DEFINICIO 6.6.

La matriu elemental del tipus escalat E;(x) és la matriu que resulta de mul-
tiplicar la fila i de la matriu identitat pel nombre « (0, més simplement, el
resultat de substituir en la matriu identitat I'’element diagonal que es troba
en la posicio6 (i,1) per «).

Per exemple,

1 0 0 0 1 0 0 0

{0 3/2 0 O |0 10 0

BB/2)=10 0 1 0 B=2=15 01 o

0O 0 01 00 0 -2

Si multipliquem, per exemple, E; () per la matriu A obtenim

10 1 0 Of|Ay] _ A, A
El@A=10 0 1 of|a|~ A, | A,
0 0 0 1]ILA A, A,

i Multiplicar la matriu E;(x) per una matriu A és equivalent a multiplicar la
fila i de A per «.

E;(ox) A multiplica la fila i de A pel nombre «.
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6.2.3. MATRIUS ELEMENTALS DEL TIPUS REDUCCIO

DEFINICIO 6.7.

La matriu elemental del tipus reduccio E; j(x) és la matriu que resulta de
sumar a la fila i de la matriu identitat la fila j multiplicada pel nombre & (o,
més simplement, el resultat de substituir en la matriu identitat I'’element que
es troba en la posici6 (i, j) pel nombre ).

Per exemple,

1 0 0 O 1 00 0
3/21 0 0 01 0 0
E1B/2 =17 0 1 0 Bal=2)= 1o o0 1 -2
0 0 0 1 0 0 O 1
En multiplicar una matriu d’aquest tipus per la matriu A trobem
1 0 2 07[1A 1A, + 0A, + 2A; + 0A, A, + 2A,
101 0 Of|A]| _ A, B A,
E1’3(2)A - 0 01 O A3 - A3 - A3
0 0 0 1Jf[A A, A,

v Multiplicar la matriu E; () per una matriu A és equivalent a sumar a la fila
i de A la fila j multiplicada per «.

E; j(x)A suma la fila j de A multiplicada pel nombre « a la fila i.

6.3. ELS ALGORISMES DE GAUSS I DE GAUSS-JORDAN

L’algorisme de Gauss és la primera fase del de Gauss-Jordan. Aquest algorisme
computa una forma esglaonada de qualsevol matriu. La idea basica és la mateixa
que hem fet servir en els exemples de la llic6 anterior, pero en comptes d’eliminar
cada incognita de totes les equacions excepte una, ara només I’eliminarem en
les equacions que es troben per davall de I’element principal. Naturalment, no
treballarem amb equacions sin6 amb matrius.

Direm que la matriu A és esglaonada fins la columna v si la submatriu
[dl a, - ZLY] és esglaonada i [511 a, - dYH] no ho és. També direm
que les files de A que contenen els pivots d’aquesta submatriu esglaonada son
pivotades i que d, ., és la primera columna no esglaonada.

Per exemple, la matriu

0 3.00 -1 0 2
0 0 0 1 2 4 -5
00 00 0 0 3
00 00 0 4 -3
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és esglaonada fins la cinquena columna i les dues primeres files son pivotades

(perque contenen els pivots 3 i 1). La primera columna no esglaonada és la sisena.
Algorisme de Gauss

Aquest algorisme calcula una forma esglaonada de la matriu A

Partim de la matriu A i la transformarem fins que siga esglaonada
Repetiu...

Elecci6 del pivot: Entre totes les files no pivotades de la matriu
elegiu la que tinga un element no nul en la primera columna
no esglaonada (si n’hi ha més d’una, elegiu-ne una qualsevol).
Aquesta és la fila pivot i el seu primer element no nul és el
pivot.

Si la fila pivot no és la primera entre les no pivotades, feu
una permutaci6 de dues files perque ho siga.

Esglaonament: Feu iguals a zero tots els elements davall el pivot,
sumant a cada fila per sota de la fila pivot un multiple adequat
d’aquesta fila.

... fins que la matriu siga esglaonada.

En qualsevol moment del procés podeu fer una operaci6é elemental del tipus
escalat.

= Notem que totes les transformacions que fem en aplicar aquest algorisme
son operacions elementals, de manera que la matriu esglaonada es pot
obtenir multiplicant unes quantes matrius elementals per la matriu A.

EXEMPLE 6.2.
Apliqueu I'algorisme de Gauss per a trobar una forma esglaonada de la matriu

00 -2 7

A_|2 4 -10 12
T2 4 -12 19
2 4 -5 -5

Justifiqueu cada operacié elemental com un producte de matrius.

Podem elegir qualsevol fila com a pivot, excepte la primera; per exemple, la segona.
Aixi que permutem les files primera i segona (co és, hi multipliquem la matriu
elemental del tipus permutacio E; »):

2 4 —10 12
o0 -2 7
Ei2A = 2 4 —12 19
2 4 -5 =5
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Ara fem zeros per davall de a;;; restem la primera fila a la tercera i a la quarta
(és a dir, premultipliquem, successivament, les matrius E3 ;(—1) 1 E4;(—1)):

2 4 -10 12
o o0 =2 7
E4,1(_1)E3,1(_1)E1,2A: 0 0 -2 7
0 O 5 —17

La matriu ja és esglaonada fins la segona columna. Ara la fila pivot pot ser la
segona, la tercera o la quarta. Ens quedem amb la segona i tornem a fer zeros
per davall del pivot: restem la segona fila a la tercera i la sumem (la segona),
multiplicada per 5/2, a la quarta.

2 4 -—-10 12
0 0 -2 7
E42(5/2)E3(—1)E4 (—1)E3 1 (—1)E; A = 0 0 0 0
0 0 0 1/2

Ara la matriu és esglaonada fins la tercera columna; com a fila pivot hem d’escollir
la quarta, aixi que intercanviem les files tercera i quarta.

2 4 —-10 12

0 0 —2 7
E34E42(5/2)E32(—1)E4 (—1)E5 1 (—1)E; A = 0 0 0 1/2 =S

0 0 0 0

Aquesta matriu S és una forma esglaonada de la matriu A. o
= Per agilitar 'escriptura, farem servir la notacié
E.
A—B

per simbolitzar que la matriu B s’obté aplicant a les files de A I'operacio
corresponent a la matriu E (premultiplicant la matriu A per E), és a dir, que
EA = B.

D’aquesta manera, el darrer exemple el podem esquematitzar aixi:

Ejpr E3n(=1) Egn(=1) Ezp(=1) Ey4p(5/2) B3y
—_— —_—

o bé
’ E34E42(5/2)E32(=1)Eq (—1)E3 1 (—1)Ey - S

i Atenci6 a 'ordre en qué es fan les multiplicacions!

La diferéncia entre els algorismes de Gauss i de Gauss-Jordan és que aquest
ultim calcula la forma esglaonada reduida de la matriu, en comptes d'una forma
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simplement esglaonada. Com veurem de seguida, per discutir si un sistema
lineal és consistent és suficient conéixer-ne una forma esglaonada, de manera
que bastara que hi apliquem l’algorisme de Gauss.

Ara bé, la forma esglaonada reduida té uns avantatges evidents sobre una
forma esglaonada qualsevol: en primer lloc, com que té més zeros, qualsevol
calcul que s’hi faca és més economic (en termes de nombre d’operacions).? Per
altra banda, si fem servir aquesta matriu per a resoldre un sistema d’equacions,
la soluci6 és immediata sense haver de fer cap calcul addicional, perque en cada
equacio només apareix una incognita principal. Finalment, les formes esglaonades
tenen moltes altres aplicacions, al marge de la resolucié de sistemes, i per aixo,
com més simples siguen, millor hi treballarem.?

Algorisme de Gauss-Jordan
Aquest algorisme calcula la forma esglaonada reduida de la matriu A

Partim de la matriu A i la transformarem fins que siga esglaonada reduida

Pas 1 (esglaonament): Apliqueu I’algorisme de Gauss per a trans-
formar la matriu en una d’esglaonada.

Pas 2 (reduccié): Comencant pel darrer pivot (el que hi ha més a
la dreta), feu zeros per damunt de tots els pivots (de dreta a
esquerra).

Pas 3 (normalitzacio): Dividiu cada fila no nulla pel seu pivot
(per fer uns els elements principals).

EXEMPLE 6.3.

Apliqueu 'algorisme de Gauss-Jordan per a trobar la forma esglaonada redui-
da de la matriu ampliada del sistema lineal

X1+2xZ_X3:2
XI_XZ+X3:1
2X1+X2 =3

3X2 —2X3 =1

Hem de trobar la forma esglaonada reduida de la matriu

1 2 —1]2
R 1 -1 1|1
[A\b]=2103
0 3 -2|1

2Aquest argument és una mica fallac, perqueé trobar la forma esglaonada reduida és més costos que
trobar-ne una d’esglaonada.
3] son tniques, la qual cosa, als matematics, sempre ens fa goig.
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Primer pas: algorisme de Gauss

1 2 =12 1 2 -1 2
1 -1 1| 1] EBa(=2)E (-1 |0 =3 21 -1
2 1 013 0 -3 2 1
0 3 2|1 0 3 =2 1
1 2 -1 2

E32(—1)E4(1)- 0 -3 21 -1

0 0 0 0

0 0 0 0

Aquesta matriu és esglaonada.

Segon pas: reduccié6 Només hi ha dos pivots. De fet, I'iinic que hem de fer en
aquest pas és anullar un element de la matriu.

1 2 -1 2 1 0 1/3|4/3
0 -3 2| =1 | E2/3- | 0O =3 2| —1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Tercer pas: normalitzacié Finalment, hem de dividir la segona fila entre —3.

10 1/3]4/3 1 0 1/3]4/3
0 =3 2 | =1 |ecim | 01 —23013 | (o2
0O 0 0| o0 0 0 ol o [=[RI¢]
O 0 0] 0 0 0 ol o

Aquesta darrera matriu és la forma esglaonada reduida que cercavem. A més a
més, R és la forma esglaonada reduida de la matriu A.

6.4. DISCUSSIO I RESOLUCIO DELS SISTEMES LINEALS

Suposem que volem estudiar la compatibilitat d'un sistema lineal qualsevol i, en
cas que siga consistent, resoldre’l. Podem treballar d’aquesta manera:

- Primer de tot apliquem l'algorisme de Gauss per a obtenir una forma esgla-
onada de la matriu ampliada del sistema.

- Aleshores anomenarem incognites principals (o variables principals) les
incognites que en alguna equacié apareixen multiplicades per un element
principal.

Llavors,
- Si la columna dels termes independents té algun pivot, aleshores el

sistema és inconsistent, perque la fila corresponent a aquest pivot
representa ’equacio

0X1 +OX2 + - +0xn =1
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- En cas contrari el sistema és consistent i la solucié es pot obtenir
completant l'algorisme de Gauss-Jordan, aillant en cada equacio el
seu element principal, i substituint les incognites no principals per
parametres. Per tant,

- Si totes les incognites sén principals, el sistema és determinat.

- Si hi ha alguna incognita no principal, el sistema és indeterminat, i
té un conjunt infinit de solucions que es pot expressar amb tants
parametres com incognites no principals té.

Podem formalitzar aquest raonament introduint el concepte de rang d'una
matriu.
DEFINICIO 6.8.
El rang de la matriu A, rangA, és el nombre d’uns principals de la seua
forma esglaonada reduida (o, equivalentment, el nombre de files no nulles
de qualsevol de les seues formes esglaonades).?

Amb aquesta definicio, el teorema segiient és immediat.
TEOREMA 6.1. (TEOREMA DE ROUCHE)

Considerem el sistema lineal amb n incognites AX = b.
- El sistema és consistent si i només sirang A = rang [A ‘ b]
- Si el sistema és consistent, aleshores

- El nombre d’incognites principals és rang A.

- El nombre de parametres necessaris per expressar la solucio general
ésn —rangA.

- El sistema és determinat si i només sirang A = n.

Demostracio: Laprova es basa en el raonament anterior: el sistema és consistent
siinomés si en la darrera columna de la forma esglaonada reduida de la matriu
ampliada no hi ha cap pivot, és a dir, si i només si el rang de la matriu de
coeficients i el de la matriu ampliada coincideixen. D’altra banda, el nombre de
variables no principals és clarament n —rangA. o

Com que el rang d'una matriu es pot determinar si se'n coneix una forma
esglaonada (encara que no siga reduida), aquest teorema ens permet decidir el ca-
racter de qualsevol sistema lineal sense més que trobar-ne una forma esglaonada
i el procés per discutir i resoldre el sistema sera aquest:

40, també, el nombre de pivots o de columnes pivot.
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Discussio i resoluci6é d’un sistema lineal amb 7 incognites

1. Apliqueu 'algorisme de Gauss a la matriu ampliada [A E] per obtenir-ne
una forma esglaonada.

- Sirang A + rang [A E], llavors el sistema és inconsistent.
En cas contrari,
- Sirang A = n, llavors el sistema és determinat; si no, indeterminat.

En cas que siga consistent, per trobar les solucions,

2. Completeu I'algorisme de Gauss-Jordan per obtenir la forma esglaonada
reduida de la matriu ampliada.

3. En el nou sistema lineal, ailleu en cada equacié6 la incognita principal.

4. Substituiu les incognites no principals per parametres.

EXEMPLE 6.4.
Discussio6 i calcul de les solucions del sistema

- ZX3 + 7XS =12
2X1 + 4X2 - 10X3 + 6X4 + 12X5 =28
2x1 +4x, — 5x3+6x4— 5x5=-—1

En forma matricial, el sistema és AX = b amb
00 =20 7 ~ 12
A=12 4 —-10 6 12|, b= 28
2 4 -5 6 =5
de manera que la matriu ampliada del sistema és
00 =20 7112
2 4 —-10 6 12| 28
2 4 -5 6 —-5]|-1
Aplicant I'algorisme de Gauss obtenim una forma esglaonada d’aquesta matriu:

00 -20 7112

[24—106 12 28]
0 0 0 0 1/2| 1

D’aci deduim que els rangs de la matriu de coeficients i de la matriu ampliada
son iguals a 3, aixi que el sistema és indeterminat (amb dos parametres, atés que
el nombre d’incognites és 5).
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Ara continuem l'algorisme de Gauss-Jordan i trobem que la forma esglaonada
reduida de la matriu ampliada és

1 2 0 3 07
0 01 0 0]1
0 0 00 1|2

En conseqiiéncia, el sistema lineal AX = b és equivalent a aquest altre:

1 2 0 3 0 7 X1+ 2x; + 3x4 =7
{0 010 0];%:[1] X3 =1
000 01 2 x5 =2

Aixi que, aillant els elements principals, obtindrem

xl:7_2X2_3X4
X3:1
X5=2

i la soluci6 general s’obté canviant les dues variables x, i x, per parametres,
X = X1, Xg4 = Xp,

X1:7_2(X1_30(2

7 -2 -3
X2 = o 0 1 0
X3:1 x=11 +(X1 0 +(X2 0
_ 0 0 1
X4 = (84
’ ’ 2 0 0
X5=2

6.4.1. L’ALGORISME DE SUBSTITUCIO REGRESSIVA

Si hem esglaonat la matriu ampliada d’un sistema lineal i aquest sistema és
consistent, en comptes d’aplicar I’algorisme de Gauss-Jordan per trobar-ne la
forma esglaonada reduida, podem trobar la solucié fent servir el métode de
substitucio regressiva.

Algorisme de substituci6 regressiva
Aquest algorisme resol el sistema lineal (consistent) Sx = b quan S és una
matriu esglaonada

Pas 1: Ailleu la incognita principal en cada equacio.

Pas 2: Substituiu cada equacio en totes les anteriors.

Pas 3: Substituiu les incognites no principals per parametres.
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= Enl’'algorisme de Gauss-Jordan totes les operacions es fan a nivell matricial,
mentre que la substitucié regressiva funciona a nivell de les equacions; en
aquest sentit, I’algorisme de Gauss-Jordan és preferible a la substitucio.’

EXEMPLE 6.5.
Resoleu, fent servir I'algorisme de substitucié regressiva, del sistema lineal

X1 —X>+ Xx3+3x4=1

XZ_2X3_ X4:2

X4=2

Aquest sistema ja és esglaonat, i les incognites principals sén x;, x» i x4.
Pas 1: Aillem la incognita principal de cada equacio:

X1=1+XZ_X3—3X4
XZ:2+ZX3+X4
X4:2

Pas 2: Substituim cada equacio en totes les anteriors:

x1=1+x,—x3—3x4 X1=1+x,—x3—3-2) x1=-5+X%x,— X3
4=2

XZ:2+ZX3+X4 ﬁ—’.96'2:2‘|‘2X'3‘f'2 X2:4+2X3
X4=2 X4=2 X4=2

X1 =-5+(4+2x3) —x3] X1 =—-1+x3

=4+2
ﬁ—ﬁ’X2:4+2X3 X2:4+2X3
X4=2 X4=2

Pas 3: Substituim l'incognita x3 per un parametre:

x1=-1+«x
X, =4+ 2«
X3 =&
Xy =2

5A més a més, en la practica, quan resolem un sistema lineal a ma és més probable que cometem
algun error si utilitzem l'estratégia de substitucio regressiva.
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6.5. RESUM

Matrius esglaonades
Una matriu és esglaonada si

1. les files nulles estan per davall de les no nulles i

2. el primer element no nul (per I'esquerra) de cada fila, a partir de la segona,
es troba més a la dreta que el primer element no nul de la fila anterior.

= Sila matriu és esglaonada, els primers elements no nuls de cada fila s6n
els pivots o elements principals.

Una matriu és esglaonada reduida si és esglaonada i, a més,
3. tots els pivots s6n 11i
4. tots els elements situats per damunt dels pivots son zeros.

Operacions elementals
Una operacio elemental (per files) és qualsevol de les transformacions segiients:

Permutacio: Intercanvi de dues files.
Escalat: Multiplicacié d'una fila per un nombre distint de zero.

Reducci6 (o eliminaci6): Suma d'un multiple d’una fila a una altra
fila.

Matrius elementals Una matriu elemental és una matriu d’algun dels tipus
seguients:

Matriu elemental del tipus permutacio

(1 ... 0 ... 0 .. 07

O ... 0 ... 1 .. Of— filai

O .. 1 ... 0 ... Of— filaj
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Matriu elemental del tipus escalat

1 ... 0 ... 0 .. 07
0 ... o ... 0 .. O]}« fiai
Ei(x) = | ¢ : '
0 0 1 0
| 0 0o ... O 1]
f
col. i

Matriu elemental del tipus reduccio (o eliminacio)

rr ... 0 ... 0 .. 07
o ... 1 ... o .. O]— filai
Ei‘j(O() = : :
0O ... 0 .. 1 .. O} filaj
[0 0 .. 0 1]
t
col. j

Operacions elementals i matrius elementals

i Les matrius elementals s’obtenen fent I'operacio elemental corresponent
sobre la matriu identitat:

- E; j s’obté permutant les files i i j de la matriu identitat.
- E;(x) s’obté multiplicant la fila i de la matriu identitat per «.

- E;, j(o0) s’obté sumant la fila j de la identitat, multiplicada per «, a la fila
i.

= Una operacié elemental sobre la matriu A és equivalent al producte de la
matriu elemental corresponent per A:

- E; jA permuta les files i i j de la matriu A.

- E;(x)A multiplica la fila i de la matriu A per «.

- E; j(x)A suma la fila j de la matriu A, multiplicada per «, a la fila i.
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Algorisme de Gauss

Repetiu els segiients passos fins que la matriu siga esglaonada:

Eleccié del pivot: Entre totes les files no pivotades elegiu la que
tinga un element no nul en la primera columna no pivotada (si
n’hi ha més d’una, elegiu-ne una qualsevol). Aquesta és la fila
pivot i el seu primer element no nul és el pivot.

Si la fila pivot no és la primera entre les no pivotades, feu una
permutacié de dues files perqué ho siga.

Esglaonament: Feu iguals a zero tots els elements davall el pivot,
sumant a cada fila per sota de la fila pivot un multiple adequat
d’aquesta fila.

= En qualsevol moment del procés podeu fer una operacié elemental
del tipus escalat

Algorisme de Gauss-Jordan
Esglaonament: Apliqueu I’algorisme de Gauss per a transformar
la matriu en esglaonada.

Reduccié: Comencant pel darrer pivot, feu zeros per damunt de
tots els pivots.

Normalitzacié: Dividiu cada fila no nulla pel seu pivot.

= El rang de la matriu A (rang A) és el nombre de pivots que té
la forma esglaonada reduida aquesta matriu
(o el nombre de pivots que té qualsevol forma esglaonada de A,
o el nombre de files no nulles que té qualsevol forma esglaonada de A).

Teorema de Rouché
Considerem el sistema lineal AX = b on A és una matriu m X n.

1. El sistema és consistent si i només si rang A = rang [A ‘ T)].

2. Si és consistent, llavors és determinat si i només si rang A = n.
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Discussio i resolucio de sistemes lineals

Discussio

1. Apliqueu I'algorisme de Gauss per calcular una forma esglaonada
de la matriu ampliada.

2. Compareu els rangs de A i [A ‘ _[7].
- Sino son iguals, el sistema és inconsistent.

- En cas contrari, el sistema és...
- determinat, sirang A = n;

- indeterminat, sirang A < n.
Resolucio
1. Completeu I'algorisme de Gauss-Jordan.
2. Ailleu les variables principals.
3. Canvieu les variables no principals per parametres.
Algorisme de substitucio regressiva

Aquest algorisme resol el sistema lineal (consistent) Sx = b quan S
és una matriu esglaonada:

Pas 1: Ailleu la incognita principal en cada equacio.

Pas 2: Substituiu cada equaci6 en totes les anteriors.

Pas 3: Substituiu les incognites no principals per parametres.

6.6. EXERCICIS

EXERCICI 6.1. Determineu si cada una d’aquestes matrius és esglaonada, esglao-
nada reduida o si no és esglaonada.

0 1 0 37 1o 0 1T 2 0 0]

@ |1 0 1 3 ® |, § o] © |lo 2 00
0 0 0 0] L 0 0 2 1]
- - - 0 2 0 0]

wfote] @it wlozn
L i L 0 0 0 0]
[0 0 0 O] 1 0 5

® loooo ®loa —3]
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(solucio: pag. 526)

EXERCICI 6.2. Determineu quines son les matrius elementals E;, E», E3 que, en

multiplicar-les per A = B 0

3 -1 1 -1 2 0

(solucio: pag. 526)

} ens proporcionen els resultats segtients:

EXERCICI 6.3. En cada apartat, expliqueu quin és I'efecte de la multiplicacio
indicada.

(@) E4(—2)A (b) E;4(3)A () E4 A (d) Ez1(3)E31(1)Es (—1/2)A
(solucio: pag. 526)
EXERCICI 6.4. Calculeu la forma esglaonada reduida de la matriu
00 =2 7
A= [2 4 -10 12}
2 4 -5 =5

seguint els passos indicats (en cada pas feu les operacions elementals correspo-
nents a les matrius que hi ha al damunt de la fletxa).

Eior E3i(=1)+ E;(1/2): E3»(5/2)E12(=5/2)" Ep(—1/2)+ Ep3(7)E;3(23): E3(2)-
A— R

(solucio: pag. 527)

EXERCICI 6.5. Calculeu una forma esglaonada de la matriu
1 2 01
3 6 1 6
1 2 2 7

EXERCICI 6.6. Discutiu i resoleu el sistema lineal

fent servir 'algorisme de Gauss.
(solucio: pag. 527)

X1+2X2 =1
3X1+6X2+ X3:6
X1+2X2+2X3:7

(soluci6: pag. 528)



6. Matrius elementals. Algorisme de Gauss-Jordan 119

EXERCICI 6.7. Discutiu i resoleu pel métode de Gauss-Jordan els sistemes line-
als

2X1+X2+X3:4

X1 — X2+ X3:O
XI_X2+X3:].
(@ - (b) 4 —-2x;+5x,+2x3=0

3x1— X, —x3=1
—7xX1+7xp + X3=O
(6xX] —X> +Xx3=06

X1— Xp+2x3— x4=-1

I
|
N

2X1+ Xo —2X3—2X, =
© | 1 2 3 4

—X] +2x, —4x3+ x4=1

Il
|
S

L 3Xx1 —3x4
(solucio: pag. 529)

EXERCICI 6.8. Discutiu segons els valors dels parametres (i resoleu, si és possible)
els segiients sistemes lineals:

X1+ XZ+ X3 =a
(b) 2X1+ X2+2X3=b

2x1+ xo=a
@) { 1 2
3x, + x3=c

6X1+3X2 =b

mx; + X, +2x3+x5=m
(0 12mx; +3x,— x3—x3=1
3mx; +4x, + X3 =m-+1

(soluci6: pag. 530)

EXERCICI 6.9. (Una matriu inversa) Si A = B é] 1= [Zl]’
2

(a) Resoleu el sistema lineal Ax = 1.

(b) Trobeu la matriu quadrada B per a la qual la soluci6 és X = Bii i calculeu AB i

BA. o
(solucio: pag. 532)

EXERCICI 6.10. (a) Feu servir el teorema de Rouché per a justificar que un sis-
tema lineal amb més incognites que equacions no pot ser determinat. (b) Un
sistema amb més equacions que incognites pot ser determinat? Indeterminat?
Inconsistent?

(solucio: pag. 532)
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It isn’t that they can’t see the solution.
It is that they can'’t see the problem

G. K. Chesterton

Acabem el primer capitol observant que I’algorisme de Gauss-Jordan
es pot fer servir per a resoldre equacions lineals matricials o diversos
sistemes lineals simultaniament.

A més a més, estudiem els sistemes lineals homogenis (A% = 0), la qual
cosa ens porta a definir I’espai nul de la matriu A, i observem la relacié
que hi ha entre les solucions d’un sistema lineal i el sistema homogeni
corresponent.

7.1. LA RESOLUCIO D’UN SISTEMA LINEAL REVISITADA

Si ja hem reduit el sistema AX = b a R¥ = &, on R és la forma esglaonada
reduida de A, i si aquest sistema és consistent, a la llic6 anterior hem vist que, per
resoldre’l, hem d’aillar les incognites principals i substituir les no principals per
parametres. El que ens interessa ara és observar que, aixo d’aillar les incognites
principals, encara ho podem fer a nivell matricial.

Considerem, per exemple, el sistema (esglaonat reduit)

120 101 1
001 -1 0 1|, [-1
000 01 1|57 2 (7.1)
000 00 0 0

R
Per tal d’aillar les incognites principals, escriurem la matriu R com la suma
d’una part principal, i una altra no principal,

1 2 0 1 0 1 1 0 0 00O 0 2 0 1 0 1
R — 601 -101f_f001000O0 n 0 00 -1 01
0 0 O 01 1 00 00 10O 000 001
0 0 O 0 0 O 00 0 0 00O 000 O0O0O0

(a la primera matriu canviem per zeros les columnes de la matriu R que no sén
principals i, a la segona, fem el contrari). A la part principal els Gnics elements
que no sén iguals a zero soén els uns principals. Aleshores, el sistema (7.1) es pot
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escriure com

1000 0 0 020 101 1
[oo1ooo+ooo101)£{1
0000T10 000 00 1 2
000000 000 000 0
1000 0 0 1 020 101
00100 0|, |-1 000 -1 0 1].
000010]"{2000 00 1%
000000 0 000 00 0
X 1 2 1 1
X3:—1_x0_x—1_x1
Xs 2 2lo o ) 611
0 0 0 0 0

Aquesta darrera igualtat conté, al costat esquerre, les incognites principals i,
al dret, les no principals, aixi que la soluci6 s’obté canviant per parametres les
incognites no principals, x, = &1, X4 = X, Xg = X3:

X1:1_20(1_0(2_0(3

X, = 1
x3=—1+ 0o — 03
X4 = O

X5 =2 — 03
Xg = (X3 0O

Aquesta idea (aillar les incognites descomponent la matriu R en suma de dues
matrius) sera util en la propera seccio.

7.2. L’EQUACIO MATRICIAL AX = B

L’algorisme de Gauss-Jordan podem fer-lo servir per a resoldre I'’equacié matricial
AX = B, on B és una matriu (no iinicament un vector). En aquest cas, la incognita
X també sera una matriu. A sera una matriu m X n, X una n X p i, B, una matriu
m X p.

Per resoldre I'’equacio, construirem la matriu ampliada [A \ B], i hi trobarem
la forma esglaonada reduida [R \ C]. Aix0 ens permet calcular els rangs de A

i [A | B]. Llavors, si rang [A | B] = rang A I'equaci6 sera consistent, i si, a més,
aquest rang coincideix amb el nombre de columnes de A, llavors hi haura una
sola solucio.

Tot aix0 ho podem resumir en una versié matricial del teorema de Rouché:
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TEOREMA 7.1. (TEOREMA DE ROUCHE PER A EQUACIONS MATRICIALS)

Si A iB dues matrius m X n i m X p, respectivament, llavors

1. L’equacio matricial AX = B és consistent si i nhomés si rang [A \ B] =
rangA.

2. L’equacio matricial AX = B és determinada si i només si

rang [A | B] =rangA=n. o

EXEMPLE 7.1.
Resoleu I'equacio

Primer de tot, apliquem ’algorisme de Gauss-Jordan:

1 21 -3 —-1|cE:=2- |1 2|1 -3 -1

2 4|12 -6 =2 0 0|0 0 0
Ara ja podem assegurar que I’equaci6 és consistent i indeterminada. A més a
més, aquesta equacio és equivalent a

1o2], _[1 -3 -1
0 0|7 |0 0 O]
10 0 2 1 -3 —1]
([0 O}JF[O ODX_ 0 0 o]
[1 o], [1 -3 —-1] [o 2
0 o_X__o 0 0__[0 o}x
1 0 X11 X122 X13 | _ _1 -3 _1_ . 0 2 X11 X12 X13
0 0 X211 X22 X3 N _0 0 0_ 0 0 X211 X22 X3
} 1

[Xn X112 X13

-3 —1__2 Xp1 Xop X3
0 0 0

0o 0o o] [0 o0 o0

Finalment, la soluci6 s’obté assignant valors parametrics a les incognites no
principals [x21 X0 x23] = [oq oo 0(3]:

X1 X2 X3 _ (1 -3 -1 o e g

0 0 0 0o 0 O 0 0 O
x— | X1 X1z xi3| _ |1 -3 -1 n —20; 20, —2043
X21 X2 X023 0 0 0 (&8 oo 3

L’aplicaci6é més interessant de la resolucié d’'una equacié matricial és el calcul
de la matriu inversa. D’aix0 ens ocuparem a la 1li¢o 9.
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7.2.1. RESOLUCIO SIMULTANIA DE SISTEMES LINEALS

Suposem que hem de resoldre diversos sistemes lineals que comparteixen la
matriu de coeficients (és a dir, que només difereixen en els termes independents),

-

A¥=Db, AX=Db, .. AxX=Dh,

El conjunt de tots aquests sistemes és equivalent a I’equacié matricial
AX =B

on B = [El Ez Ep], aixi que, I'inica cosa que hem de fer és construir la
matriu (super)ampliada [A \ B] i aplicar-hi I’algorisme de Gauss-Jordan.
EXEMPLE 7.2.

Discussio i resoluci6 simultania dels sistemes lineals.

X1+ 2x; =-1 X1+ 2x; =4 X1+ 2%, =0
2x1+5x2—x3=—5 2x1+5x2—x3=9 2X1+5X2_X3:O

—X] — 2X> + X3 —X1— 2%, +x3=0

Construim la matriu ampliada

1 2 0| -1 4 0
s w2 35l

Aplicant-hi 'algorisme de Gauss-Jordan, obtenim la forma esglaonada reduida

1 0 0 1 2 0]
01 0|-11
2 0

0 0 1

Els tres sistemes son determinats. I les solucions son, respectivament, aquestes:

X=(1,-1,2) X =(2,1,0) X =(0,0,0)

EXEMPLE 7.3.
Calculeu les solucions generals dels sistemes

X1+X2_X3=1 X1+X2_X3=2 X1+X2_X3=0

X1 +XxX,+x3=3 X1+ X, +x3=2 X1 +x,+x3=0

Aplicant I'algorisme de Gauss-Jordan a la matriu ampliada

1 1 -1|1 2 O
1 1 113 2 0
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obtenim la forma esglaonada reduida
1 1 02 2 0
0 0 1|1 00
Resolem I’equaci6 matricial
1
0
1
0

X111 X122 X13
X31 X32 X33

= o
[
>
I

|

r r 1
N OREFDN RN RN

O oOr
— o
|
Il
1

[0 1 0
“lo o O]X

X1 X2 X23

Ko
)

[
I
1

X1 X22 X23
0 0 0

O O O O
o o OO\OO o O

X111 X122 X13
X31 X32 X33

(I
I

f 1

L |
|

Substituim les incognites X, per parametres (X, = [0(1 o 0(3]),

[Xu X12 XIS] = [2 2 0] - [0(1 X 0‘3]
[Xn X12 X13] = [0‘1 o 0‘3]
[Xu X12 X13] = [1 0 0]
2 2 0 -0y —0pr —Q3
Xz[O 0 0]4—{0(1 oo 0(3:|
1 00 0 0 0

En conseqiiéncia, les solucions dels tres sistemes originals son, respectiva-

) B B

= | es veu clarament que la part parameétrica de les tres solucions és exacta-
ment la mateixa.

Aix0 passa sempre amb els sistemes que comparteixen la matriu de coefici-
ents, com veurem a I’apartat seglient.

7.3. SISTEMES HOMOGENIS

Un sistema lineal és homogeni quan tots els termes independents soén zeros. Per

exemple, el sistema
1 2 3 %= 0
2 10 10
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és homogeni.

Els sistemes homogenis sempre son consistents, atés que el vector X = 0 és
evidentment una soluci6 (Aﬁ = 6). De fet, el que diu el teorema de Rouché, aplicat
a sistemes homogenis, es pot enunciar aixi:

COROELLARI 7.2. (TEOREMA DE ROUCHE PER A SISTEMES HOMOGENIS)

Qualsevol sistema lineal homogeni AX = 0 és consistent.

A més a més, aquest sistema és determinat si i només si el rang de A coin-
cideix amb el nombre de columnes d’aquesta matriu (¢co és, amb el nombre
d’incognites del sistema). o

Fl conjunt de les solucions del sistema homogeni AX = 0 'anomenem espai
nul de la matriu A.

DEFINICIO 7.1. (ESPAI NUL D’UNA MATRIU)

L’espai nul de la matriu A, Nul A, és el conjunt de totes les solucions del
sistema lineal AX = 0.

PROPIETAT 7.3. (SOLUCIO GENERAL = SOLUCIO PARTICULAR + ESPAI NUL)

Si el sistema lineal AX = b és consistent i X, n’és una solucio particular, llavors
la solucio general d’aquest sistema és

haad —— —
sol. general ol particular ~ sol. general
de AX=b de A%=Dh de AX=0

-

Demostracio: Si X és solucid de AxX = _15, llavors A(Xy—X) = AXy—AX = bh-b=
0, aixi que ¥, — X € NulA i, per tant, ¥ = X, + (¥ — X,) € X, + NulA.

Reciprocament, si X € X, + NulA, és a dir, si hi ha un vector X; € NulA de
manera que X = Xo + X; llavors, AX = A(%, + X;) = A%, + AX; = b — 0 = b, aixi
que X és una solucio de AX = b. o

= Aixo justifica I'observacio que féiem ala fi de 'apartat anterior: les solucions
dels tres sistemes

X1+X2_X3=1 X1+X2_X3=2 X1+X2_X3=0
X1+ X, +x3=3 X1+ X, +x3=2 X1 +x,+x3=0

tenen la mateixa part paramétrica; I'’espai nul de la matriu de coeficients és

1 1 -1 .
Nul [1 1 1] ={x(—-1,1,0) . x € K}

iles solucions dels tres sistemes son
2 2

X=10]| +NulA X =10]| +NulA X = NulA
1 0
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7.4. RESUM

Equacions matricials L’algorisme de Gauss-Jordan permet resoldre equacions matri-
cials del tipus AX =B

- Apliqueu l'algorisme de Gauss-Jordan a la matriu [A \ B]:

[Aal8]~[rc]
- Separeu les parts principal i no principal de R: R =R, + R;.
El sistema AX = B és equivalent a RpX = C — R)X.
- Canvieu les incognites no principals per parametres.

Teorema de Rouché

- L’equaci6 AX = B és compatible si i només si rang A = rang [A \ B].

- La soluci6 és unica sii només si rang A = rang [A \ B] coincideix amb el nombre
de columnes de A.

Sistemes homogenis. L’espai nul

- Un sistema lineal és homogeni si té la forma AX = 0 (tots els termes indepen-
dents son zeros).

- Els sistemes homogenis sén sempre compatibles (el vector 0 sempre n’és solu-
cio).

- L’espai nul de la matriu A és el conjunt de totes les solucions del sistema
homogeni AX = b.

solucio general = solucié particular + espai nul

1 Si X, és una soluci6 particular del sistema lineal AX = b, llavors la solucio
general d’aquest sistema és

X =Xy +NulA

7.5. EXERCICIS
EQUACIONS MATRICIALS

EXERCICI 7.1. Resoleu I'equacio

1 2 0 1 -1
0 0 11X=1]1 1
1 2 -1 0 -2

(solucio: pag. 534)
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EXERCICI 7.2. (Una matriu inversa)

2 Spelo

(b) Siguen X; i X, les dues columnes de la soluci6 de I'apartat anterior. Proveu

que el sistema lineal
1 2|, Ja
2 3|7 |b

és consistent determinat i que la soluci6 és X = aX; + bX».

(a) Resoleu I'equaci6

(c) Resoleu els sistemes lineals segiients:
1 2., |0 1 2. |1 1 2(., [-2
S EI At R B A H R Bl A
(solucio: pag. 534)

SISTEMES HOMOGENIS I ESPAIS NULS

EXERCICI 7.3. Trobeu els espais nuls de les matrius segiients

20 -4 5 0 -4 1 10 1

@ A=|3 -3 —6| () B={3 0 —6 @ Cc=|0 -1 1 0

1 0 -2 1 0 1 1 011

] 1 00 0
00 4 .

_ o0 0 0 1110

(d)D_gg_ﬂ (e)E_oooo} M F=11 211

I - 103 0

(solucio: pag. 535)

EXERCICI 7.4. (a) Resoleu el sistema lineal homogeni

X1 +2x,—XxX3+x4=0
X1+ Xo+tx3+x4=0

(b) Trobeu I'espai nul de la matriu
1 2 -1 1
A= [1 1 1 1]
(c) Trobeu el conjunt de tots els vectors que so6n ortogonals als dos vectors del

conjunt
S=1{(1,2,-1,1),(1,1,1,1)}
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(d) Si b és el vector b = (2,2), comproveu que ?cp = (1,0,0,1) és una solucio
particular del sistema lineal AX = b.
(e) Sense fer cap més calcul, determineu la solucié general del sistema lineal
AX = D.
(solucio: pag. 536)

CADENES DE MARKOV

EXERCICI 7.5. (Matrius estocastiques i vectors estacionaris) Un vector ii és es-
tocastic si totes les seues coordenades son reals no negatives i sumen 1; per
exemple, i, = (0,20,0,45,0,35) és estocastic. Una matriu quadrada n X n, A, és
estocastica si totes columnes son vectors estocastics; per exemple, la matriu

0,85 0,15 0,12
M=10,10 0,75 0,15
0,05 0,10 0,73

és estocastica.

(a) Proveu que el vector producte d'una matriu estocastica per un vector estocastic
també és estocastic.

Un vector 4 és estacionari per a la matriu A si Ail = 1. (b) Proveu que, sila
matriu A és estocastica, llavors hi ha vectors estacionaris distints del vector zero.
(c) Trobeu tots els vectors estacionaris de la matriu M. (d) Trobeu un vector
estacionari estocastic de la matriu M.

La matriu M d’aquest exercici és la matriu de transicio de la cadena de Markov
que vam introduir a la llicé 0 (a I'apartat 0.2). El vector que heu obtingut al darrer
apartat representa la distribucio de la poblacio a llarg termini en aquell problema.

(solucio: pag. 538)
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LLICO 8. EL RANG D’UNA MATRIU

Intentaré probar que, al igual que Teruel o Soria,
la teoria de matrices también existe

Juan Miguel Gracia

Abans de tractar les matrius invertibles estudiarem la dependéncia lineal
i trobarem la relacié que hi ha entre la dependéncia lineal i el rang d’una
matriu.

D’aquesta manera recuperem la definicié classica del rang d’una matriu
com el nombre de columnes (o files) linealment independents que té
aquesta matriu.

8.1. INTERPRETACIO MATRICIAL DELS ALGORISMES D’ESGLAONAMENT

L’algorisme de Gauss-Jordan (i, en general, tots els algorismes que consisteixen
en I'aplicacio successiva de diverses operacions elementals) és equivalent a la
multiplicacié de dues matrius: sila matriu B s’obté a partir de A premultiplicant-hi
les matrius elementals E,, Ey, ..., E,, és a dir, si

E, - E,E,A=B

llavors, anomenant T el producte E, - E;E,, és clar que TA = B. Aquesta matriu
T podem calcular-la simultaniament amb B si fem sobre la matriu identitat les
mateixes operacions que hem fet sobre A, perqué

Ep EzElI = Ep E2E1 =T

aixi que si construim la matriu ampliada [A \ I] i hi apliquem les operacions
elementals que transformen A en B obtindrem B i T simultaniament:

E, ... E2E; [A | I] = [Ep---EzElA | E, EZEII] = [B | T]

EXEMPLE 8.1.

Calculeu la forma esglaonada reduida, R, de la matriu A = B (2) _é] ila

matriu T tal que TA = R.

El que hem de fer és aplicar I'algorisme de Gauss-Jordan a la matriu [A \ I]:
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mi-[s 2 0]
Eor(-2)[A [ 1] = _(1) _i —é _; (1)]
E1o(1/2)E, (—2) [A [ 1] = (1) _2 3/2 _g 1/ﬂ
TS QTR HHE IR B

aixi que

0 1/2 1 2 —-1]_ (1 O 3/2
1/2 —-1/4 2 0 3 [0 1 -5/4

\ J ) \ )
Y Y Y

T=E»(~1/4)E) »(1/2)Ep 1 (~2) A R=Ep(~1/4)E] »(1/2)Ep 1 (~2)A

Una conseqiiéncia interessant del fet que la forma esglaonada reduida R de
la matriu A és el producte d’'una altra matriu T per A és aquesta: les files de R (o
de qualsevol altra matriu que s’haja obtingut de A fent-hi operacions elementals)
son combinacions lineals de les files de A. A més a més, les files de T contenen els
pesos d’aquestes combinacions lineals.!

. 1 2 -1
EnelcasdelamatrluA—[2 0 3],

0[1 2 —1]+%[2 0 3]=[t o 3/2]

[1 2 —1]—%[2 0 3]=[0 1 -5/4]

N —

8.2. (IN)DEPENDENCIA LINEAL

La idea de dependencia o independéncia lineal (d'un conjunt de vectors
{1i1,1,,...,1U,}) esta relacionada amb I'equacio

xlﬁl + Xzﬁz + -+ xpﬁ,p = 6
Aquesta equacié té una solucié evident: x; = 0,x, =0, ...,x, = 0, perqué
0, + Oty + - + 0il, = 0

Ara bé, en alguns casos, aquesta és 'inica solucio i, en altres casos, n’hi ha
d’altres. En el primer cas direm que els vectors iiy, iy, ..., %, sOn linealment
independents.

LRecordem que les files d’un producte de dues matrius sén combinacions lineals de les files de la
segona matriu.
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DEFINICIO 8.1.

El conjunt de vectors {iiy, iy, ..., 1, } €s linealment independent (o lliure) si
I'anica soluci6 de I'equacio

xlﬁ,l + Xzﬁz + -+ xpﬁp = 6 (81)

és x| = x, = -+ = x;, = 0. En cas contrari, el conjunt és linealment dependent
(o lligat).

Vegem-ne alguns exemples.
EXEMPLE 8.2.
Estudieu si el conjunt

$=1{(1,2,0,1),(0,1,0,0),(-1,0,1,0)}

és linealment dependent o independent.

L’equacio vectorial

és equivalent al sistema lineal

1 0 -1
2 1 ol | 8
00 1 ;‘2 s
1 0 o]
1 0 -1
. 2 1 . . . :
I, com que el rang de la matriu 0 0 1] ¢s 3, aquest sistema és determi-
1 0 0

nat i té només la solucié nulla. En conseqiiéncia, el conjunt S és linealment
independent. o

EXEMPLE 8.3.

Estudieu si el conjunt de vectors

S=1{(1,0,-1),(2,1,0),(5,2,-1)}

és linealment dependent o independent.

L’equacio que cal investigar ara és
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1 2 5 X1 0
0 1 2 x> | =10
1 0 -1/ |x 0

Esglaonem la matriu ampliada del darrer sistema.

1 2 50E3,1(1)- 12505312<—2>- 1 2 510
0 1 2|0 —— |0 1 2|0f—— |0 1 2|0

-1 0 —-1|0 0 2 4]0 0 0 0]0

O bé

Aixi que el rang de la matriu és 2 i el sistema lineal és indeterminat. En
conseqiiéncia, el conjunt S és linealment dependent. Per tal de confirmar-ho,
acabem d’aplicar I’'algorisme de Gauss-Jordan.

12 5007, , [L 0 1[0
01 2|0 1]0 1 20
0000 00 00

La soluci6 és x; = —«x,x, = -2, X3 = , aixi que, elegint x = 1,
—(1,0,-1) = 2(2,1,0) + (5,2,-1) =0
la qual cosa ens proporciona una solucié no nulla de I’equacio (8.2). o

i Aquests exemples posen de manifest la relacié6 fonamental entre el rang

d’una matriu i la independéncia lineal: Si S = {ii;, U5, ...,1,} €s un conjunt
finit de vectors, representarem com Mg la matriu que té aquests vectors
com a columnes, Mg = [ﬁl Uy - ﬁp]. Llavors,

S és linealment independent si i només si rang Mg = p (el nombre de
vectors de S).

La resta d’aquesta llic6 la dedicarem a concretar millor aquest fet.

8.3. RELACIONS DE DEPENDENCIA I COMBINACIONS LINEALS

Quan un conjunt de vectors S és linealment dependent, cada solucié no nulla de
I’'equaci6 (8.1) ens proporciona una relacio de dependéncia entre els vectors del
conjunt S. Aixi, al darrer exemple hem trobat que la forma esglaonada reduida

-1 0 -1 0 0 O
sistema lineal AX = 0 és ¥ = «(—1,—2,1); en consequencia, hi ha la relacio de
dependeéncia segiient:

1 2 5 1 0 1
de la matriu A = 0 1 2|1 ésR=10 1 2|iquelasoluci6 general del

—(1,0,—1) — 2(2,1,0) + 1(5,2,—1) = (0,0,0)
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En aquesta relacié podem aillar qualsevol dels vectors per a escriure’l com a
combinaci6 lineal dels altres dos. Per exemple,

(5,2,-1) = (1,0,-1) + 2(2,1,0)

En general, sempre que un conjunt de vectors siga linealment dependent hi
podrem escriure algun d’aquests vectors com a combinacio6 lineal dels altres.
Aquesta és una de les propietats més importants de la dependéncia lineal i, de
fet, en justifica el nom: que un conjunt de vectors siga linealment dependent
significa que algun vector depén dels altres.

PROPIETAT 8.1.

El conjunt S és linealment dependent si i només si algun dels vectors d’aquest
conjunt és combinacio lineal dels altres. o

Per acabar aquest apartat enunciarem algunes altres propietats de la depen-
déncia lineal.
PROPIETATS 8.2.

Siga S un conjunt de vectors.

1. Si el vector nul 0 és un element de S, llavors S és linealment dependent.
2. El conjunt format per un sol vector no nul és linealment independent.

3. Si T és un subconjunt de S iT és linealment dependent, llavors S també
és dependent.

Aquesta propietat es pot formular, de manera equivalent, aixi:

Si T és un subconjunt de S i S és linealment independent, llavors T
també és independent.

Totes aquestes propietats es poden provar facilment. o

8.4. EL RANG

Al capitol primer, hem definit el rang d’'una matriu com el nombre d uns principals
de la seua forma esglaonada reduida. Ara interpretarem aquest concepte en
termes de la independeéncia lineal entre les files o les columnes de la matriu.

8.4.1. DEPENDENCIA LINEAL ENTRE LES COLUMNES D’'UNA MATRIU

Suposem que d,, d», ..., d, son les columnes d'una matriu A € M,,,.,, (K). Per a
estudiar si aquestes columnes son linealment independents haurem de discutir
I'equaci6
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0, de manera equivalent, el sistema lineal

AX =0

Per tant, com ja hem dit adés, la condicié necessaria i suficient perqué les
columnes de A siguen linealment independents és que rang A = n.

D’altra banda, com que les operacions elementals no canvien les solucions
dels sistemes lineals, si la matriu B s’ha obtingut fent operacions elementals
sobre A i si El, Ez, En son les columnes de B, ’equacio6 (8.3) és equivalent a
aquesta altra

x1b, + x2b, + -~ + x,b,, = 0

= Aix0 significa que les operacions elementals no canvien les relacions de
dependéncia entre les columnes de les matrius.

Aquest fet ens permet trobar les relacions de dependéncia mitjancant 1’algorisme
de Gauss-Jordan, perque en una matriu esglaonada reduida aquestes relacions
de dependéncia son immediates.

EXEMPLE 8.4.

Trobeu les relacions de dependéncia entre les columnes de la matriu
1 0 2 3 5 0 17
-2 1 -5 =7 -9 0 -38
A= 0 0 0 1 2 0 5
-2 1 -5 -7 -9 1 -—-41
-1 1 -3 -4 —4 1 -24

La forma esglaonada reduida d’aquesta matriu és

1 0 2 0 -1 0 2
01 -1 0 3 0 1
R=10 O 0 1 2 0 5
0 0 0 0 01 -3
0 0 0 0 0 0 0

Com que la matriu R és esglaonada reduida, podem identificar immediatament
que les columnes principals séon la 1, la 2, 1a 4 i la 6; a més a més, s’hi veuen
clarament les relacions de dependéncia segiients:

7_;3 = 21_;1 + (_1)7_;2
775 = (_1)771 + 377'2 + 2';;4
1_;7 = 21_;1 + 11_;2 + 57_;4 + (—3)1_;6
w  Les columnes no principals en una matriu esglaonada reduida s6n combi-
nacions lineals de les columnes principals anteriors a elles i, a més a més,

els pesos d’aquestes combinacions lineals s6n, precisament, les entrades
d’aquestes columnes.
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Aixi doncs, com que les relacions de dependéncia entre les columnes de A
son les mateixes que les que hi ha entre les columnes de R,

ds =2d, + (-1d,
(com que la tercera columna de R és (2,—-1,0,0), la tercera columna de A és 2
vegades la primera columna més —1 vegada la segona!) i, analogament,
ds = (=1)d, + 3d, + 2d,4
d; =2d, + 1d, +5d4+ (—3)dg ©
A més a més, resulta que el nombre maxim de columnes linealment indepen-

dents de qualsevol matriu A és igual al nombre d'uns principals que té la seua
forma esglaonada reduida, és a dir,

= Elrang d’una matriu qualsevol coincideix amb el nombre maxim de columnes
linealment independents que té aquesta matriu.

8.4.2. DEPENDENCIA LINEAL ENTRE LES FILES D’'UNA MATRIU

El problema de buscar relacions de dependéncia entre les files d'una matriu A ja
I'hem resolt anteriorment; com que les files de qualsevol forma esglaonada S de A
son combinacions lineals de les files de A, si el rang de A és menor que el nombre
de files que té aquesta matriu, llavors les files nulles de S ens proporcionen
relacions de dependéncia entre les files de A.

EXEMPLE 8.5.

Trobeu alguna relacié de dependeéncia entre les files de la matriu

1 2 0
A=10 -1 1
2 7 =3

Cercarem una forma esglaonada, S, de A i la matriu T tal que TA = S, fent
operacions elementals sobre la matriu ampliada [A I]:

1 2 0100E(72)_1 2 0 1 00
0 -1 110 1 ol 2510 -1 1 01 0

2 7 =3|0 0 1 0 3 -3|-2 01

1 20| 100
D2 [0 -1 1| 01 0}
0 00

-2 31
1 2 0
LamatriuS = |0 —1 1| ésuna forma esglaonada de A i podem obtenir-la
0 0 0

1 0 0
premultiplicant A per la matriu T = { 0 1 0}.
-2 3 1
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Per tant, la tercera fila del producte

1 0 0771 2 0 1 2 0
01 0]]10 -1 11=(0 -1 1
-2 3 1]]2 7 =3 0 0 0

) [-2 3 1] E) —i _ﬂ=[o 0 0]

En definitiva,
—2[1 2 0]+3[0 ~1 1]+1[2 7 —3]=[0 0 o] 5

Es facil veure que si la forma esglaonada reduida de A no té cap fila de zeros,
aleshores no hi ha relacions de dependéncia entre les files de A, aixi que

= El rang d'una matriu qualsevol coincideix amb el nombre de files linealment
independents que té aquesta matriu.
En conclusio, el nombre de files independents i el nombre de columnes inde-
pendents en una matriu qualsevol son iguals, i aquest nombre és, precisament, el
rang de la matriu.

TEOREMA 8.3. (EL RANG D’UNA MATRIU)

En qualsevol matriu, el nombre de columnes que son linealment és el mateix

que el de files independents. A més a més, aquest nombre coincideix amb el
rang de la matriu. o

8.5. REsuMm

Interpretaciéo matricial dels algorismes d’esglaonament

Si A es transforma en B fent-hi operacions elementals, llavors existeix una matriu T
de manera que TA = B.

— T és el producte de les matrius elementals que fem servir per transformar A en
B.

— T s’obté fent sobre I les mateixes operacions que es fan sobre A:

[A‘I]m[B‘T]
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(In)dependeéncia lineal
El conjunt de vectors S = {il,, Uy, ..., #%,} és linealment independent si I'equaci6

Xlﬁl + xZﬁZ + -+ Xpﬁp = 6 (8.4)
nomeés té la soluci6 x; = x, = - = x, = 0.
Si hi ha altres solucions, el conjunt és linealment dependent.
— SiMg = [ﬁl Uy - ﬁp] llavors S és linealment independent si i només si
rang Mg = p.

— Si S és linealment dependent, cada solucié no nulla de ’equaci6 (8.4) és una
relacio de dependéncia entre els vectors de S.

= S és linealment dependent si i només si algun vector és combinacio lineal dels
altres.

El rang d’'una matriu
El rang de la matriu A és el nombre de columnes principals de la forma esglaonada
reduida de A,

— 0 el nombre de pivots,

— o el nombre de files no nulles de qualsevol forma esglaonada.

w  El rang de A és igual al nombre de columnes linealment independents de A.
= El rang de A és igual al nombre de files linealment independents de A.

— Les operacions elementals per files no canvien les relacions de dependéncia
entre les columnes.

— Les columnes no principals de la forma esglaonada reduida determinen les
relacions de dependéncia entre les columnes.

— Les files nulles de la forma esglaonada reduida determinen les relacions de
dependéncia entre les files.

8.6. EXERCICIS

INTERPRETACIO MATRICIAL DELS ALGORISMES D’ESGLAONAMENT

EXERcICI 8.1. Donada la matriu A = [; Z (1) g , Si R és la forma esglaonada
reduida de A calculeu una matriu T de manera que TA = R.

(solucio: pag. 540)
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INDEPENDENCIA LINEAL I RELACIONS DE DEPENDENCIA

EXERcICI 8.2. Estudieu si els conjunts segiients son linealment dependents o
independents.

(@) A=1{(1,2,0),(1,-1,1),(1,5,—-1)}
(b) B={(1,2,0,1),(1,—-1,1,1),(1,5,—1,0)}
(solucio: pag. 540)

EXERCICI 8.3. (a) Calculeu la forma esglaonada reduida, R, de la matriu
1 1 0 30
A=|-2 -2 1 -7 2
0 01 -1 2
i trobeu la matriu T per a la qual TA = R.
(b) Quin és el rang de la matriu A?
(c) Trobeu alguna relacié de dependéncia entre les columnes de la matriu A.

(d) Trobeu alguna relacié de dependencia entre les files de la matriu A.
(solucio: pag. 541)

EXERCICI 8.4. Proveu que qualsevol subconjunt de K3 amb quatre vectors és
necessariament linealment dependent.
(solucio: pag. 542)

EXERCICI 8.5. Determineu alguna relacié de dependéncia entre les columnes de

la matriu
-3 1 -5 13
A= 01 1 4
1 0 2 -3

EXERCICI 8.6. Extraieu un subconjunt linealment independent del conjunt

i calculeu el rang de A.
(soluci6: pag. 542)

A=1{(1,2,1,0),(1,1,0,1),(0,1,1,-1),(1,1,1,1)}

que tinga el maxim nombre possible d’elements.
(solucio: pag. 543)

EXERCICI 8.7. Proveu que si el conjunt A = {ii,, Ul,, ti3} és linealment indepen-
dent llavors, B = {1i; + iy, U, + U3, 1 + i3} també és independent.
Queé podem dir quant a la independéncia lineal d’aquest altre conjunt: C =
{ﬁl + 'l_/iz,'l_/iz + ﬁ3,ﬁl - ﬁ3}?
(solucio: pag. 543)
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EXERCICI 8.8. Proveu que, si A € M,,»,,(K) i B € M,,«,(K) llavors,
rang AB < rang A i rang AB < rangB.
(solucio: pag. 544)

EXERCcICI 8.9. Proveu que qualsevol matriu m X n de rang 1 es pot escriure com
0,1, 75, on 0y és un nombre positiu i i, i U; sén vectors unitaris.
(solucio: pag. 545)
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8.7. APENDIX: PROVA DE LA UNICITAT DE LA FORMA ESGLAONADA REDUIDA

Ara ja podem provar facilment que una matriu A té una tnica forma esglaona-
da reduida. Com que l'algorisme de Gauss-Jordan sempre ens en proporciona
una, podem afirmar que tota matriu té una forma esglaonada reduida, aixi que
provarem que, si n’hi ha dues, RiS, llavors, R = S.2

L’argument es basa en el fet (que hem vist en aquesta llic6) que les relacions
de dependéncia entre les columnes de les matrius equivalents per files son iguals;
en el nostre cas, A, RiS tenen les mateixes relacions de dependéncia.

Demostrarem en primer lloc que les columnes principals de R i S son les
mateixes (i iguals) i, després, que les columnes no principals també coincideixen.

Les columnes principals de Ri S s6n iguals La primera columna principal de la
matriu A és la primera que té alguna entrada distinta de zero. Aleshores,
les columnes corresponents de Ri de S son iguals a (1,0, ...,0). Aquesta és
la primera columna principal (en A, RiS).

En general, una columna de A és principal si no és combinaci6 lineal de les
columnes principals anteriors a ella. Aix0 és una propietat de la matriu
A; pero com que les relacions de dependencia entre les columnes son les
mateixes en totes tres matrius, les columnes principals de R i S s6n també
iguals (i es troben en les mateixes posicions).

Les columnes no principals de Ri S son iguals Sila columna d; és no principal,
en cas que siga una columna de zeros, és obvi que les columnes 7; i §; també
son columnes de zeros. En cas contrari, d ; €s una combinacio lineal de
les columnes principals anteriors a ella, aixi que les columnes 7; i §; son
combinacio6 lineal de les columnes principals anteriors amb els mateixos
pesos; pero, com que les columnes principals anteriors son iguals, aixo vol
dir que 7; = 5.

2La demostraci6 que fem aci és, basicament, la que podeu trobar a «Linear Algebra and Its Applicati-
ons», Second Edition. David C. Lay. Addison-Wesley, 1997.
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Here is the whole Gauss-Jordan process on one line
for any invertible matrix A:

Multiply [A \ I] by A1 to get [I \ Afl]
Gilbert Strang

Aquesta és la llic6 més important del curs. Determinar si una matriu
és invertible i, en cas que ho siga, calcular-ne la inversa és una de les
questions centrals de I’algebra lineal.

Al mateix temps, és la llicd més simple! Amb tot el que sabem sobre les
matrius i els sistemes lineals, tant el problema de decidir si una matriu
és invertible com el calcul efectiu de la inversa sén trivials.

Per que funcionen els algorismes de Gauss i de Gauss-Jordan, per discutir i
resoldre els sistemes lineals? Es a dir, perqué estem segurs que, si E és una matriu
elemental llavors, les solucions del sistema lineal AX = b son exactament les
mateixes que les del sistema lineal EAX = Eb? Perqué les operacions elementals
son reversibles; 0, més ben dit, perqué les matrius elementals son invertibles.

9.1. DEFINICIO I CALCUL DE LES MATRIUS INVERSES

DEFINICIO 9.1.

Direm que la matriu quadrada A € M,,«,, () és invertible si existeix una altra
matriu B tal que

9.1)

Segons aquesta definici6, que la matriu A siga invertible vol dir que I'’equaci6
AX =1 siga compatible. Vegem algun exemple de matrius que son invertibles i de
matrius que no ho soén.

EXEMPLE 9.1.

Estudieu si la matriu A = [(1) i] és invertible

Es tracta de discutir i resoldre I’equacié matricial

Aixi que I'tinic que hem de fer és calcular la forma esglaonada reduida de la
matriu ampliada [A \ I]. Aix0 ho podem fer simplement restant a la primera fila
el doble de la segona:
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1 2|1 0|_[1 01 -2
Elvz(_z)[o 1|0 1]_[0 1|0 1}

Llavors, 'equacio6 és determinada i la solucio és

=l 7l

En conseqiiéncia, la matriu A és invertible.
EXEMPLE 9.2.

(]

1 2 -1
Estudieu si la matriu A = [O 1 1] és invertible
1 3 0

12 -1|1 00], [l 2-1] 100
01 1/01 o0ol22"%5fo1 1] 01 0
13 0/0 0 1 01 1|-1 0 1
12 -1 1 0 0

Bl 1] 0 10

0 0 O0|-1 -1 1

Aquesta matriu és esglaonada, aixi que ja podem observar que el rang de A és 2,
mentre que el rang de la matriu ampliada | A \ I] és 3, aixi que 'equaci6 matricial
és incompatible. En conseqiiéncia, la matriu A no és invertible. o

Es clar que la matriu del primer exemple és invertible perqué és una matriu
2 X 2 iel seurang ésigual a 2. I que la segona matriu no ho és, perque el rang no
és 3. En general,
PROPIETATS 9.1.

1. Una matriun X n A és invertible si i només sirangA = n.

2. Si la matriu A és invertible llavors I'equacio AX =1 té una solucio unica.

Demostracio:

1. Com que el rang de la matriu I d’ordre n és n, és evident que [A \ I] també té
rang n (té n columnes linealment independents i només té n files). Llavors,
el teorema de Rouché garanteix que el sistema AX = I és compatible si i
nomeés si rangA = n.

2. Aixo0 també és conseqiiencia del teorema de Rouché, perque, per la propietat
anterior, si A és una matriu n X n invertible, aleshores el rang de A és n i,
llavors, la soluci6 del sistema lineal AX =1 és Ulnica. ©
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DEFINICIO 9.2.

Si la matriu A és invertible, llavors la matriu inversa de A és I'inica matriu
A1 que verifica la igualtat

AAT =1

iz A 'exemple 9.1 hem provat que la inversa de la matriu A = [(1) i] és A7l =
1 —» 1 2 -1

[0 1]. I, a 'exemple 9.2, hem vist que la matriu A= [0 1 1| no en té,
1 3 0

d’inversa. De fet, aquests dos exemples, i la propietat 9.1.1 ens mostren el que
hem de fer per decidir si la matriu n X n A és invertible i, en cas que ho siga,
calcular-ne la inversa:

Estudi de la invertibilitat i calcul de la inversa
1. Apliqueu l'algorisme de Gauss a la matriu [A \ I].

2. Si el rang de A és n, aleshores A és invertible. En cas contrari, no ho és.

En cas que ho siga,

2.1 acabeu d’aplicar I'algorisme de Gauss-Jordan a la matriu [A \ I].

2.2 El resultat que heu obtingut és [I | A‘l].

EXEMPLE 9.3.

-1 0 1
Estudieu si la matriu A = [ 0o 2 —1] és invertible i, en cas afirmatiu,
1 0 0

calculeu-ne la inversa.

Apliquem l'algorisme de Gauss a la matriu [A \ I]:

-1 0 1]1 0 0 -1 0 1]1 00
E3 (1)

[Alf]=] 02 -1]0 1 0|=*=| 02 -1/0 10

1 0 0/0 01 00 1|1 01

I, com que aquesta forma esglaonada de la matriu A té tres pivots no nuls, podem
assegurar que el rang de la matriu A és tres i la matriu és invertible.
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Ara acabem d’aplicar-hi ’algorisme de Gauss-Jordan:

-1 0 11 0 O sy (DEy5(~1)- -1 0 0|0 O -1
02 -1/01 0] ———— | O 2 O]1 1 1
0 0 1/1 0 1 0 0 1|1 0 1

E(—1)Ey(1/2)- 1004 0 0 1
—FF |0 1 0|1/2 1/2 1/2
0 1|1 0 1

o

Llavors, la matriu inversa és

0 0 1
Al = [1/2 1/2 1/2}
1 0 1

Encara ens falta provar una altra propietat important de les matrius invertibles:
segons la definicio de la matriu inversa de A, AA~! = [; pero resulta que el producte
A~1A també és igual a la identitat.!

PROPIETAT 9.2.

Donades les matrius quadrades d’ordre n, A iB, si AB =1 aleshores BA =1 I

Demostracio: Si AB = I aleshores B = A~! i rangA = n; per tant, la forma
esglaonada reduida de A és 1i es pot obtenir fent operacions elementals sobre A.
Sifem aquestes operacions elementals sobre la matriu ampliada [A \ I] obtindrem

E, ... BBy [A | 1] = [1]B]
Aix0 vol dir que
Ep...EzElA:I
Ep---EZEl = B

aixi que substituint la segona equaci6 en la primera obtenim BA =1. o

9.2. MULTIPLICACIO DE MATRIUS INVERTIBLES

El producte de matrius invertibles també ho és.

PROPIETAT 9.3.

Siguen A, i A, dues matrius n X n. Aleshores A, i A, son invertibles si i només
si el producte A, A, és invertible.

En aquest cas,

(AA) T = AFIATT

IDe fet, la definicio habitual de la matriu inversa exigeix les dues igualtats, AA~!l = A=A =1L
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Demostracio: Suposem que les dues matrius A; i A, son invertibles. Llavors, si
multipliquem A, A, per A;*A;! tindrem

ALAATAT = A AT =1
I

aixi que la inversa de A;A; és A; AT L
Si ara suposem que A, A, és invertible, multiplicant A, per la matriu A, (A;A;) !

tindrem
Ar(Az (ALA) ) = (A1Ay) (AJAy) T =T

aixi que A, és invertible i la seua inversa és A, (A;A,) . Finalment, com que
A, = AT1(AA,), A, també és invertible. o
COROLLARI 9.4.

El producte A\A, ... A, és invertible si i només si ho son totes les matrius
Ay, Ay, ..., A,. En aquest cas,

(AlAz . A,) = ASLLATIAT o

= Pareu atenci6 al fet que la inversa del producte és el producte de les inverses
en l'ordre contrari.

9.3. INVERSES DE LES MATRIUS ELEMENTALS

Com que les matrius elementals tenen sempre rang maxim, podem assegurar que
totes les matrius elementals so6n invertibles. A més a més, és molt facil calcular
les inverses d’aquestes matrius.

PROPIETAT 9.5.

Totes les matrius elementals son invertibles. A més a més, la inversa d’'una
matriu elemental és també elemental (i del mateix tipus). En concret,

1. La inversa d’'una matriu elemental del tipus permutacio és la mateixa
e E—1 —
matriu: ; ; = E; ;.

2. La inversa d’'una matriu elemental del tipus escalat amb factor d’escala
és la matriu del tipus escalat amb factor d’escalal/x: E;() ™! = E;(1/x).

3. La inversa d’una matriu elemental del tipus reduccio amb parametre x
és la matriu del tipus reduccio amb parametre — o Ei‘j((x)‘1 =E;;(—o00).
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Totes aquestes propietats es comproven sense més que fer les multiplicacions
corresponents. Per exemple,

1 0 0111t 0 O 1 0 0
E2’3((X)_1E2’3(_0() =0 1 « 01 —x|=10 1 0 0
0O 0 1f]0 0 1 0 0 1

i Pero el més interessant d’aquesta propietat és que la matriu inversa d’'una
matriu elemental és la matriu elemental que desfa I'operaci6 elemental que
feia la primera: I'operacio inversa de sumar a una fila el doble d'una altra és
restar a una fila el doble de I'altra; el contrari de multiplicar una fila per 2 és
dividir-la per 2; i per neutralitzar la permutacié de dues files cal tornar-les
a permutar.

i Notem que l'algorisme de Gauss-Jordan és admissible, com a métode per
resoldre un sistema d’equacions lineals, precisament perque les matrius
elementals son invertibles.

Del fet que les inverses de les matrius elementals son també matrius elemen-
tals podem deduir una nova caracteritzacié de les matrius invertibles.

PROPIETAT 9.6.

La matriu quadrada A és invertible si i només si A és un producte de matrius
elementals.

Demostracio: Si A és un producte de matrius elementals, llavors A és invertible
perque les matrius elementals ho son. Reciprocament, hem vist adés que si B és
la inversa de A, llavors B es pot obtenir com a producte de les matrius elementals
que transformen A en la identitat: B = E, ... E;E;. Llavors,

A=Bl=E"TE" . E,!

que és un producte de matrius elementals. o

9.4. TEOREMA DE CARACTERITZACIO DE LES MATRIUS INVERTIBLES

Les propietats que una matriu quadrada és invertible si i només si té rang maxim
0 siinomés si és un producte de matrius elementals podem reformular-les de
moltes maneres interessants:
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TEOREMA 9.7.

Siga A una matriu quadrada n X n. Totes les afirmacions segtients son
equivalents:

1. A és invertible.

. L’equacio matricial AX =1 és compatible.

. El rang de A és n.

. Les files de A son linealment independents.

. Les columnes de A son linealment independents.

. La forma esglaonada reduida de A és la matriu identitat.

. Per a qualsevol vector b el sistema lineal A% = b és compatible.
Per a qualsevol vector b el sistema lineal A% = b és determinat.

El sistema lineal AX = 0 és determinat.

2
3
4
5
6
7.
8.
9.
0.

. A és un producte de matrius elementals. o

L’espai nul de A és NulA = {6}.

~

~
~

De fet, la invertibilitat és tan important en algebra lineal que gairebé en totes
les llicons d’aquest curs trobarem noves equivaléncies del fet que una matriu
siga invertible (vegeu-ne una llarga llista a la pagina 482).

9.5. EL DETERMINANT D’UNA MATRIU 2 X 2. CALCUL RAPID DE LA INVERSA

Si A és una matriu 2 X 2, hi ha una estratégia molt simple per decidir si aquesta
matriu és invertible i, si ho és, per calcular-ne la matriu inversa: si multipliquem

. a a . a —-a )
les matrius A= | 11 T2 fjp=| “% 121 obtindrem
az; Aapz; —d an

AB = | 411 iz Az; —Arz | _ | Au1d22 — A12az; 0
a Aaxp||—axn an 0 —Aa12ap + ands
_ 1 0
= (anaz —apan) |, 4

El nombre detA = a;;a,, — a»a»; S'anomena determinant de la matriu A. Doncs
bé, si suposem que aquest determinant no és igual a zero, tindrem que

1
A (detAB) =1
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aixi que la matriu A sera invertible i la seua inversa és

Al = 1 B = 1 Az  —aip
detA detA | —a,; an
En canvi, si el determinant és zero es pot comprovar facilment que llavors la
matriu A no és invertible. Per tant,

PROPIETAT 9.8.

daz; dpp
nul. En aquest cas, la inversa de A és

Al = 1 Az a2
detA —dy ary

. ay; ap| . . . . . . .
La matriu A = [ 1 12] és invertible si i només si el seu determinant és no

Aixi que, per estudiar la invertibilitat i, en cas que siga possible, invertir la
matriu A, podem fer el segiient:

(a) Calculem el determinant: detA = a;1d,> — a;»2ads;.

(b) Si aquest determinant és zero llavors, la matriu no és invertible. En cas
contrari, la inversa es calcula intercanviant els dos elements de la diagonal
de A, multiplicant per —1 els altres dos elements de la matriu i, finalment,
dividint pel determinant.

EXEMPLE 9.4.

Estudieu si la matriu A = [; i] és invertible i, si ho és, calculeu la matriu

inversa A-1.

El determinant de A és detA =1-4 —2-3 = —2, aixi que A és invertible. La

1 —
matriu inversa és aquesta: A~ = = [_;1 ﬂ 5
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9.6. RESUM

Matrius invertibles

- Una matriu quadrada A és invertible si i només si existeix una matriu B amb
AB =1.

= La matriu, n X n, A és invertible si i només rang A = n.
- Si A és invertible llavors, la inversa de A és I'inica matriu A~! per a la qual
AA"l =1L

Calcul de la inversa . .
[A ‘ I] auss-Jordan [I ‘ A_l]
Propietats Si A és invertible llavors,
- AATT=ATTA=T
- (AH) ' =A
- AiA~! s6n productes de matrius elementals.
Inversa del producte
- AA, és invertible si i només si A; i A, son invertibles i (A;A;) ! = A;1ATL
-1
- SiAy, Ay, ..., A, son invertibles llavors (A1A2 Ap) =AAIATL

Inverses de les matrius elementals

E-l =E.

i i,j El((X -1 = El(l/O() Ei’j(o()71 = El,J(_‘X)

Caracteritzacions

Si A és una matriu quadrada n X n, totes les afirmacions seglients s6n equivalents:
A és invertible.

La forma esglaonada reduida de A és la matriu identitat.

Existeix B amb AB = L.

Existeix B amb BA = 1.

A és producte de matrius elementals.

Les files de A son linealment independents.

Les columnes de A s6n linealment independents.

W X N DR WwW N

L’equacio matricial AX = I és compatible.

10. Per a qualsevol vector D el sistema lineal A% = b és determinat.

11. El sistema lineal AX = 0 és determinat.
12. NulA = {0}.
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El determinant d’una matriu 2 X 2

. . a a , a a
- El determinant de lamatriu A = | “" “12| és el nombre detA = |1 T12| =
az; Ay az; Ay
ay1dz — A1pAs.
P . . . -1 1 az; —ap;
- A ésinvertible < detA # 0. Amésamés, A~ = —— .
detA | —a,; ay

9.7. EXERCICIS

EXERCICI 9.1. Determineu si les matrius segiients son invertibles i, en cas que
ho siguen, calculeu la inversa i escriviu les matrius com a producte de matrius
elementals.

- 2 2 2
@ A= | ;] (b) B=B _ﬂ (© c=[3 2 2]
L 510
[2 2 2] 1 0 O [0 0 1
(d D=1|3 2 2 (e) E=]0 1 O] ) F=1]0 1 0]
|1 0 O] 0 01 |1 0 O
[0 0 17 01 0 1 -1 0
(g G=1]1 0 O (h) H=1]0 0 1 (i) L=]-2 3 0
|0 1 0] 1 0 0 | 1 0 0
_ =i 2 —i [1-i o0
L e B R T s U S B
(solucio: pag. 546)
1 -1 0 O
EXERCICI 9.2. Calculeu la inversa, si existeix, de la matriu A = _é _1 _i _(1) :
0 0-1 1

(solucio: pag. 549)

EXERCICI 9.3. Sense fer cap calcul digueu quina és la matriu inversa de la matriu
0

—_ o O

(soluci6: pag. 550)

EXERCICI 9.4. Sabent que les matrius A i B son invertibles, ailleu la matriu X en
I'expressio
BA2XB = C — 2I

(soluci6: pag. 550)



9. La matriu inversa 153

2 6 4
EXERCICI 9.5. Proveu que si A = {1 0 —2} aleshores A3 —8A — 321 =0
3 7 =2

utilitzeu aquest resultat per a calcular la matriu inversa A~1.
(solucio: pag. 550)

EXERCICI 9.6. Proveu que si el determinant d’'una matriu 2 X 2 és igual a zero
llavors, aquesta matriu no és invertible.
(solucio: pag. 551)

EXERCICI 9.7. (Calcul rapid de la inversa d’'una matriu 2 X 2) Feu servir el de-
terminant per calcular inverses, si existeixen, de les matrius 2 X 2 de I’exercici 9.1.
(soluci6: pag. 551)

EXERcICI 9.8. (Inverses laterals) Si A és una matriu m X n i B és una matriu
n X m direm que B és una inversa dreta de A si AB = 1. De la mateixa manera,
direm que B és una inversa esquerra de A si BA =1.

(a) Quina condicié s’ha de complir perqueé la matriu A tinga alguna inversa dreta?

(b) Quina condici6 s’ha de complir perque la inversa dreta de la matriu A siga
Unica?

(c) Quina condici6 s’ha de complir perqué la matriu A tinga alguna inversa es-
querra?

(d) Quina condici6é s’ha de complir perque la inversa esquerra de la matriu A siga
Unica?

(e) Quines condicions s’han de complir perqué la matriu A tinga inverses pels
dos costats?

(solucio: pag. 552)

EXERcCICI 9.9. Calculeu totes les matrius inverses esquerres i/o dretes, en cas
que existisquen, de les matrius segiients:

11 11 1
A1=11 10 A=101 A;=1-1 1 -1
1o -10 1 0 01 0

(soluci6: pag. 552)



LLICO 10. TRANSPOSICIO I CONJUGACIO. MATRIUS HERMITIQUES
I MATRIUS UNITARIES

It’s always good to take an orthogonal view of something.
It develops ideas

Ken Thompson

En aquesta llic6 introduim dues operacions amb matrius: la transposicio
i la conjugacio (en el sentit de la conjugacié6 de nombres complexos).
Aquestes operacions sén importants per la seua relacio amb el producte
escalar. Per aixo, les matrius hermitiques i les matrius unitaries, que es
defineixen a partir d’aquestes operacions, tenen molta importancia en
tots els problemes relacionats amb la geometria de K".

Les matrius unitaries, és a dir les matrius quadrades les columnes de
les quals s6n ortonormals, representen les transformacions lineals que
conserven angles i distancies.

Les matrius simetriques i hermitiques també tenen molta importancia,
perqueé apareixen en forca aplicacions practiques (i també associades
amb les matrius unitaries quan es diagonalitzen).

Al llarg del curs, trobarem les aplicacions d’aquests tipus de matrius a
la solucié dels problemes de minims quadrats, la diagonalitzacié de les
matrius normals i la factoritzaci6 en valors i vectors singulars.

10.1. LA MATRIU TRANSPOSADA. MATRIUS SIMETRIQUES I MATRIUS ORTOGO-
NALS

Transposar una matriu és canviar les seues files per columnes: construir una
nova matriu les files de la qual sén les columnes de la primera. La transposada
de la matriu A la representem com AT.

1 4
Per exemple, la matriu transposada de A = 123 ésAT=12 5
4 5 6 36

Es evident que si A és una matriu m X n, aleshores AT sera una matriu n X m.
En particular, la matriu transposada d’un vector és una matriu fila, i la matriu
transposada d’una matriu quadrada també és quadrada.

El rang de la matriu transposada coincideix amb el de la matriu original:
PROPIETAT 10.1.

Per a qualsevol matriu A, rang AT = rangA. I

Demostracié: Lunic que hem de fer, per demostrar-ho, és recordar que el rang
es pot interpretar, bé com el nombre de files linealment independents que té la
matriu, bé com el de columnes linealment independents. Perdo com que les files
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de AT son les columnes de A, és clar que:

rang AT = nombre de files independents de AT
= nombre de columnes independents de A =rangA o

L’operacio de transposar commuta amb la de sumar o multiplicar per un
escalar (és a dir, que la suma de les transposades és la transposada de la sumaila
transposada del producte d'un escalar per una matriu és el producte de I’escalar
per la transposada de la matriu). En canvi, amb el producte s’inverteix 'ordre.
Tot aixo es pot provar molt facilment.

PROPIETATS 10.2.

1. La transposada de la suma és la suma de les transposades: (A + B)T =
AT + BT,

2. La transposada del producte per un escalar és el producte de la transpo-
sada per lescalar: (xA)T = xAT.

3. La transposada del producte és el producte de les transposades en I'ordre
contrari:
(AB)T = BTAT o,

Finalment, I’operacio d’invertir una matriu també commuta amb la transposicio.
PROPIETAT 10.3.
Si A és una matriu invertible, llavors la seua transposada també és invertible i

la inversa de la transposada és la transposada de la inversa: (AT)71 = (A‘l)T.

Demostracio: Per a provar-ho, multipliquem AT per (A‘l)T i recordem que
la transposada del producte és igual al producte de les transposades en ordre

contrari: T T
AT (Afl) = (A*IA) =I"=1 o

10.1.1. MATRIUS SIMETRIQUES I MATRIUS ANTISIMETRIQUES
Una matriu A és simétrica si AT = A. Per exemple, les matrius

0 2 e3

1 2 1 0
S A S P R
e’ —1 T

son simeétriques. S’anomenen d’aquesta manera perque s’hi observa una simetria
respecte a la diagonal principal (técnicament, a;; = aj;, per a tots els indexs i i j).

= Les matrius simetriques son sempre matrius quadrades.
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PROPIETATS 10.4.

1. SiA iB son simétriques, llavors A + B també és simétrica.
2. SiA és simétrica i « és un escalar, llavors xA també és simétrica.

3. SiAiB son simétrigues, llavors AB és simétrica siinomés siA iB commuten
entre elles (és a dir, si AB = BA) .

4. Si A és una matriu invertible i simétrica, llavors la seua inversa també
és simétrica. o

= Fixeu-vos bé en el cas del producte: perque el producte de dues matrius
simetriques siga una matriu simetrica cal que aquestes dues matrius com-

muten.
Una matriu A és antisimétrica si AT = —A. Per exemple, les matrius
0o 2 -é
0 -2
A= ” 0 A=|-2 0 1
e -1 0
soOn antisimetriques. Element a element, la condici6 perqué la matriu A siga
antisimetrica és que a;; = —aj;, per a tots els indexs i i j. Observem que la
diagonal de les matrius antisimetriques és sempre nulla, perque a;; = —a;; =
aj; = 0.

10.1.2. LA MATRIU ATA I EL. PRODUCTE ESCALAR REAL

Fent servir la transposicié de matrius, podem reinterpretar el producte escalar
de dos vectors reals 7 i ¥ com un producte de dues matrius, perqué

V1

. /)

u-ﬁ=u1v1+u2v2+---+unvn=[u1 Uy ... un] =u'v

Un

UV =uUv + UV + = + UV, = UD

De manera més general, si A és una matriu real, quan multipliquem AT per A
estem fent els productes escalars de les files de AT per les columnes de A; pero
les files de AT son les columnes de A, aixi que la multiplicacié ATA conté tots els
productes escalars entre les columnes de A,

T - — — - - —
a, a-a; da;-ap a - ay
—>T - - - - - -
a S o - dr+d, d,-d a,-d
ATA = 2 [al a, an] — 2" 2" A2 2 an
an ap-d, dy-do d, - dny
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per aquest motiu, en tots els problemes amb vectors i matrius reals que tenen
relaci6 amb el producte escalar (ortogonalitat, projeccions, distancies, angles,
valors singulars...) sempre cal treballar amb aquesta matriu.

Més endavant estudiarem les propietats de la matriu ATA. De moment, obser-

varem que és una matriu simetrica, perque

() = w7’

=ATA

i la farem servir per definir les matrius ortogonals.

10.1.3. MATRIUS ORTOGONALS

Una matriu quadrada real Q és ortogonal si Q'Q =1, és a dir, si és invertible i la
inversa de Q és la transposada Q'. Per exemple, la matriu identitat és ortogonal,

perqué I'T = 11 = 1, i la matriu

Q

2/3 1/3
[—2/3 2/3
1/3 2/3

també és ortogonal, perque

2/3 —=2/3 1/3 2/3
Q'Q = { 1/3 2/3 2/3} [—2/3
-2/3 —-1/3 2/3 1/3

—2/3
_1/3]
2/3

1/3
2/3
2/3

—2/3 1 0 0
_1/3] _ {0 1 o}
2/3 0 01

Aquestes matrius s’anomenen ortogonals, perque el conjunt de les seues
columnes és ortonormal:' com que Q'Q conté tots els productes escalars entre

les columnes de Q, si aquest producte és la identitat,

di-d di-d> - du-
Q'Q = ‘b:_fh -4z - 4>
én ) ﬁl ‘_;in ) QZ ﬁn

1 0 0
0 1 0
0 0 1

llavors la diagonal d’uns indica que totes les columnes so6n vectors unitaris i la
resta d’entrades (zeros) que son mutuament ortogonals.

PROPIETAT 10.5.

Una matriu quadrada real és ortogonal si i només si les seues columnes formen
un conjunt ortonormal de vectors. o

D’altra banda, la multiplicacio QQT conté els productes escalars entre les files de
Q, aixi que les files de les matrius ortogonals també sén ortonormals.

IRecordeu que un conjunt de vectors és ortonormal si tots son unitaris i cadascun dels vectors és

ortogonal a tots els altres.
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Les matrius ortogonals so6n interessants per molts motius, especialment per
les seues aplicacions geomeétriques. Vegem-ne algunes.

Primer de tot, podem observar que, si la matriu Q és ortogonal, llavors la
resolucio del sistema d’equacions lineals QX = b es redueix a una multiplicacio:
Q¥ =bh = QQ¥x =Q'b = ¥ =Q"h

Si multipliquem una matriu ortogonal pels vectors ii i U, llavors el producte
escalar dels nous vectors és el mateix que el dels vectors originals, perque

Qii-QU = (Qi)"(QY) =i'Q'QUV =iV =i -V

Aquesta propietat s’expressa dient que les matrius ortogonals conserven els pro-
ductes escalars. Com a conseqiiéncia d’aixo, es pot provar facilment que aquestes
matrius també conserven els angles, les longituds i les distancies.

10.2. LA MATRIU ADJUNTA

Com que el producte escalar dels vectors complexos i i U és

U0 =W + W0, + =+ vy = [ Wy - Uy
Un
el paper que fa la matriu transposada en el cas real, quan treballem amb matrius

complexes el fa la matriu transposada conjugada: la matriu conjugada de la ma-
triu A, A, és el resultat de canviar cada entrada de la matriu pel complex conjugat

1 2i 3 ) . ,
, la seua matriu conjugada és

corresponent, per exemple, si A = [ 4 5—i 6

4 5+i 6

és la matriu A* = AT, que s’obté transposant A i canviant tots els elements pels
seus complexos conjugats.

A= [1 2 3}. Aleshores, la matriu adjunta o transposada conjugada de A

1 4
, , 1 2i , . .
Per exemple, la matriu adjunta de A = b 3 ésA* = | =2i S5+
4 5—i 6 3 6
Si A és una matriu m X n, aleshores A* és una matriu n X m. En particular,
la matriu adjunta d’un vector és una matriu fila, i la matriu adjunta d'una matriu
quadrada també és quadrada.
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PROPIETATS 10.6.

1. Per a qualsevol matriu A, rang A* = rangA.
2. L’adjunta de la suma és la suma de les adjuntes: (A + B)* = A* + B*.

3. L’adjunta del producte per un escalar és el producte de la transposada
pel conjugat de l'escalar: (xA)* = xA*.

4. L’adjunta del producte és el producte de les adjuntes en l'ordre contrari:
(AB)* = B*A*,

5. Si A és una matriu invertible, llavors la seua adjunta també és invertible
i la inversa de 'adjunta és 'adjunta de la inversa: (A*) ' = (A-1)".

Demostracio: D’aquestes propietats, I'inica que no és del tot trivial és la primera.
Per demostrar-la, sera suficient que provem que els vectors iy, iy, ... i, sOn

linealment independents si i només si, ho son els conjugats iy, iy, ... ii,.
Observem que

XUy + XoUy + - + Xy ) = 0 (10.1)
és equivalent a

xlﬁl + Xz'l_/iz + -+ xuﬁp = 6

X1ty + Xty + o+ Xyt = 0 (10.2)

Aixi que I'equacio6 (10.1) té només la solucié nulla si i només si passa el mateix
amb I'equaci6 (10.2).

En conseqiiéncia, el nombre de files linealment independents de la matriu A
és el mateix que el nombre de columnes linealment independents de A*. o

10.2.1. MATRIUS HERMiTIQUES I MATRIUS ANTIHERMiTIQUES

Una matriu A és hermitica (o autoadjunta) si _A* = A. Per exemple, la matriu A =
1 1+i] . . N 1 1—i 1 1+
és hermitica, perque A* = - | = =A.

1-—i 2

1—i 2

1+i 2
= Les matrius hermitiques s6n quadrades.

PROPIETATS 10.7.

1. Si A iB son hermitiques, llavors A + B també és hermitica.

2. Si A iB son hermitiques, llavors AB és hermitiques si i només si A i B
commuten entre elles (és a dir, si AB = BA).



160 Capitol 2. Matrius

(..0)

3. Si A és una matriu invertible i hermitica, llavors la seua inversa també
és hermitica.

4. Una matriu real A és hermitica si i només si és simétrica. o

= El producte d’un escalar per una matriu hermitica no té perqué ser una
matriu hermitica, perque, si A és hermitica, (xA)* = XA* = XA.

. . . .. . i 1+i],
Una matriu A és antihermitica si A* = —A. Per exemple, A = [_1 L o ] és
antihermitica.

10.2.2. LA MATRIU A*A I EL. PRODUCTE ESCALAR

Com hem dit en comencar aquesta llico, en el cas complex, la matriu adjunta
generalitza la matriu transposada d’una matriu real, perqueé si 1 i ¥ son dos
vectors, llavors,
1
W — — S —1 |V N
UV =UVTUV + =+ UV, = [ul U, ... un] 2 = u*v

Un

Per aixo, el producte A*A conté tots els productes escalars entre les columnes
de la matriu A:

G_il* O_il . C_il d’l dz dl ay
a o o - d>+d; d»>+ad d,-d
A*A = 2 [111 d, - an] — 2y 27 A 2 Ay

* *
1 La matriu A*A és hermitica, perqueé (A*A) = A* (A*) = A*A.

10.2.3. MATRIUS UNITARIES

Una matriu quadrada U és unitaria si U*U =1, és a dir, si és invertible i la inversa
de U és I'adjunta U*. En altres paraules, una matriu quadrada és unitaria si el
conjunt de les seues columnes és ortonormal.

1 [1 +i —1+i

Per exemple, la matriu U = 511 4i 1— i} és unitaria, perqueé

U*U—l 1—i 1—i|l|1+i —1+i|]_1[4 0 _q
T2l -1—-i 1+il2|1+i 1—i| 4|0 4|

= Evidentment, les matrius reals s6n unitaries quan sén ortogonals.
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PROPIETATS 10.8.

Les matrius unitaries conserven els productes escalars i les longituds dels
vectors, és a dir, que si la matriu U és unitaria, aleshores,

—

1. per a qualsevol parell de vectors 1 i U, Uil - UV = il - U;

2. per a qualsevol vector i, |Uii| = ||ii]|.

Demostracio: L'tnic que cal provar és que, si 1l i U son dos vectors qualsevulla,
llavors Ui - UD =il - U:
U = (Ui)*(UD) =u* U U =u*v=1u-7 o

——
I

i)

u

= En conseqiliencia, les matrius unitaries també conserven les distancies i els

angles.
10.3. RESUM
La matriu transposada La matriu adjunta
La matriu transposada de A, A7, és la que La matriu adjunta A* és la transposada
té per columnes les files de A. conjugada de A (el resultat de transposar i

canviar totes les entrades pels complexos
- Elsrangs d'una matriuila seua de la conjugats): A* = AT

transposada son iguals: rang AT =

rang A. - Els rangs d’'una matriu i la de la se-

ua adjunta son iguals: rangA* =
- La transposada de la suma és la su- rangA.

. T —
ma de les transposades: (A +B)" = - L’adjunta de la suma és la suma de

T T
A" +B. les adjuntes: (A + B)* = A* + B*.

- La transposada del producte d'un - L’adjunta del producte d’un escalar
escalar per una matriu és el produc- per una matriu és el producte del
te de I’escalar per la transposada de conjugat de I'escalar per I'adjunta
la matriu: (¢A)T = xAT. de la matriu: (¢A)T = xAT.

= [’adjunta del producte és el produc-
te de les adjuntes en ordre contrari:
(AB)* = B*A*.

= La transposada del producte és el
producte de les transposades en or-

dre contrari: (AB)T = BTAT.
- Si A és invertible, la inversa de

- SiAes inverFible, la inversa de la I'adjunta és 'adjunta de la inversa:
transposada és la transposada de la (A~ )* _ (A*)_l.

inversa: (A-1)" = (AT)"".

(...)
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(...)

Matrius simeétriques i antisimetriques
Una matriu A és simétrica si AT = A.

Una matriu A és antisimétrica si AT = —A.

- Les matrius simétriques o antisime-
triques son quadrades.

- La suma, el producte per un escalar
ila inversa de les matrius simetri-
ques també son simeétriques.

= El producte de matrius simetriques
A i B és una matriu simeétrica si i
només si les matrius commuten.

La matriu ATA (si A és una matriu real)
w  El producte escalar real és igual aun
producte de matrius: i - U = ' V.

- Si A és una matriu real, les entrades
de la matriu ATA son els productes
escalars de les columnes de A:

d,-d, d-d d,-dy
d,-d, d,-d a,-a
ATA=| 2 1 2 2 2 n
‘_in'[il dn'd2 dn'dn

Matrius ortogonals
Una matriu quadrada real Q és ortogonal
siQlQ=1
- Una matriu quadrada Q real és or-
togonal siinomés sila seua inversa
és la transposada Q.

- Una matriu quadrada Q real és orto-
gonal si i només si les seues colum-
nes son ortonormals.

= Les matrius ortogonals conserven
normes, angles i distancies.

Matrius hermitiques i antihermitiques
Una matriu A és hermitica si A* = A.

Una matriu A és antihermitica si A* = —A.

- Les matrius hermitiques o antiher-
mitiques s6n quadrades.

- La suma i la inversa de les matrius
hermitiques també son hermitiques
(el producte d’'un escalar per una
matriu hermitica no sempre és una
matriu hermitica).

ww  Fl producte de matrius hermitiques
A i B és una matriu hermitica si i
nomeés si les matrius commuten.

La matriu A*A

w  El producte escalar és igual a un pro-

ducte de matrius: i - U = u*v.

- Les entrades de la matriu A*A son
els productes escalars de les colum-

nes de A:
Eil'ﬁl ﬁl'dZ ﬁl'dn
d,-d, d,-d da,-d
A*pA=| G2 N4 2" Ay 2" Ay
‘_in'dl an - a; dn an

Matrius unitaries
Una matriu quadrada U és unitaria si
U*U =1
- Una matriu quadrada U és unitaria
si i només si la seua inversa és 1'ad-
junta Q*.
- Una matriu quadrada U és unitaria
siinomés siles seues columnes son
ortonormals.

1 Les matrius unitaries conserven nor-
mes i distancies.
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10.4. EXERCICIS
LA MATRIU TRANSPOSADA I LES MATRIUS SIMETRIQUES I ANTISIMETRIQUES

EXERcICI 10.1. Proveu que, si A i B son matrius quadrades del mateix ordre i A
és simeétrica llavors, la matriu BTAB + A també és simeétrica.
(solucio: pag. 554)

EXERCICI 10.2. Sila matriu A i B, del mateix ordre, son respectivament, simetrica
i antisimetrica, qué podem dir de AB + BA i de AB — BA?
(solucio: pag. 554)

EXERcICI 10.3. (a) Proveu que la matriu AAT és una matriu simétrica (per a
qualsevol matriu A, no necessariament quadrada).

(b) Donada la matriu A = 1 2 0] calculeu AAT i ATA i comproveu que so6n

3 -1 4
matrius simetriques distintes.

(c) Si A és una matriu quadrada, és cert que AAT = ATA?

(solucio: pag. 554)

EXERCICI 10.4. (a) Proveu que, si A és una matriu quadrada, llavors la matriu A +
AT és una matriu simeétrica i que la matriu A — AT és una matriu antisimeétrica.
A+AT A-AT
I
(en conseqiiencia, qualsevol matriu quadrada és la suma d'una matriu sime-
trica i una matriu antisimetrica).

(b) Proveu que, per a qualsevol matriu A, A =

(solucio: pag. 555)

MATRIUS ORTOGONALS

EXERCICI 10.5. Proveu que les matrius segiients son ortogonals:

1 1 11
00 1
2 1l-1 -
A= 2l L1 p |y g o] goliftt boBl
2 [-1 1 01 0 2 1 -1 -1 1
-1 1 -1 1

(soluci6: pag. 555)

EXERcCICI 10.6. Resoleu el sistema
X1 +Xx,+x3+x4,=0
—X1 — X +Xx3+x4=-6
X1 —Xp—X3+Xx4=-2
—X]+X—x3+x4=0

aprofitant el fet que la matriu B de I’exercici anterior és ortogonal.
(soluci6: pag. 556)
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EXERCICI 10.7. Proveu que les matrius de la forma A, = [COS & cos(a 4/ 2)]

sinx sin(o + 1/2)
son ortogonals i interpreteu aquest fet geometricament.
(solucio: pag. 556)

EXERcCICI 10.8. Una matriu permutacio és la matriu que resulta de reordenar
arbitrariament les files de la matriu identitat. Per exemple, les matrius

1 0 0 01 0 0 01
01 0 1 0 0 1 0 0
0 01 0 01 01 0

sOn matrius permutacio.
(a) Quantes matrius permutacié d’ordre » hi ha?
(b) Totes les matrius permutacié s6n elementals?
(c) Proveu que les matrius permutacioé son ortogonals.
(solucio: pag. 557)

EXERcCICI 10.9. Proveu que si Q és una matriu ortogonal, llavors,

(a) la norma del vector Qi coincideix amb la norma de 1,

(b) I’angle entre els vectors Qii i QU és el mateix que el que hi ha entre i i 7,

(c) la distancia entre els vectors Qii i QU és igual a la distancia entre i i v.
(solucio: pag. 557)

MATRIUS HERMITIQUES, MATRIUS ANTIHERMITIQUES I MATRIUS UNITARIES

i i i

Po=io =i,
i : és simetrica,
—i =i i
antihermitica i unitaria. (solucio: pag. 558)

i

11

ExErcicr 10.10. Proveu que la matriu U = > :
i

EXERcCICI 10.11. Suposem que B i C son les parts real i imaginaria de A, respecti-
vament (és a dir, Bi C son reals i A = B + iC). Proveu les propietats segiients:
(a) Sila matriu A és hermitica llavors, B és simeétrica i C és antisimetrica.
(b) Sila matriu A és hermitica llavors, la diagonal de A és real.
(c) Silamatriu A és antihermitica si i només si iA és hermitica.
(d) Si A és antihermitica llavors, els elements de la diagonal de A sén imaginaris
purs.
(e) Si A és antihermitica llavors, B és antisimetrica i C és simetrica.
(solucio: pag. 558)

EXERCICI 10.12. Proveu que el producte de dues matrius unitaries també és una
matriu unitaria.
(soluci6: pag. 559)



LLIC(') 11. MATRIUS TRIANGULARS. FACTORITZACIONS LU

A numbey of the methods for the solution of equations and,
more particularly, for the inversion of matrices,

depend on the resolution of a matrix

into the product of two triangular matrices

Alan Turing

En aquesta unitat dediquem una mica d’atencié a la factoritzacié LU, que
és la interpretacié matricial de I’algorisme de Gauss i la base d’algun dels
metodes directes més habituals en I’algebra lineal numeérica.

11.1. MATRIUS DIAGONALS I MATRIUS TRIANGULARS

Les matrius diagonals son les més senzilles, almenys des del punt de vista de
la facilitat amb qué es treballa: normalment, qualsevol propietat és immediata
i qualsevol problema es resol sense cap dificultat, si treballem amb una matriu
diagonal.

La diagonal principal d'una matriu m X n és la formada pels elements a,,
Aoy ...
DEFINICIO 11.1.

Una matriu quadrada A és diagonal si tots els elements que no es troben a la
diagonal principal s6n nuls.

Es a dir, que la matriu A és diagonal si té aquesta forma:

all 0 . O
a=| 0 a2 0
O 0 . ann

Per exemple, les matrius segiients son diagonals:

1 0 0 1 0 O 0O 0 O 0 0 O
010 0 2 0 0 1/2 0 0 0 O
0 0 1 00 -1 0O 0 3 0 0 O

Com deiem abans, tots els problemes amb matrius son trivials, si la matriu és
diagonal: per exemple, el rang d’'una matriu diagonal és el nombre d’entrades no
nulles a la seua diagonal, i la inversa de la matriu diagonal A existeix si no hi ha
cap zero a la diagonal i, llavors,

a;, 0 = 0
A71 — 0 1/a22 0
0 0 - 1/ay,
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D’altra banda, la suma i el producte de dues matrius diagonals i la multiplicacié
d’una matriu diagonal per un escalar s6n matrius diagonals. Si la matriu d’'un
sistema d’equacions lineals és diagonal, llavors el podem resoldre molt facilment,
perqueé cada equaci6 conté, com a molt, una incognita:

a 0 0 anx, = bl
Av=b o |0 a2 o 05 g o ane=bh
0 0 - aun AnnXn = by

Si la matriu A és triangular, les coses ja no son trivials, pero continuen sent
bastant simples.
DEFINICIO 11.2.

Una matriu quadrada és triangular superior si tots els elements que es troben
davall la diagonal principal sén nuls.

Es a dir, que la matriu A és triangular superior si té aquesta forma:

apn apz o A

O a . a
A= 22 2n
0 0 . ann

Totes les matrius diagonals sén triangulars superiors; pero és clar que n’hi ha, de
triangulars superiors, que no son diagonals. Com ara, aquestes:

1 2 3 1 0 O 0 0 3
01 2 0 2 -1 0 0 O
0 0 1 0 0 1 0 0 O

Es facil veure que una matriu triangular superior sera invertible si no té cap
zero a la diagonal; pero ara el calcul de la inversa requereix una mica de treball.
EXEMPLE 11.1.

Calculeu la matriu inversa de

Per tal de calcular la forma esglaonada reduida de la matriu ampliada, [A \ I],
només hem de fer els passos finals de I'algorisme de Gauss-Jordan, perque la
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matriu ja és esglaonada:

10 2[100 ot o o010 23
[Al]zloz—1o10]w,[oz 00 1 —1/3]
0 0 -3/0 01 00 -3l0 0 !
Eamey. L0 0f1 0 2/3

BOPECIS g 1 olg 172 —1/6

0 0 1[0 0 -1/3

1 0 2/3
aixi que, A"l =10 1/2 -1/6{. ©
0 O —-1/3

ww La inversié d'una matriu invertible i triangular superior es redueix a la
fase final de I'algorisme de Gauss-Jordan, perque la matriu ja és, d’antuvi,
esglaonada.

De la mateixa manera, si la matriu d'un sistema d’equacions lineals és trian-
gular superior, normalment podrem resoldre’l fent servir inicament 1’algorisme
de substitucio6 regressiva.

DEFINICIO 11.3.

Una matriu quadrada és triangular inferior si tots els elements que es troben
per damunt de la diagonal principal son nuls.

Es a dir, que la matriu A és triangular inferior si té aquesta forma:

al] 0 . 0

a a 0
A= |Fe1 A

App A2 App

I les propietats d’aquestes matrius son analogues a les de les matrius triangulars
superiors.

11.2. LA FACTORITZACIO LU

Gairebé tots els problemes de I’'algebra lineal que es tracten amb matrius poden
interpretar-se en termes de factoritzacions de matrius. Ja hem vist que I'esglaona-
ment i tot allo que s’hi relaciona, com ara, els algorismes del tipus Gauss-Jordan,
es poden interpretar com un producte de dues matrius. La factoritzacié LU n’és
un cas particular.
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DEFINICIO 11.4.

Una factoritzacio LU estricta de la matriu quadrada A és la descomposicio
d’aquesta matriu com un producte A = LU on

(a) L és una matriu triangular inferior.

(b) Totes les entrades de la diagonal principal de L son iguals a 1.

(c) U és una matriu triangular superior.

Per exemple,
2 11 _ |1 ofj2 1
1 2| |1/2 1|0 3/2

és una factoritzacio LU estricta.!
Hi ha matrius quadrades que no admeten una factoritzacié LU estricta (és a
dir, que no es poden escriure com a producte d’'una matriu triangular inferior per

i i . [0 1 , i L
una de triangular superior). Per exemple, la matriu 1 olmo té cap factoritzacio

LU estricta, perque, si en tinguera,
0 1 _ 1 0 Uiy Upp
1 O - 121 1 0 Uzp
01 _ U Uy
10 Lyun  baugn + Uz

i, llavors tindriem u,; =011 = l,yu;; = 0.

Per tal de determinar si existeix la factoritzacio, i calcular-la, notem que, si
existeix, la matriu L és sempre invertible, (perqué és triangular inferior i no té
zeros a la diagonal); en conseqiiéncia, si la matriu A admet una factoritzaci6 LU,
llavors L és un producte de matrius elementals. En altres paraules,

= La factoritzacio LU estricta, si existeix, es pot obtenir fent servir I’algorisme
de Gauss.

EXEMPLE 11.2.
Trobeu, si és possible, una factoritzaci6 LU estricta de la matriu

1 2 1
A=|-1 0 -2
2 6 =2

'El nom «LU>» fa referéncia al fet que L és una matriu triangular inferior (Lower triangular matrix) i
U és triangular superior (Upper triangular matrix).
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Apliquem-hi I'algorisme de Gauss:

A= _} (2) _é E31(—2)Ex;(1)- (1) 3 _} E3o(—1)- (1) ; _}
2 6 -2 0 2 —4 0O 0 -3

Si anomenem U aquesta matriu darrera tindrem

E;2(—1)E51(—2)E;; (1)A=U

1 0011 2 1
A=Ey (—1)E;;(2)E;, (1)U = [—1 1 0} {o 2 —1} o

2 1 1J[0 O -3

. e J
~ ~

L U

Aquest exemple ha funcionat correctament perqué només hem fet operacions
elementals del tipus reduccio, E; ;(«) amb j > i (a una fila li sumem un multiple
d'una fila anterior a ella); com que aquestes matrius son totes triangulars inferiors
amb només uns a la diagonal, el seu producte també té aquestes caracteristiques.
De fet, aquesta és la clau perque puguem trobar una factoritzacié LU estricta:

o bé,

= La condici6 que s’ha de complir perqueé la matriu A admeta una factoritzacioé
LU estricta és que siga possible transformar la matriu A en triangular supe-
rior aplicant-hi I'algorisme de Gauss i fent inicament operacions elementals
del tipus reduccio E; j(«) amb j > i (sumar a una fila un multiple d’'una
altra fila anterior).

L’exemple seglient confirmara aquesta condicio.
EXEMPLE 11.3.

Trobeu, si és possible, una factoritzacié LU estricta de la matriu

1 2 3
A=1]1 2 -1
2 2 2

Com en I'’exemple anterior, aplicarem I’algorisme de Gauss. En primer lloc, fem
zeros en la primera columna:

P A T N T P
2 2 2 0 -2 —4

i ja no podem continuar esglaonant si no és que permutem les files segona i

tercera:
12 3], 2 3
0 0 —-4|2510 -2 —-4|=uU
0 —2 —4 0 0 -4
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D’aquesta manera hem aconseguit trobar una matriu U triangular superior que
és equivalent per files a A, i no hi ha cap dificultat per a trobar la matriu L que
transforma A en U: Com que E; 3E3 ; (—=2)E;;(-=1)A=U, A= LU, on

1 0 0
L=E,;(1)E;(2)E;3=1(1 0 1
2 1 0

pero aquesta matriu L no és triangular inferior (perqué la matriu E; 3 no ho és; en
realitat, L és el resultat de permutar les files d'una matriu triangular inferior). En
consequencia, la matriu A no admet una factoritzaci6 LU estricta. Tot i aix0, als
efectes practics, aquesta factoritzacio és igualment 1util.

DEFINICIO 11.5.

Una factoritzacio LU (no estricta) de la matriu quadrada A és la descomposici6
d’aquesta matriu com un producte A = LU on

(a) L és una permutacio de les files d'una matriu triangular inferior que té
totes les entrades de la diagonal principal iguals a 1.

(b) U és una matriu triangular superior.

= En aquest sentit més ampli, qualsevol matriu quadrada admet una facto-
ritzacio LU; que en aquesta factoritzacié la matriu L siga o no triangular
depén del fet que es puga o no aplicar el metode de Gauss sense permutar
files.?

11.2.1. APLICACIO DE LA FACTORITZACIO LU A LA RESOLUCIO DE SISTEMES
LINEALS

-

Si hem de resoldre el sistema de n equacions lineals amb n incognites AX = b
i coneixem una factoritzacié LU de A, podrem escriure el sistema en la forma
LUX = b o, com que L és invertible, U¥ = L~1b. Llavors, fent el canvi L"'b = ¥
(b = Ly) i el sistema es transforma en UX = 7:

A)?z@(:)LU?CzB(:){

aixi que podem procedir de la manera segiient:

Resolucié del sistema AX = b a partir de A = LU

1. Resoleu el sistema Ly = b.
2. Substituiu la solucié que hem obtingut en UX = ¥ i resolem aquest nou
sistema d’equacions.

2Els autors més estrictes només admeten, logicament, la factoritzaci6 LU estricta.
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EXEMPLE 11.4.
Feu servir la factoritzacioé LU per a resoldre el sistema d’equacios lineals

1 2 1 0
-1 0 -2(x=]1
2 6 =2 4

En 'exemple 11.2 hem calculat aquesta factoritzacié LU de la matriu del sistema:

1 0 071 2 1
A=1]-1 1 0|0 2 -1
2 1 1f]10 0 -3

A J

L U

de manera que resoldrem successivament els sistemes Ly = (0,1,4) i UX = y:

r1 0 0[] [0] yi=0 »i=0

-1 1 0)|»m|=|1l={y=1+y Sy, =1
L2 1 Lyl 14 V3=4-2y1 -, v3=3
1 2 17[x;] [0] X1 = —2X; — X3 x;p=1

0 2 —1||x|=]|1|<= 2x, = 1+ x3 = 1x,=0 o
[0 0 —3] [ X3 ] 3] _3X3 =3 X3 = -1

Notem que el fet que les dues matrius L i U siguen triangulars permet resoldre
els dos sistemes amb molt poc esfor¢ (simplement hi apliquem un algorisme de
substitucio progressiva i un altre de substitucié regressiva).

EXEMPLE 11.5.

Feu servir la factoritzacio LU per a resoldre el sistema d’equacions lineals

1 2 3 1
1 2 -1{x=]1
2 2 2 0

Aquesta matriu és la de I'exemple 11.3, que no admet una factoritzaci6 LU estricta.
La factoritzacié que hem trobat és aquesta:

1 071 2 3
A= 11 1110 -2 —4
2 0] [O 0 —4

A

_— O O

Y

U

—-
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Fent servir la mateixa técnica, comencarem per resoldre el sistema Ly = (1,1, 0):

1 0 07[m»m 1 1 =1
1 0 1)y =[1]<=1 » +y3=1
2 1 0llysl 1O 2y1+y, =0

Aquest sistema no és propiament triangular; pero, com que la matriu L és una
permutacié d’'una matriu triangular inferior, podem reordenar les equacions
perque ho siga:
N =1
2y1+ 2 =0
Y1 +y3=1
i el podem resoldre també per substitucié progressiva:

» =1 =1 yi=1
2y + =0 = =—2y, | &= )2=-2
1 +y3=1 y3=1=-» ¥3=0

Finalment, resolem el sistema UX = y:

1 2 37 [x) 1 x1=1-2x, —3x3 x;1=-1
0 =2 —4||x|=|-2|<=1-2x,=-2+4x3 = {x,=1 o
0 0 _4 X3 O _4X3 = 0 X3 = 0

11.3. OPERACIONS ELEMENTALS PER COLUMNES

Fins aquest moment, inicament hem fet operacions elementals sobre les files de
les matrius. Pero és clar que també podem fer-les amb les columnes.? Doncs bé,
les operacions elementals per columnes s6n equivalents a multiplicacions per
matrius elementals (per la dreta).

PROPIETATS 11.1. (OPERACIONS ELEMENTALS PER COLUMNES)

1. Multiplicar una matriu A per la matriu elemental E; ; és equivalent a
intercanviar les columnes i i j de A.

2. Multiplicar una matriu A per la matriu elemental E;(x) és equivalent a
multiplicar la columna i de A per «.

3. Multiplicar una matriu A per la matriu elemental E; ; () és equivalent a
sumar a la columna i de A « vegades la columna j. o

3En moltes aplicacions, com ara, el calcul del rang d’'una matriu, el calcul del determinant, les
factoritzacions QR o, com farem de seguida, en el calcul de les factoritzacions LU, es poden fer
servir les operacions elementals per columnes.
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©=  La matriu que suma a la columna i de A « vegades la columna j no ésE; ;(x)
sind E;; (). Aquesta és 'iinica diferéncia amb el cas de les operacions
elementals per files.

11.4. CALCUL SIMULTANI DE LES MATRIUS U1 L

Com ja sabem, sempre que transformem una matriu A en una altra matriu B
fent-hi operacions elementals per files, hi ha una matriu invertible T de manera
que TA = B; aquesta matriu és el producte de les matrius elementals que fem
servir en passar de A a B, i la manera més senzilla de trobar-la consisteix a fer
sobre la identitat les mateixes operacions elementals que fem sobre A.

En el cas de la factoritzacié LU, transformem A en U, aixi que existeix una
matriu T de manera que TA = U, pero el que ens interessa en realitat és la matriu
inversa L = T~!. Aixo0 vol dir que el calcul de U i L requereix aquests dos processos
d’esglaonament:

(a) Calcul de les matrius U i T, aplicant a la identitat les mateixes operacions
elementals que a A. Esquematicament,

[A 1] —[u T]

(b) Inversié de T. La manera més eficient és aquesta:
[T 1] —[1 ]

El que farem aci sera veure com calcular simultaniament les matrius UiL, sense
passar per la matriu T. Observem que, si I'algorisme de Gauss transforma A en U
premultiplicant-hi les matrius elementals E,, Ey, ..., E,, és a dir, siE, -+ E;E;A=U
llavors, L = E{'E; ! - E, ' o, també, L = IE;'E; ! - E, L.

Aix0 vol dir que la matriu L es pot obtenir partint de la identitat i multiplicant a
la dreta les matrius elementals inverses de les que multipliquem per A al’esquerra.

E;+ E,- E,-
AL U
_EIL 'EEI .E;l

] —————5 L

Es a dir, fent amb les columnes de la identitat les operacions inverses de les que
fem amb les files de A. De manera més general: si la matriu B s’obté a partir de
A fent-hi operacions elementals per files, aleshors A = LB, on la matriu L és el
resultat de fer sobre les columnes de la identitat les operacions inverses de les
que fem amb les files de A.
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sobre la matriu I:

Factoritzaci6 LU. Calcul practic
Aquest algorisme calcula una factoritzacio LU de la matriu n X n A

Apliqueu l'algorisme de Gauss a la matriu A per convertir-la en triangular su-
perior, fent simultaniament les operacions elementals per columnes segiients

- Cada vegada que a la fila i de la primera matriu li sumeu « per la fila j,
resteu a la columna j de la segona matriu « per la columna i.

- Cada vegada que multipliqueu la fila i de la primera matriu per «, heu
de dividir per « la columna i de la segona.

- Siintercanvieu les files i i j de la primera matriu, llavors cal que inter-
canvieu les columnes i i j de la segona.

ww Un algorisme analeg es pot fer servir, amb una matriu A qualsevol, per
obtenir una factoritzacié A = LR, on R és la forma esglaonada reduida de A.

EXEMPLE 11.6.

1 2 3
Trobeu una factoritzacié LU de la matriu A = [1 2 2]

1 11

Apliquem l'algorisme de Gauss per a transformar A en triangular superior, fent
simultaniament les operacions inverses sobre les columnes de la identitat:

15 Restem la primera fila de la matriu A
a la segona:

L2 3], 12 3
A={1 2 22— 10 0 -1
111 11 1

15 Restem la primera fila a la tercera:

12 3], o2 3
00 -1|-—=fo o0 -1
11 1 0 -1 -2

5 Permutem les files segona i tercera:

1 2 3 1 2 3
Exs-
|:O 0 —1:| — |:O -1 —2:|
0o -1 =2 0 0 -1

1 Sumem la segona columna de la ma-
triu A a la primera:

10 0] . L 00
=0 1 0| =5 1|1 1 0
00 1

0 01
1z Sumem la tercera columna a la pri-
mera:

10 0] . [l 00
11 o[22 f1 10
00 1 1 01

15 Permutem les columnes segona i ter-

cera:
1 0 0 1 0 0
Ex3
1 1 0— 1|1 0 1
1 0 1 1 1 0
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1 2 3
En conseqiiéncia, si U = E; 3E5 1 (=1)E; ; (=1)A = [O -1 —2}
0 0 -1
1 00
iL=E1(1)E;1(1Ey3 = [1 0 1] llavors, A = LU, perqueé
1 1 0

LU = E> 1 (1)E3 1 (D Ex3E3E31 (= DEj (mDA=A o

11.5. PIVOTATGE PARCIAL

En teoria, la combinaci6 de I'algorisme de Gauss amb el de substitucio regressiva
ens proporciona la soluci6 exacta de qualsevol sistema lineal. Tot i aix0, quan
el sistema es resol amb I’ajut d’'un ordinador (que és I'inica manera raonable
de resoldre’], si no és que es tracta d’'un sistema amb molt poques equacions
i incognites) es poden produir alguns errors d’arrodoniment en els calculs o
en 'emmagatzematge de les variables; aquests errors es transmeten als calculs
posteriors i de vegades un petit error en un calcul intermedi pot acabar produint
un error inadmissible en el resultat final.
Per exemple, considerem el sistema lineal

0,000le + Xy = 1
X1 + Xy = 2

La matriu dels coeficents d’aquest sistema és

_[0,0001 1
A= [

i podem obtenir-ne una factoritzacié LU fent-hi una sola operacié elemental:

A [0,0001 1] E.i-1000- 10,0001 1 _y,
|1 1 0 —-9999 [ ~

1 0
L = E,,,(10000) = [10000 1]

Resolem el sistema Ly = (1,2) per substituci6é progressiva,

=1 _}3’1=1 _>y1=1
10000y, + v, = 2 Y, =2-10000y,) v, =-9998

i el sistema UX = y per substitucié regressiva,

0,0001X1 + Xp = 1 X1 = ].OOOO(]. _Xz)
—9999x, = —9998 X, =9998/9999

) )
és a dir, x; = 1,0001, x, = 0,9998, i hem obtingut la soluci6 exacta sense cap
dificultat.
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Ara bé, si fem servir una maquina que només pot treballar amb tres xifres
significatives i arrodoneix els resultats, en resoldre el sistema

x> =9998/9999

en comptes de x, = 1,0001 obtindrem x, = 1 i, en calcular x; tindrem x; =
10000(1 — x») = 0, de manera que l'error d’arrodoniment en x, es multiplica
per 10000 en un sol pas.

Evidentment, aquest problema deriva del fet que les magnituds dels coeficients
del sistema sén d’ordres molt distints, i que hem multiplicat x, per un nombre
molt gran; llavors, com que l'error en x, era e = 1 — x, = 0,0001, en calcular x,

x; =10000(1 — x,) = 10000(1 — (1 —€)) =10000€ = 1

Per minimitzar els efectes de la transmissié de I'error, és convenient de fer servir
I’algorisme de Gauss amb 'estratégia del pivotatge parcial, que consisteix a elegir
en cada pas el pivot més gran (en valor absolut) entre tots els possibles. Els
sistemes informatics de calcul numeric matricial fan servir normalment aquesta
estratégia sempre que fan operacions d’esglaonament.

En el nostre exemple, a I’hora d’obtenir la descomposicié LU, elegiriem la
segona fila com a fila pivot:

A= | 00001 1} Eax |1 1| Ea(=0,000D)- |1 1 —u
|1 1 0,0001 1 0 0,9999|
L = E»1E»,(0,0001) = [(1)’0001 (1)]

Pero la nostra maquina només aprecia tres xifres significatives, aixi que obtin-

dra
11 _[0,0001 1
o=lo o] =[]
En resoldre el sistema Ly = (1,2) obtindrem y; = 2,7y, =1 —0,0002 = 1, que
substituits en UX = y ens donen

o 2] [

i obtindrem la soluci6 aproximada x; = 1, x, = 1. Ara I’error d’arrodoniment
no s’ha incrementat i hem obtingut un resultat bastant més admissible.

Com hem dit adés, els programes de calcul numeric matricial avancats apliquen
la tecnica del pivotatge parcial sempre que han de fer servir 'algorisme de
Gauss. Per aix0, quan aquests programes calculen una factoritzacié LU, elegeixen
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sistematicament els pivots més adequats, de manera que les matrius L que
obtenen gairebé mai no sén triangulars. Per exemple, en el cas de la matriu A de
I'exemple 11.2, el procés seria el segiient:

12 17..[26 =2
A=|[-1 0 -2 -1 0 -2
2 6 =2 1 2 1

(intercanviem les files 1a i 3a, per tal de fer servir el millor pivot)
Es(—1/2)E5, (1/2)- F) g :;]
0 -1 2
(ara no cal intercanviar files, perque el pivot és I’'adequat)
2 6 -2
[O ; _3] N
0 0 1

Per tal d’obtenir la matriu L, fem les operacions inverses (per columnes) sobre la
matriu identitat:

ISR PEE R

0 01 1 0 0 1 0 0

o 1/2 —-1/3 1
[_1/2 1 OIZL

1 0 0
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11.6. RESUM

Matrius diagonals i matrius triangulars
Una matriu quadrada A € M,,,, és

- diagonal si tots els elements a fora de la diagonal principal sén zeros:

fa;; 0 - 07
A 0 ap ~— 0
L0 0 - ap,l
- triangular superior si tots els elements davall la diagonal principal soén zeros:
(A A = ay ]
A= 0 axp - anm
B 0 0 ann_
- triangular inferior si tots els elements damunt la diagonal principal son zeros:
ra;; 0 - 0
A= |G Q22 0
LAny An2 " Ann

Factoritzacions LU

Una factoritzacio LU estricta de la matriu quadrada A és la descomposicié A = LU on
1. L és una matriu triangular inferior.
2. Totes les entrades de la diagonal principal de L son iguals a 1.

3. U és una matriu triangular superior.
1 No sempre hi ha una factoritzacioé LU estricta
Una factoritzacio LU no estricta de la matriu quadrada A és la descomposicio A = LU
on
1. L és una permutacio6 de les files d'una matriu triangular inferior.
2. El primer element no nul de cada fila de L és igual a 1.
3. U és una matriu triangular superior.
= Sempre hi ha alguna factoritzacié LU no estricta.
Propietats

- La matriu U s’obté aplicant I’algorisme de Gauss.

i Si la factoritzacio LU és estricta, U s’obté aplicant només operacions
elementals del tipus a una fila sumar-li un multiple d’una fila anterior.

- La matriu L és invertible.
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() )

Aplicacio6 a la resolucio6 del sistema lineal AX = b

= Resoleu successivament els sistemes Ly = b i UX = .

Operacions elementals per columnes
Permutacio: Intercanvi de les columnes i i j. Equival al producte AE; ;.
Escalat: Multiplicacié de la columna per « # 0. Equival a AE; ().

Reduccio: Suma de « per la columna j a la columna i. Equival a AE; ; ().

Calcul simultani de les matrius Li U

Apliqueu I'algorisme de Gauss a la matriu A, fent simultaniament operacions elemen-
tals sobre les columnes de la matriu I:

- Si alafila i de la primera matriu li sumeu « per la fila j, resteu a la columna j
de la segona matriu « per la columna i.

- Si multipliqueu la fila i de la primera matriu per «, dividiu per « la columna i
de la segona.

- Si intercanvieu les files i i j de la primera matriu, intercanvieu les columnes i i
j de la segona.

Pivotatge parcial

= Apliqueu I'algorisme de Gauss elegint sempre el pivot més gros en valor absolut.

11.7. EXERCICIS
MATRIUS TRIANGULARS

EXERcICI 11.1. Calculeu la matriu inversa, si existeix, de les matrius segiients
(els nombres a, b, c i d so6n tots no nuls):

2 0 2 1 a b a O
waf ] w2l o[t ] wo-[n ]

(solucio: pag. 560)

EXERCICI 11.2. (Substituci6 progressiva) Resoleu el sistema d’equacions lineals

1 0 0 1
2 -1 0|xXx=1{0
3 -1 1 0

(solucio: pag. 560)
OPERACIONS ELEMENTALS PER FILES I COLUMNES
EXERcICI 11.3. La matriu N ’hem obtinguda fent les operacions elementals se-

guents sobre la matriu A = [(1) _ é _ﬂ:
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(a) Hem sumat la columna primera a la tercera; (b) Hem restat la columna segona
a la tercera; (c) Hem intercanviat les dues files; (d) A la primera fila li hem sumat
el doble de la segona. Calculeu la matriu N i trobeu dues matrius invertibles B i
C de manera que N = BAC.

(solucio: pag. 561)

FACTORITZACIONS LU

1 1 2
EXERcICI 11.4. Donada la matriu A = [—1 1 1] (a) Trobeu, si és possible,
0 4 5

una factoritzacio LU estricta de A. (b) Trobeu una factoritzacié LU de A fent servir
I'algorisme de Gauss amb pivotatge parcial.
(soluci6: pag. 561)

1 3 2
EXERcICI 11.5. Donada la matriu A = [1 3 O] (a) Proveu que no és possible
3 3 2

trobar una factoritzacio LU estricta de A. (b) Trobeu una factoritzacioé LU de A
(obviament, no estricta).
(solucid: pag. 562)

0 —2 =2
feu servir aquesta factoritzacié per resoldre el sistema lineal Ax = (0, —6, —2).
(solucio: pag. 563)

1 0 1
EXERcCICI 11.6. Trobeu una factoritzacio LU de la matriu A = {—1 -2 1} i

EXERCICI 11.7. Trobeu una forma esglaonada, R, de la matriu

1 2 3 1
A=]1-4 0 2 0
0 3 1 -1

fent servir I'algorisme de Gauss amb pivotatge parcial. Trobeu també una matriu
L tal que A = LR.
(solucio: pag. 564)



LLIBRE SEGON. f(Xx) = Ax

L’algebra lineal és la part de les matematiques que estudia els espais
vectorials i les aplicacions lineals.

Els vectors que hem estudiat a la primera part del curs habiten els espais vectorials
K™; si fem una combinaci6 lineal amb vectors d’'un d’aquests espais obtenim un
altre vector del mateix espai.

D’altra banda, el producte escalar és I’eina que ens permet estudiar les pro-
pietats geomeétriques en els espais K"™. A partir del producte escalar, podem
parlar de vectors i conjunts ortogonals i ortonormals, de distancies, angles... de
subespais ortogonals i d’aproximacions optimes. Tot aix0 esta relacionat amb
el problema de minims quadrats, que ens proporciona alldo més proxim a una
solucio quan el nostre sistema lineal és inconsistent.

De forma més general, qualsevol altre conjunt on tinguem les operacions
adequades per fer-hi combinacions lineals és un espai vectorial, en el qual podrem
fer combinacions lineals, cercar bases i coordenades... Si, a més, hi definim un
producte escalar (una operacié amb les propietats basiques del producte escalar),
hi podrem parlar de vectors i conjunts ortogonals i ortonormals, de distancies,
angles... de subespais ortogonals i d’aproximacions optimes.

Finalment, si hi multipliquem una matriu m X n transformem linealment
un vector de l'espai K" en un de K™, aixi que la multiplicacié6 matriu-vector
defineix una aplicaci6 entre els espais K™ i K™. Aquestes transformacions lineals
conserven les combinacions lineals, en el sentit que la imatge d’'una combinacio
lineal és igual a la combinacio lineal de les imatges.

De manera general, una aplicacié entre dos espais vectorials és lineal si
conserva les transformacions lineals.

Potser I'algebra lineal és la part de les matematiques que estudia les factorit-
zacions de les matrius com a producte d’altres matrius que tenen una estructura
determinada (de fet, la factoritzaci6é LU, que hem conegut al llibre primer, i la QR
que veurem ara, en son exemples). Pero aixo ho estudiarem més endavant.
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LLIcO 12. ELS ESPAIS K"

Hem d’admetre amb humilitat que, mentre el nombre
és purament un producte de la nostra ment,

Cespai té una realitat fora de la nostra ment,

de manera que no podem prescriurve completament
les seues propietats a priori

Karl Friedrich Gauf

En aquesta llico comencem a parlar d’espais i expliquem perqué I'espai
K3 és de dimensid 3. Per a fer aix0, explicarem qué és una base i veurem
que totes les bases de K™ tenen exactament n vectors.

Tot seguit estudiarem els problemes de trobar les coordenades i canviar
de base.

Només podem sumar dos vectors si tenen les mateixes dimensions: podem
fer la suma de dos vectors de K3 o de K%, pero no podem sumar-ne un de K3 amb
un altre de K*. Per aix0, els conjunts K" son espais vectorials. Un espai vectorial
és un conjunt en el qual es poden fer combinacions lineals; més endavant, en
trobarem d’altres, pero, ara per ara, un espai és K™ (o un subespai de K").

12.1. BASES I DIMENSIO DELS ESPAIS K"

K3 és un espai de dimensio 3. Aixo vol dir que si elegim tres vectors linealment
independents llavors qualsevol altre vector d’aquest espai és combinacio lineal
d’aquests tres vectors.

Aquesta propietat és obvia si elegim els vectors ¢, = (1,0,0), é, = (0,1,0) i
é; = (0,0,1), perqué qualsevol vector il = (1, U, U3) el podem escriure com

u= ul(l,0,0) +u2(0,1,0) +u3(0,0,1)

Pero també és certa si elegim qualsevol altre conjunt de tres vectors, sempre
que siguen linealment independents: si el conjunt B = {ii;, i, i3} és linealment
independent, llavors el rang de la matriu

A = I:'l_/il 'l_/iz 'l_/ig]
és 3 i, en consequiéncia, el sistema lineal AX = i té soluci6 (inica) per a qualsevol

vector ; en altres paraules, qualsevol vector de K3 és combinaci6 lineal dels
vectors de B.
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DEFINICIO 12.1.

El conjunt B és una base de I’espai K" si es compleixen les dues condicions
seguents:

(a) El conjunt B és linealment independent.

(b) Si 1 és un vector de K", llavors % és una combinacio lineal dels vectors
de B.

Quan un conjunt de vectors S compleix la segona condici6 d’aquesta definicio,
és a dir, quan qualsevol vector de K" és combinaci6 lineal dels vectors de S, diem
que S genera K" (o, que S és generador de K"). Un conjunt de vectors pot ser
generador pero no linealment independent, o ser linealment independent pero no
generador. Perque siga una base cal que es complisquen totes dues condicions.

Ara discutirem quants vectors pot tenir el conjunt S = {ii, U, ..., U}, si €s
linealment independent i/o si és generador; d’alguna manera, molts vectors no
poden ser independents i pocs vectors no poden generar 1'espai.

Al conjunt S li associem la matriu n X p

MS = [ul U, - up:l

Aleshores, S és linealment independent si i només si el sistema Mg% = 0 és
determinat; per tant, la condici6é necessaria i suficient perque S siga efectivament
linealment independent és que el rang de My siga exactament p:

= Siel conjunt S té exactament p vectors, llavors S és linealment independent
siinomés sirang Mg = p.

D’altra banda, S genera K" sil'equacié MgX = b és compatible per a qualsevol
vector b. En particular, si S és generador, totes les equacions

1 0 0
Msﬁ? = 0 y Ms)_(: = 1 , y Ms)_(: = 0
0 0 1

seran compatibles. Dit d’una altra manera, I’equacié matricial MX =1 és compa-
tible, la qual cosa implica que el rang de Mg és n.

= El conjunt S és generador si i només si rang Mg = n.

El teorema segiient resumeix les condicions que han de complir els conjunts
que s6n independents, generadors o bases:



12. Els espais K" 187

TEOREMA 12.1.
Siga S = {iiy, Uy, ...,U,} un conjunt de vectors de K".

(a) S és linealment independent si i només sirang Mg = p.
(b) S genera l'espai K" si i només rang Mg = n.

En conseqiiéncia,

(c) S és una base de K™ sii només sirangMs =n =p. ©

= Ben llegida, la condicio6 (c) d’aquest teorema diu que S és una base de K" si
i només si la matriu Mg és invertible.!

Aquest teorema té moltes conseqiiéncies importants:
(a) Un conjunt linealment independent no pot tenir més de n vectors.
(b) Un conjunt que siga generador de K" no pot tenir menys de n vectors.

(c) Totes les bases de K" tenen exactament »n vectors (és a dir, que les bases de
K2 tenen dos elements, les de K3 en tenen tres i les de K? en tenen 7).

= Com que totes les bases de l'espai K" tenen n elements, diem que la dimensio
de K" és n.

DEFINICIO 12.2. (BASE CANONICA DE K")
La base canonica (o estandard) de K" és el conjunt

c(K") = {(1,0,...,0),(0,1,...,0),... 1)}

, (0,0, ...

Es clar que es tracta d'una base, perqué la matriu Mcn €s la identitat (i perqué
és clar que aquest conjunt és linealment independent i generador).

12.2. COORDENADES

Per qué imposem la condicié que els vectors siguen independents, quan definim
les bases? Si el conjunt S genera I'espai, llavors qualsevol vector es pot cons-
truir fent combinacions lineals amb els vectors de S, siga o no, aquest conjunt,
linealment independent. Per exemple, els conjunts

B=1{(1,1,1,(1,1,0),(1,0,1)}  §$=1{(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1),(1 = 1,1)}

son, tots dos, generadors de K3, perqué rang Mgz = rang Mg = 3. Aleshores, quin
avantatge té B sobre S? Ho veurem clar quan expressem un vector qualsevol com
a combinaci6 lineal dels elements de B i de S i comparem els resultats.

I'La qual cosa afegeix una nova equivaléncia al teorema de caracteritzacio de les matrius invertibles.
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EXEMPLE 12.1.
Expresseu el vector (3,2,1) com a combinaci6 lineal dels elements de

B=1{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,1)}

i com a combinaci6 lineals dels de

S= {(11011)1(011!1)1 (]-11’]-)’ (]- - ]-1]-)}

Simplement hem de resoldre els dos sistemes lineals les matrius ampliades
dels quals son, respectivament,

1 1 1 3 1 0 1 1 3
1 1 0 2 011 -1 2
1 01 1 1 1 1 1 1

Si calculem les formes esglaonades reduides obtindrem

1 0 0 O 1 0 O 2 -1
01 0 2 01 O 0o -2
0 011 0 01 -1 4
aixi que la soluci6 del primer sistema és X = (0,2,1) i
3,2,1) =0(1,1,1) +2(1,1,0) + 1(1,0,1)
la soluci6 del segon sistema és X = (—1,—2,4,0) + «(—2,0,1,1), de manera que
(3,2,1) =(-1-2x)(1,0,1) — 2(0,1,1) + (4 + 00)(1,1,1) + x(1,—1,1) ©

El fet que S no siga linealment independent fa que la soluci6 del problema
no siga Unica! El vector es pot escriure de moltes maneres diferents com a
combinaci6 lineal dels vectors de S. El que passa, en realitat, és que, en S, hi
sobren vectors; podem generar tots els vectors de K3 amb, només, els tres primers
vectors de S.

En definitiva, la independeéncia lineal assegura que els vectors de I’espai es
componen com a combinacions lineals dels elements de la base de forma tinica.
PROPIETAT 12.2.

Si B és una base de K", llavors qualsevol vector de K" s’expressa de forma
unica com a combinacio lineal dels vectors de B. o
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DEFINICIO 12.3. (COORDENADES D’UN VECTOR)

Si B = {u,, Uy, ...,1,} és una base de K" i el vector ii es pot escriure com
ﬁ = O(l'l_/il + 0(217,2 + -+ O(pﬁn

llavors, els pesos «;, &, ..., &, d’aquesta combinacio6 lineal son les coordena-
des del vector i respecte a la base B, la qual cosa s’expressa escrivint

ﬁ? = (0(1’0(2’---10(11)

' Larelaci6 il = o1l + oo Uy + - + &, significa que i = Miis.

Al darrer exemple, hem vist que el conjunt B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,1)} és
una base de K3 i que el vector i = (3,2, 1) es pot expressar d’aquesta manera:

3,2,1) =0(1,1,1) +2(1,1,0) + 1(1,0,1)
Aixi, doncs, les coordenades de 1 respecte a la base B sén 0, 21 1, és a dir,
ﬁg = (0,2, 1)

EXEMPLE 12.2.

Quines so6n les coordenades del vector il = (1, U,, ..., U, ) respecte a la base
canonica C(K")?

Com que
U= (u,u,...,u,) =u,(1,0,...,0) + u,(0,1,...,0) + - +1u,(0,0,...,1)
les coordenades respecte a la base canonica sén els components del vector:
Hen = (U1, U, ..., Uy) O

EXEMPLE 12.3.

Proveu que el conjunt B = {(1,2), (2,—1)} és una base de K? i calculeu les
coordenades del vector i = (0, 5) respecte aquesta base.

Aquest conjunt és base de K? perqué rang Mgz = 2. Les coordenades del vector
il les podem obtenir resolent el sistema lineal MzX = ii. La matriu ampliada

d’aquest sistema és aplicant-hiI’algorisme de Gauss-Jordan obtenim

1 2 0|
2 -1 57V

; 1 0
la forma esglaonada reduida [

2 . __— B , o
0 1 _1],a1x1queu3—(2, 1) (és adir, U =
2(1,2) = 1(2,—-1)). o
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12.3. LA MATRIU DE CANVI DE BASE

Si B, = {iy, Us,..., Uy} 1By, = {V),Vo,...,U,} sOn bases de K" i il és un vector
qualsevol, quina relacio6 hi ha entre les coordenades de i respecte a cadascuna d’a-
questes bases? En altres paraules, sitig, = (&1, &y, ..., &) itig, = (B1, Bz, ..., Bn),
quina relaci6 hi ha entre unes i altres coordenades?

La resposta és obvia: el que sabem és que

U= 31171 + 32172 + -+ Bnﬁn B (Xl'l_/il + 0(2112 + -+ (Xnﬁn

-1
és a dll‘, Mgzﬁgz = MBLﬁBU Per tant, ﬁBz = (Mgz) MBlﬁBI.
DEFINICIO 12.4.
Si B; i B, son dues bases de K", la matriu del canvi de base de B, a B, és la
1
Mg,

matriu Mg, 3, = (M32>

= Observeu que, quan la base B, és la canonica, llavors la matriu de canvi de
base coincideix amb la matriu Mg, (Mg ¢(xn) = Mg, ), perqué la matriu associada a
la base canonica és la identitat.

EXEMPLE 12.4.

Trobeu la matriu de canvi de la base de K2 B, = {(1,1),(1,—1)} a la base
B, = {((0,1),(2,3)} i les coordenades respecte a la base B, del vector i
sabent que iig, = (1,1).

La manera més eficient de calcular la matriu Mg g, consisteix a aplicar 1'algo-

-1
risme de Gauss-Jordan a la matriu [MB2 | MBI], perqué (MBZ> [ng2 | MBI] =

[1 ‘ (M:,gz)_1 MBl]:

0 2 1 1| Gaussjordan [1 O —1/2 —=5/2
1 3 1 -1 0 1 1/2 1/2

. 11-1 -
La matriu de canvi de la base B, a la base B, és Mg 5, = 5 [ } i] Iles

coordenades de i respecte a la base B,,

. L 1[-1 =51[1] _[-3
uBZ - MBIBZuZ - E 1 1 1 - 1 o

12.4. BASES ORTOGONALS I ORTONORMALS

Si el conjunt B = {ii,, u,,...,#,}, amés de ser base de K", és ortogonal, llavors
el calcul de les coordenades d'un vector respecte aquesta base se simplifica
notablement: en comptes de resoldre un sistema lineal, inicament haurem de fer
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uns pocs productes escalars. Per veure-ho, suposem que iigz = (X1, X, ..., &),
és adir, que Ui = U, + iy + -+ + x, 1, llavors els productes escalars de i
pels elements de B son

ul-ﬁ=0(1ﬁ1-ﬁ1+0(21:i1-ﬁ2+---+0(nﬁ1-ﬁn=(x1ﬁ1'ﬁ1

— (S
0 0
ﬁz'ﬁ=O(l'l_/iz"l_/il‘i‘o(zﬁz'ﬁ2+"‘+0(nﬁ2'ﬁn=0(2ﬁ2'ﬁ2
\_._6_._4 ——
0

—

Up U= Uy U+ Uy = Uy + -+ KUy Uy = Kyl * Uy
e —

0

[=)

En conseqiiéncia,

1
X =

S =

EXEMPLE 12.5.

Calculeu les coordenades del vector i = (0, 5) respecte la base
B=1{(1,2),2,-1}.

Es tracta de la mateixa base (i el mateix vector ii) de 'exemple 12.3, pero ara
observem que la base B és ortogonal (perque (1,2) - (2,—1) = 0), aixi que

(1,205 (2,-D-(0,5 ) _ (10 =5\ _ .
Un = ((1,2) -(1,2)’ (2,-1) - (2’_1)) = (?a?) =(2,-1)

= Sila base B = {G;,4>,...,4,} és ortonormal, llavors tots els vectors seus
so6n unitaris i el calcul de les coordenades encara se simplifica una mica

meés: L o
d, - dfi
2 e
= |2 = | B =g
dn - dnt
(onQ=[?1’1 d 67”])-

Al marge de la simplicitat en el calcul de les coordenades, les bases ortonor-
mals tenen el valor afegit de respectar les propietats geomeétriques dels vectors: si
B és una base ortonormal i ii, i U s6n dos vectors qualssevol, llavors ii- U = tig- U,
perque

— —

U-v= Q*'l—/ig . Q*ﬁg = ﬁ%QQ*ﬁB = ﬁ%ﬁg = ﬁB " Ug
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(QQ* =1 perqueé la matriu Q és unitaria) i d’aci es dedueix que, si B és una base
ortonormal, llavors podem calcular longituds, angles i distancies fent servir el
vector de coordenades respecte a la base B.

12.5. REsSuUM

Bases i dimensio dels espais K"

- Un conjunt S genera K" si tots els vectors de K™ son combinacions lineals dels
vectors de S.

- Un conjunt B és base de R" si és linealment independent i genera R™.
La base canonica de K" és C(K") = {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)}.

La matriu associada a un conjunt de vectors
La matriu associada al conjunt S = {ii,, i, ..., U,} és Mg = [ﬁl Uy, - ﬁp].

- § és linealment independent si i només si rang Mg = p.

- S genera R" siinomés si rang Mg = n.

- § és base de K" siinomés si rangMg = p = n (és a dir, si Mg és invertible).
Nombre d’elements dels conjunts linealment independents, generadors i bases

- Si § és linealment independent llavors, S no té més de n elements.

- Si § és generador llavors, S no té menys de n elements.

- Si S és base de K" llavors, S té exactament n elements.

Coordenades respecte a una base
Si B = {ui,, Uy, ...,U,} ésbase de K", tot vector es combinacio lineal tinica dels vectors

de B.
- Siil = oy + Xl + -+ + &, i, el vector de coordenades de i respecte a B és
g = (0, Oy .y O).
i = Mgiig
- Si B =1{4,,4>»,...,4,} és una base ortonormal llavors, les coordenades d'un
vector i respecte a B son

-

g = (qy - U,qp " U,...,4, 1) = Q*ll

Canvi de base
Siguen B, i B, dues bases de K".

-1
- La matriu de canvi de base de B, a B, és la matriu sz2 = (MBZ) le'

—

- Canvi de coordenades: g, = Mﬂlgzugl.

= Estratégia de calcul:

[M/BZ ‘ M/Bl] Gauss-Jordan [I ‘ M

23132]
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12.6. EXERCICIS

EXERCICI 12.1. Feu servir la definicié de base per a determinar si els conjunts
segiients son o no bases de 'espai K?2.

(@ By =1{(0,-4),(1,0)} (b) B, = {(1,-1),(=2,2)}

(solucio: pag. 566)

EXERCICI 12.2. Justifiqueu si els conjunts segiients s6n o no linealment indepen-
dents, generadors o bases de K3.

(@ S, =1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}

(b) S =1{(1,1,1),(0,1,1),(2,5,5)}

(¢ $3=1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1),(2,5,5)}
(d) S4=1(1,1,1),(2,5,5)}

(solucio: pag. 566)

EXERcICI 12.3. Vertader o fals (justifiqueu la resposta):

(a) Si S ésun conjunt de tres vectors en K* llavors S és linealment independent.

(b) Si S és un conjunt de cinc vectors en K* llavors S és linealment dependent.

(c) Si S ésun conjunt de tres vectors en K* llavors S no és generador.

(d) Si S ésun conjunt de cinc vectors en K* llavors S és generador.

(e) Si S és un conjunt de quatre vectors en K* llavors S és base.

(f) Si S és un conjunt linealment independent de quatre vectors en K* llavors S

és base.

(g) Si S ésun conjunt de quatre vectors en K* i S genera K*, llavors S és base.

(solucio: pag. 566)

EXERCICI 12.4. (a) Proveu que els conjunts B; = {(1,1),(—1,2)}1i
B, = {(1,1),(0,1)} som bases de K?. (b) Calculeu els vectors de coordenades (i,
i ﬁzzz) del vector © = (1, 7) respecte a cadascuna d’aquestes bases. (c) Trobeu el
vector U sabent que les coordenades d’aquest vector respecte a la base B; sén
Ug, = (2,2).

(solucio: pag. 567)

EXERCICI 12.5. Trobeu les matrius de canvi de base Mg, 5, i Mg,5 on B, i B, sén
les bases de K2 de ’exercici anterior.
(soluci6: pag. 568)
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EXERcIcCI 12.6. Calculeu les coordenades del vector i = (1,2, —1, —2) respecte
a la base

1 1 1 1
B= {5(1,—1,1,—1),5(1,—1,—1,1),5(1,1,—1,—1),5(1,1,1,1)}

(solucio: pag. 568)
EXERCICI 12.7. Proveu que siles bases de K" B; i B, son ortonormals, llavors la

matriu de canvi de base Mg 3, és unitaria.
(solucio: pag. 569)



LLIcO 13. SUBESPAIS DE K"

My God, it’s full of stars!
David Bowman

és tancat respecte a les dues operacions de K"

quins sén, aquests subespais.

Un subespai de K" és un conjunt F, de vectors n-dimensionals, que
, la suma i el producte
escalar-vector, és a dir, que si fem combinacions lineals amb els elements
de F el resultat és també un vector de F. En aquesta llicé estudiarem

13.1. SUBESPAIS DE K"

DEFINICIO 13.1.

dues propietats:

(@) El vector 0 és un element de F: 0 € F.

en resulta també és un element de F:

(per a dos escalars «; i &, qualssevol).

Un subespai de K" és un conjunt F, de vectors n-dimensionals, que té aquestes

(b) Si fem qualsevol combinaci6 lineal amb dos elements de F el vector que

Siu;,u, € Fllavors o1l + o1, € F

Primer de tot estudiarem quins conjunts son subespais de R? i de R3 i quins

no ho son.

13.1.1. SUBESPAIS DE R?

Comencem amb un exemple senzill: el conjunt F =

{x(2,—1) . x € R} ésun

subespai de R2. Des del punt de vista geomeétric, aquest conjunt F és la recta
d’equaci6 x; + 2x, = 0 0, amb més precisio, F = {(x;,Xx>) . x; + 2x, = 0}.

F és subespai de R? perqué qual- L +2x, =0
sevol combinaci6 lineal de dos vec-
tors d’aquesta recta es troba sobre
la mateixa recta. Com que tots els

|
o | —
N

vectors de F son multiples del vec-
tor U = (2,—1) diem que aquest
vector genera el subespai F.
Observeu que tots els vectors de F
son ortogonals al vector (1, 2).

!
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En canvi, el conjunt G = {(x1,x>) : x; +2x, = 2} no és un subespai, perque
el vector zero no és solucio6 de I'e-
quacio (la recta no conté l'origen  x, + 2x, =2\
de coordenades) i, també perqué 1
aquest conjunt no compleix la sego-
na condicio per a ser subespai: per >
exemple, els vectors (2,0) i (0,1)
son solucions de I'’equacio, pero la
suma, (2,0)+(0,1) = (2,1),no ho
és.

Un altre subconjunt de R? que tampoc no és
subespai és el cercle

G=1{(x;,x;): x?+x3<1}

Aquest cercle si que conté el vector zero, pero
no totes les combinacions lineals.

=  El subespai més menut és el subconjunt que conté unicament el vector zero:
{0} (és un subconjunt perqué qualsevol combinaci6 lineal que hi fem sera
nulla: o;0 + x,0 = 0).

Per contra, el subespai més gran és I'espai total, R2.

Per a determinar tots els subespais de R? només ens hem de fixar en aquest
detall: si F conté algun vector i no nul, llavors qualsevol vector que siga multiple
de i, oxii, també ha de ser un element de F, de manera que si F no es redueix al
vector zero, llavors F conté, almenys, la recta definida per ii:

UNEF=>{xil: x ER}CF

Si tots els vectors de F son multiples de i, llavors, F és aquesta recta. En cas
contrari, és a dir, si hi ha algun altre vector en F, ¥, que no és multiple de ii,
aleshores qualsevol vector que siga combinaci6 lineal de i i U, oy + &, U, sera
també un element de F. En aquest cas, F coincideix amb R?, perqué la matriu
[11 1'5] té rang 2 i, en conseqiiéncia, qualsevol vector és combinacio lineal de 1 i

v,
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<

NI

En resum,

Els unics subespais vectorials de R? son aquests:
- El subespai zero, {0}

- Si F no és nul i no conté dos vectors linealment independents, llavors,
F és una recta que passa per l'origen. Si ii = (a, b) és un vector no nul
d’aquest subespai F, llavors

F={x(a,b): x € R} ={(a,b))

L’equaci6 d’aquesta recta és —bx; + ax, = 0, aixi que també podem
escriure el subespai F com

F={(x1,x;) . —bx, +ax, =0}

i, finalment, hem d’observar que F és el conjunt dels vectors ortogonals
al vector (—b,a).

- Si F conté dos vectors linealment independents, llavors F coincideix
amb R2.

= Larecta d’equacié ax; + bx, + ¢ = 0 només és un subespai si passa per
Iorigen, és a dir, si ¢ = 0.
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13.1.2. SUBESPAIS DE R3

En R3, a banda dels subespais obvis, {6} i el mateix R3, hi son subespais les rectes

i els plans que contenen el zero. Com en el cas bidimensional, si el subespai F no

es redueix al vector zero i no hi ha cap parell de vectors linealment independents,

llavors elegint-hi un vector no nul 7% deduirem que els tnics vectors de F son els

multiples d’aquest vector, i F és una recta que conté l'origen: F = {xil . « € R}.
Per exemple, F; = {a(1,2,1) | & € R} és un subespai de R3.

En canvi, si en F podem trobar dos vectors i i ¥ linealment independents
(pero no tres), llavors tots els vectors de F seran combinaci6 lineal de % i 7,
F={oqi+ o0 . 1,0 € R}.

Per exemple, F, = {;(1,2,1) + ®»(0,1,2) | &, % € R} és un subespai de
R3.

Finalment, si F conté tres vectors independents, llavors F = R3.

Un unic vector independent: una recta Dos vectors independents: un pla

13.2. DIMENSIO I BASES DELS SUBESPAIS DE K"

La definici6 de base es pot estendre a qualsevol subespai de K". Per tal de fer-ho,
és convenient que introduim un concepte nou: I’embolcall lineal d’'un conjunt de
vectors.

L’embolcall lineal d’'un conjunt de vectors S és el conjunt (S) de totes les
combinacions lineals que es poden formar amb els elements de S. Per exemple,
I'embolcall lineal del conjunt S = {(1,0,0),(0,1,0)} és el conjunt de tots els
vectors que es poden escriure en la forma o;(1,0,0) + x»(0,1,0), és a dir, el
conjunt de tots els vectors de la forma (o, &>, 0).

= Es pot provar molt facilment que ’embolcall lineal de qualsevol conjunt de
vectors de K" és un subespai.

En realitat, (S) és el subespai més petit que conté a S.
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DEFINICIO 13.2. (BASE D’UN SUBESPAI)

Siga F un subespai de K". El conjunt B és una base de F si es compleixen les
dues condicions segiients:

(a) El conjunt B és linealment independent.

(b) L’embolcall lineal de B és F.

Ara ja estem en condicions de descriure tots els subespais de K”; només hem
de fer dues o tres precisions preévies.
PROPIETATS 13.1.

Siga F un subespai de IK". Es compleixen les propietats segtients:

(a) SiF no és el subespai nul, aleshores existeix alguna base de F.

(b) El nombre d’elements d’una base de F no és més gran que n.

Demostracio: Si F no és el subespai nul, hi existira algun vector, i, distint del
vector zero; si aquest vector per si sol no és base de F llavors hi ha algun altre
vector de F, i, que no és combinacio6 lineal de 1i,, de manera que {1i,i,} és
linealment independent; si aquest conjunt de dos vectors tampoc no és base,
hi podriem afegir-ne un altre, i considerar el conjunt linealment independent
{ﬁll ﬁZl ﬁS } .

Aquest procés ha d’acabar necessariament en un maxim de » passos, perqué
si arribem a construir un conjunt de n vectors linealment independents, aquests
vectors generen I'espai complet K. o

= El subespai nul no té cap base, perqué no té subconjunts linealment indepen-
dents.

La propietat més important és que totes les bases de F tenen el mateix nombre
d’elements:
PROPIETAT 13.2.

Si F és un subespai no nul de K", llavors totes les bases de F tenen el mateix
nombre d’elements.

Demostracio: Suposem que By = {iiy,Uy,...,U,} 1 By = {Vy,Vy,...,T,} sON
bases de F. El que volem provar és que p = q.

Per ser B; una base, tots els vectors de B, son combinacions lineals dels de
B,, de manera que I'equacié Mg X = M3, és compatible. Per tant,

rang [MB1 MBZ] =rangMg =p

Pero com que B, també és base, els vectors de B; son combinacions lineals dels
de By, 'equacioé Mg, X = Mg, és compatible i

rang [MB2 MBI] =rangMg, = q
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aixi que p =q. ©
DEFINICIO 13.3. (DIMENSIO D’'UN SUBESPAI)

Si F és el subespai nul, la dimensio de F és zero. En cas contrari, el nombre
d’elements d'una base qualsevol de F és la dimensio d’aquest subespai, dim F.

Tenint en compte aquestes propietats és clar que els subespais de K" es
poden classificar atenent a la dimensi6 de la manera segiient: si F és un subespai
de K" llavors, F és, o bé el subespai nul, o bé un subespai de dimensi6 1, o un
de dimensio 2..., o un de dimensié n — 1, o I'’espai total K". Els subespais de
dimensi6é 1 s’anomenen rectes, els de dimensio6 2, plans, i els de dimensio n — 1,
hiperplans.

w L’equacid a;x; + a>x, + - + a,x, = b representa un hiperpla en I'espai
n-dimensional. Pero aquest hiperpla només és un subespai si passa per
Porigen, és a dir, si b = 0.

Per exemple, en R* hi ha subespais de dimensi6 1 (rectes), 2 (plans), i 3
(hiperplans), a banda dels subespais trivials {0} i R*.
DEFINICIO 13.4. (COORDENADES EN UN SUBESPAI)

Si B = {iiy,Uy,...,U,} és unabase del subespai F i el vector i es pot escriure
com
U= il + xplip + - + &,

llavors, els pesos &y, &, ..., &, d’aquesta combinacio lineal son les coordena-
des del vector il respecte a la base B, la qual cosa s’expressa escrivint

ﬁg = (0(1, Koy .oy O(p)

= El vector i té n components (perque és un element de K") pero p coorde-
nades respecte a la base B, perqueé la dimensio6 del subespai F és p.

w  Larelaci6 i = o1l + ool + -+ + &pli, significa que % = Mglig.

EXEMPLE 13.1.

Comproveu que el conjunt B = {(1,0,0),(0,1,—1)} és una base del subespai
de R3, F = {(x},Xx»,Xx3) . X» + x3 = 0} i calculeu les coordenades respecte a
aquesta base del vector w = (2,—3, 3).

Anomenem i = (1,0,0) i U = (0,1, —1) els vectors de B. Hem de comprovar tres
coses:

(a) B ésun subconjunt de F, perqué U, +u3;=0+0=0iv, +v3=1—-1=0.
(b) Qualsevol vector de F és combinacio lineal dels vectors de B:

Si v+ z=0Illavors (x,y,z) = (x,y,—y) =x(1,0,0) + y(0,1,—1)
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(c) El conjunt B és linealment independent: Si ;1 + «, ¥ = v llavors «; (1,0,0) +
®>(0,1,—1) = (0,0,0) aixi que (&, &>, —x>) = (0,0,0) i &; = xo = 0.

Les coordenades respecte a aquesta base del vector w son 2 i —3, perque
w=(2,-3,3) =2(1,0,0) —3(0,1,—-1)
Simbolicament, wg = (2, —3).

ww El vector w d’aquest exemple és tridimensional, pero el vector de coor-
denades Wz només té dos components, perqué estem en un subespai de
dimensio6 2.

13.3. EXTRACCIO I COMPLECIO DE BASES

Si tenim un conjunt generador S d'un subespai no nul, F, de K", finit, que no
és linealment independent, llavors en podem extraure una base de la manera
segilient: com que S no és independent, algun vector seu és combinaci6 lineal
dels altres, aixi que podem suprimir-lo per obtenir un conjunt més petit, S;, que
genera el mateix espai. Si aquest conjunt és linealment independent, ja tenim una
base; si no és aixi, hi suprimim un altre vector... Repetint aquest procediment tant
com calga, acabarem trobant un conjunt independent, perque el conjunt inicial
era finit. De fet, el procés acabara quan el conjunt generador tinga exactament
un nombre de vectors igual a la dimensi6 de F.

De manera analoga si tenim un conjunt linealment independent de vectors
del subespai F, S, que no és generador, podem completar una base afegint-hi
vectors: com que S no és generador, hi ha algun vector %, que no és combinacio
lineal dels vectors de S; llavors considerem el conjunt S; = S U {ii, }, que també
és linealment independent. Si aquest conjunt és generador, ja hem obtingut la
base; en cas contrari, n’hi podem afegir un altre... Aquest procés acabara quan el
conjunt tinga exactament un nombre de vectors igual a la dimensi6 de F.

13.4. RESUM

Subespais
- Un subconjunt F C R" és un subespai si
1. 0 e F.

2. U, Uy EF, 0,06 € R = il + il € F.

ww  L’embolcall lineal del conjunt S és el conjunt (S) de totes les combinacions lineals
d’elements de S.
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Base d'un subespai Una base del subespai F és un conjunt B que és linealment indepen-
denti (B) =F.

= Tots els subespais, tret de O, tenen base.

= Totes les bases de F tenen el mateix nombre d’elements.

w  La dimensio de F és el nombre d’elements de qualsevol base de F.

Classificacio dels subespais de R?
- El subespai zero.
- Subespais de dimensio 1 (les rectes que passen per l'origen).
- R2.

Classificacio dels subespais de R?
- El subespai zero.
- Subespais de dimensio 1 (les rectes que passen per l'origen).
- Subespais de dimensio 2 (els plans que contenen l’origen).
- R3.

Classificaci6 dels subespais de R"
- El subespai zero.
- Subespais de dimensio 1 (les rectes que passen per l'origen).
- Subespais de dimensio 2 (els plans que contenen 'origen).

- Subespais de dimensio 3.

- Subespais de dimensioé n — 1 (hiperplans que contenen I'origen).
- R™.

w  Els subespais trivials son {0} i R™.
Coordenades respecte a una base

SiB = {i,1uy,...,U,} ésunabasede Fiil = x;ii; + &xpil, + = + &, 1, llavors, el vector
de coordenades de 1 respecte a B és gy = (&1, Xy, ..., &)

Extraccio6 i compleci6 de bases

- D’un conjunt generador finit podem extraure una base, eliminant-ne vectors que
siguen combinaci6 lineal dels altres.

- Un conjunt linealment independent pot completar-se a una base, afegint-hi vectors
linealment independents.
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13.5. EXERCICIS
SUBESPAIS

ExXEeRrciIcr 13.1. Estudieu si els conjunts de vectors segiients son subespais de
I'espai R% 0 R3 o si no ho son. Descriviu geométricament aquests conjunts.
(@) F; = {(a,0) : a € R}
(b) F, ={(a—b,2a+b) . a,b € R}
(¢c) s={(a—b,b—c,c—a): a,b,c € R}
(d) Fy, ={(a+1,a,0) . a € R}
(€) Fs = {(x1,X2,X3) ER3 . x1 —x,=0,x; —x3 =1}
(f) Fs={(a,b) . a,b € R,a < b}
(g) F7 = {(XI,XZ,Xg) S IRg X1 — Xp = O,Xl — X3 = O}
(h) Fg ={(1,2,0),(0,—1,1)}
(solucio: pag. 570)

EXERCICI 13.2. Proveu que el conjunt F = {(2a,3a) . a € R} és un subespai
de R?, representeu-lo graficament i descriviu-lo (1) com el conjunt de totes les
combinacions lineals d’un vector, (2) com la solucio general d’'una equacio lineal,
i (3) com el conjunt de tots els vectors ortogonals a un vector.

(solucio: pag. 571)

EXERCICI 13.3. Proveu que els conjunts segiients son subespais de R3 i descriviu-
los (a) com el conjunt de totes les combinacions lineals d'un conjunt de vectors,
(b) com la solucié general d'un sistema d’equacions lineals, i (c) com el conjunt
de tots els vectors ortogonals a un conjunt de vectors.

F, = {(a,2a,3a) . a € R} F, = {(a,a+b,b) . a,b € R}

(solucio: pag. 571)

BASES I COORDENADES

EXERcICI 13.4. Trobeu una base de cadascun dels subespais de R* segiients

(@) F=
(b) G=

(a—-b,b—c,c—d,d—a): a,b,c,d € R}
(X1,%X2,%3,%4) €ER* . x7 — x5 = 0;x3 + x4 =0}

{
{
(soluci6: pag. 572)

EMBOLCALLS LINEALS

EXERcCICI 13.5. Trobeu bases dels subespais segiients:
(@) F=((1,1,0),(2,-1,1),(3,0,1)) (b) G =((1,1,0),(2,—-1,1),(3,0,0))

(solucio: pag. 572)
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EXERCICI 13.6. Siga S un subconjunt no buit de K". Proveu que
(a) (S) ésun subespai de K".
(b) Si F ésun subespai de K"i S C F, llavors (S) C F.

(solucio: pag. 573)

EXERcICI 13.7. Es clar que, si el vector i no pertany a S, llavors (S) C (SU {u}).
Poden ser iguals, (S) i (S U {ii})? En cas afirmatiu, quina condici6 s’ha de complir
perqueé no ho siguen?

(solucio: pag. 573)

EXERcICI 13.8. (Canvi de base en un subespai)
(a) Proveu que els conjunts B; = {(1,1,1),(1,—1,0)} i B, = {(2,0,1),(0,2,1)}
son bases del subespaide K3 F = {(x + y,x — y,x) . x,y € K}. (b) Comproveu
que el vector i = (3,1,2) és un element de F i calculeu les coordenades de
respecte a cadascuna d’aquestes bases. (c) Trobeu una matriu Mgz, 3, de manera
que, per a qualsevol vector U € F, Uy, = Mg 3,U5 . d) Comproveu amb el vector
1 el resultat que heu obtingut.

(solucio: pag. 574)



LLIC(') 14. ELS QUATRE SUBESPAIS DEDUITS D’'UNA MATRIU

L'algebre n’est qu'une géométrie écrite,
la géométrie n'est qu'une algebre figurée
Sophie Germain

Qualsevol matriu m X n A defineix quatre subespais importants, dos
de K" i altres dos de [K™. En el cas real, aquests quatre subespais son
els formats per les combinacions lineals de les columnes de A (I’espai
columna), per les de les files (I'espai fila), i per les solucions dels sistemes
lineals A% = 0 (lespai nul) i ATx = 0 (Pespai nul esquerre).

Per mostrar I'interés dels quatre subespais, demostrarem que qualsevol
subespai de K™ és I’espai columna d’una matriu i, també, I’espai nul d’una
altra matriu. En altres paraules, qualsevol subespai es pot interpretar
com un dels quatre subespais, si s’elegeix la matriu adequada.

14.1. L’ESPAI COLUMNA I L’ESPAI NUL

Fins ara, hem estudiat els sistemes del tipus AX = b considerant b com un vector
donat i mirant de decidir si el sistema té alguna solucio i, en aquest cas, de
trobar aquesta soluci6. Ara ens ho mirarem des del costat de la matriu A i ens
demanarem quins soén els vectors b per als quals el sistema té alguna solucio.

= Si A és una matriu m X n, quins soén els vectors b per als quals el sistema
d’equacions lineals AX = b és compatible?

Amb tot el que ja sabem sobre les matrius i els sistemes lineals, la resposta és
immediata, especialment si interpretem el producte AX de la manera correcta:
com que la pregunta és si existeix (x;, x», ..., X,) de manera que x;d, + x»d, +
X, d, = b, podem afirmar que el sistema té soluci6 si i només si el vector b
és combinacio lineal de les columnes de A.

DEFINICIO 14.1.

Anomenem espai columna de la matriu m X n A, Col A, el conjunt de totes
les combinacions lineals de les columnes de A:

ColA = (dy,d, ..., dn)

w L'espai columna és I'embolcall lineal de les columnes de la matriu i, també,
el conjunt de vectors per als quals el sistema lineal AX = b és compatible.

L’espai columna és un subconjunt de K™ (noteu que les columnes de la matriu
A tenen m components); o, més ben dit, un subespai de K™, perque és I’embolcall
lineal d'un conjunt de vectors.
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= Per tal de trobar una base de I'espai columna, com que les columnes de la
matriu generen aquest espai, haurem d’eliminar les columnes que calga
fins que en quede un subconjunt independent. Aixo es pot fer facilment a
partir de la forma esglaonada reduida (o qualsevol forma esglaonada) de la
matriu: si S és una forma esglaonada de la matriu A, llavors les columnes
de A que corresponen a les columnes principals de S formen una base de
I’espai columna.

L’espai nul de A també és un subespai vectorial (en aquest cas, de K"). Recor-
dem la definici6 d’aquest conjunt.
DEFINICIO 14.2.

Anomenem espai nul de la matriu A el conjunt de totes les solucions del
sistema lineal AX = 0

Per tal de comprovar que I’espai nul és un subespai, notem que el vector zero
hi és, perqué A0 = 0, i que, a més a més, si U, i1, son dos vectors de 'espai nul,
per a qualsevol combinacié6 lineal o;ii; + &,ii,,

A((Xlﬁl + 0(2'112) = O(lAﬁl + O(zA'l_/iz =0

aixi que ;1 + x,il, també es troba a I'espai nul. o
EXEMPLE 14.1.
Trobeu bases de I'’espai columna i de ’espai nul de la matriu

1 -2 0 -1 0
-1 2 1 2 0
1 -2 2 1 0
4 -8 0 -4 1

A:

La forma esglaonada reduida d’aquesta matriu és

1 -2 0 -1 0
R |0 01 10
0 00 01
0 00 00

Com que les columnes principals de la la matriu R son la primera, la tercera i
la cinquena, les columnes corresponents de la matriu A sén una base de I’espai
columna de A:

Bcoia =1(1,-1,1,4),(0,1,2,0),(0,0,0,1)}

= Observeu que les columnes segona i quarta de R indiquen que la segona
columna de A és —2 vegades la primera (d, = —2d,) i que la quarta columna
de A és la tercera menys la primera (d, = —d,; + d3). Per aixo, aquestes
columnes son innecessaries.
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Per trobar una base de l'espai nul, com que el sistema lineal AX = 0 és
equivalent a RX = 0, resoldrem aquest sistema.

1 -2 0 -1 07
0 01 10, 5
0 0 0 0 1 N
0 0 O 0 0]
1 0 0 0O 0 -2 0 -1 0
001 0O n 0 0 0 1 0 =0
0 00 01 0 0 0 0 0 N
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
1 0 0 0 O 0 -2 0 -1 0
0 01 0 O %= _ 0 0 0 1 0 %
0 0 0 01 B 0 0 0 0 0
00 0 0 O 0 0 0 0 0
X1 =20 + o
X1:2X2+X4 X» = X7
Xo=01,X4= 0L
X3 = —X4 _— X3 = —&o
x5 =0 X4 = 0y

Aleshores, la soluci6 es pot expressar com
X =x(2,1,0,0,0) + x»(1,0,—1,1,0)

I, com que els vectors (2,1,0,0,0), (1,0, —1, 1,0) sén linealment independents,
podem escollir aquesta base:

BNl,llA= {(2’1,0’0’0)’(150,_11110)} o

14.1.1. DIMENSIONS DE L’ESPAI COLUMNA I DE L’ESPAI NUL

En I'’exemple que acabem de veure, les dimensions de 1'espai columna i el nul sén
31i2: com que la matriu és 4 X 5 i el rang 3, hi ha tres columnes independents (aixi
que la dimensi6 de I’espai columna és 3) i, en resoldre el sistema lineal, la solucio
depén de 5 — 3 = 2 parametres, és a dir, és I’embolcall lineal de dos vectors. En
general,

PROPIETAT 14.1.

SiA és una matrium X n i el seu rang és v, llavors, dim ColA = v idimNul A =
n-—r.
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Demostracié: La dimensié de ’espai columna és igual al rang de A, perque el
rang és precisament el nombre de columnes linealment independents que té la
matriu.

Per a trobar la dimensi6 de I’espai nul, haurem de fer una mica de treball:
suposant que la dimensio de I'espai nul és p, el que volem provar és que p =
n—r.t

Sip =mnop =0, el resultat és evident. En cas contrari, suposem que
Bruia = {1y, Uy, ..., U,} és una base de I'espai nul de A.

Per fer-ho, completem una base, B, de K", afegint a la base de NulAn — p
vectors que siguen linealment independents amb els de Byyja:

B = {Uiy, Uy, ..., Up, Wpy1,..., Wy}
Com que els vectors de Col A son els de la forma AX, amb X en K", resulta que
ColA = <Aﬁ1,A17£2,...,Aﬁp,ALT}pH,...,Aﬁ}n>
Pero els vectors ii; son a I’espai nul, aixi que Aii; = 0, i, per tant,
ColA = <Awp+1, ,Awn>

Vegem que els vectors A, , ..., AW, son linealment independents:
Si Xpp 1 AWpyy + =+ + oA, = 0, tindrem que A ((X,,Hﬁ}pﬂ + -+ (xnﬁ/n) =
0. Aixo vol dir que Xpp1Wpyy + = + &, Wy €és al'espai nul, de manera que és
combinacié lineal dels vectors de 1a base Byya:
K1 Wpi1 + = + &y Wy = Brily + Bollp + - + BLidy,
=Bty — Boiip — - — Bpﬁp + O(p+1wp+l + 4 Wy, =0

Pero aquests n vectors son linealment independents, aixi que tots els pesos (els
alfes i els betes) sén iguals a zero.

Aixo vol dir que el conjunt Begia = {AWy 41, ..., AW, } €s una base de ColA. 1,
com que, la dimensi6 de ’espai columna és 7, tindrem que n — p = v, és a dir,
p = n — v (que és el que haviem de provar). o

14.2. L’ESPAI FILA I L’ESPAI NUL ESQUERRE

Els altres dos subespais que obtindrem a partir de la matriu A so6n l'espai fila i
I’espai nul esquerre.

DEFINICIONS 14.3.
L’espai fila de la matriu m X n A, Fil A, és I’espai columna de la matriu adjunta
A*: FilA = Col A*.

L’espai nul esquerre de la matriu m X n A és I’espai nul de la matriu adjunta
A* és a dir, I'espai Nul A*.

INo és suficient el fet que la soluci6 del sistema lineal depén de n — v vectors, perqué caldria
justificar que aquests vectors son linealment independents.
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Com que A* és una matriu n X m i té el mateix rang que la matriu A, la
propietat segiient és immediata:
PROPIETAT 14.2.

Si A és una matriumXn i el seu vang ésv, llavors, dimFil A = ¥ idim Nul A* =
m-—v. o

Per que aquests espais els anomenem fila i nul esquerre? Si la matriu A és
real, aleshores A* és la transposada de A; per aix0, les columnes de la matriu A*
son les files de A, aixi que,

= Si la matriu A és real, I'espai fila és I'embolcall lineal de les files de A.

D’altra banda, 'espai nul esquerre, Nul A*, és la soluci6 del sistema lineal A*% = 0.
Aquest sistema el podem reescriure d’aquesta manera:

N = o\ K = .
A*X =0 <= (A*X) =0* = X*A=0
aixo, en el cas real, és equivalent a XTA = O, aixi que

= Si la matriu A és real, I'espai nul esquerre és el conjunt dels vectors que
anullen la matriu per 'esquerra.
EXEMPLE 14.2.
Trobeu bases dels espais fila i nul esquerre de la matriu

1 -2 0 -1 0
-1 21 20
ATl 22 10
4 -8 0 -4 1

Com que la matriu A és real, I'espai fila és ’embolcall lineal de les files de A.
D’aquesta matriu ja en coneixem la forma esglaonada reduida,

1 =2 0 -1 0
R_ |0 01 10
“lo o0 01

0 0 0 0 0
aixi que, com a base de I'espai fila, podem elegir el conjunt
BF]]A = {(]-! _21 0) _110); (0501 ]-’ 1;0)! (01 010) 0! ]-)}

La forma esglaonada reduida de la matriu

1 -1 1 4

-2 2 -2 -8

A* = 0 1 2 0
-1 2 1 -4

0 0 0 1
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és

o)
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aixi que la incognita no principal és la tercera. Les solucions del sistema A*X = 0
son
X1 = -3¢, Xp,=-2¢ X3=&, Xx4=0

o bé
X =«(-3,-2,1,0)

ila base que busquem és aquesta:
BNulA* = {(_3, _21 1) O)}
que té, com calia esperar, 4 —rangA =4 — 3 = 1 vector. o

14.3. SUBESPAIS ORTOGONALS

El que sabem, ara per ara, dels quatre subespais és aco:

Si A és una matriu m X n de rang 7, llavors

(a) Els espais nul i fila s6n subespais de K", de dimensions n — v i r, respec-
tivament.

(b) Els espais nul esquerre i columna séon subespais de K™, de dimensions
m — ¥ 11, respectivament.

Pero encara ens queda una propietat molt important: entre aquests subespais
hi ha una relaci6é d’ortogonalitat. Vegem que entenem per subespais ortogonals.

Direm que dos conjunts de vectors de K", A i B, son ortogonals si tots els
vectors de A son ortogonals a tots els de B, i anomenarem espai ortogonal de
A, At el conjunt de tots els vectors que son ortogonals a A. El nom d’espai
ortogonal esta justificat per la propietat seglient:

PROPIETAT 14.3.

Si A és un conjunt qualsevol de vectors de K™ llavors, el conjunt A+ és un
subespai de K".

Demostracié: Com que el vector zero és ortogonal a qualsevol altre vector,
tenim que 0 € AL, L’altra condicié que s’ha de complir és que si elegim dos
vectors qualssevol en A+, i, i, i dos escalars o i oy, llavors la combinacio
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lineal oy, + o> i, també es troba en A+; ara bé, que i, i i, siguen elements de

-

A+ vol dir que, per a qualsevol @ € A, i, -d = 01 1, - d = 0. En conseqiiéncia,
(0(1711 + (Xzﬁz) -d = 0(1(111 - Ei) + az(ﬁz . C_i) =0

aixi que ;i + oy € AL, VA EA ©

14.3.1. ORTOGONALITAT DELS QUATRE SUBESPAIS

Els espais columna i nul esquerre son mutuament ortogonals. Més ben dit, son
I'ortogonal I'un de I’altre.

PROPIETAT 14.4.

Per a qualsevol matriu A, (ColA)™ = Nul A*. I

Demostracié: En primer lloc, provarem que (ColA)™ = Nul A*: Un vector X és
ortogonal a I’espai columna de A si i només si és ortogonal a totes les columnes
de A, és a dir,

i, %=0 ir% =0 -
L L= i%% = 0 L
N 1 X =0 a, x = ax| .
X € (ColA)" = — ] = |"?|x¥x=0
3
o L= oy - R a
dm-X=0 arx =0 mn

— A*X =0 < X € NulA* o

Sabem que la suma de les dimensions dels espais columna i nul esquerre és
igual a la dimensi6 de K™. Aix0 ens suggeriex que, si unim una base de 1’espai
columna i una de I'espai nul esquerre, obtindrem una base de 'espai K™.2 Aix0
és el que diu la propietat segiient.

PROPIETAT 14.5.

Si Bcoia I Bnuax SON bases de 'espai columna i de 'espai nul esquerre de A,
aleshores el conjunt unio, B = Bcgia U Byuia*, €S una base de K™,

Demostracio: Com que les dimensions dels espais columna i nul esquerre séon
¥ im — v, momés hem de provar que el conjunt B és linealment independent.
Aixi que suposem que Begia = {1y, Uy, ..., Uy} 1 Byuar = {Wyri1, Wyrioy oo, Wi}
que una combinacié6 lineal de tots aquests vectors és nulla:

U + CUy + -+ XUy T+ Br+lwr+1 + o+ anm =0
Uy + Uy + - + G Uy = —Brp Wy — = — By,

2Aix0 vol dir que K" és la suma directa dels espais columna i nul esquerre, com veurem més
endavant.
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Aquesta igualtat indica que el vector il = i, + xyUp + - + &, 1, es troba,
simultaniament, en Col A i en Nul A*. Per tant, i - ti = 0, aixi que % = 0.
Aleshores, de les igualtats

O(lﬁl + 0(2'!7,2 + -+ O(yﬁr =0
_Br+1wr+1 -t anm =0
es dedueix que tots els escalars son iguals a zero. o

Adés hem provat que I'ortogonal de I’espai columna és I’espai nul esquerre.
Ara veurem que, reciprocament, I'ortogonal de I’espai nul esquerre és I’espai
columna.

PROPIETAT 14.6.

Per a qualsevol matriu A, (NulA*)* = ColA.

Demostracio: Provarem que ColA C (NulA*)™ i (NulA*)" C ColA.

Si i € ColA, per la propietat 14.4, i - U = 0 per a qualsevol vector de Nul A*,
aixi que ColA C (NulA*)™.

D’altra banda, de la propietat 14.5 es dedueix que qualsevol vector de K™ és
igual a la suma d’un vector de I’espai columna i un altre de ’espai nul esquerre.
En conseqiiéncia, si i és un vector de (NulA*)*, el podrem escriure com i =
i, + U,, on i, és a I’espai columna i i, a ’espai nul esquerre. Aleshores,
U, =, U, + i, i, =0, perque i, és ortogonal a ii. Pero i, - il,, també
és zero, aixi que i, - ii,, = 0 i, per tant, i,, = 0. En definitiva, # = i, és a 'espai
columna i (NulA*)™ C ColA. o

Canviant els papers de les matrius A i A*, podem trobar propietats analogues
(a les propietats 14.4-14.6) sobre els espais fila i nul:

PROPIETATS 14.7.

(a) SiBgja i Byua SOn bases de l'espai fila i de I'espai nul de A, aleshores la
unio B = Brjia YU Byuia €S una base de K".

(b) Per a qualsevol matriu A, (Fil A)Y = NulAi(NulA)® =FilA. o

El teorema segiient resumeix tot el que sabem (ara per ara) sobre els quatre
subespais. Aquest teorema és tan important que alguns ’anomenen el teorema
fonamental de l'dlgebra lineal.
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TEOREMA 14.8.
Suposem que A és una matriu m X n de rang r. Aleshores,

1. ColA iNulA* son subespais de K™ i

- dimColA = 7.
- dimNulA* =m —r.

- La unio d’'una base de 'espai columna i una de 'espai nul esquerre
és una base de K™.

- Aquests dos subespais son cadascun l'ortogonal de 'altre.
2. Fil A iNul A son subespais de K" i

- dimFilA = 7.

- dimNulA=n—7.

- La unio d’'una base de l'espai fila i una de I'espai nul és una base de
K™.

- Aquests dos subespais son cadascun l'ortogonal de 'altre. o

El grafic segiient mostra totes aquestes propietats (I’espai nul esquerre és el
que queda més a la dreta!).

7
Nul A \\ .

R" ‘

A Nul AT

FilA \ \\ (
A

Els quatre subespais d'una matriu real 3 X 3 de rang 2
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14.4. SUBESPAIS I MATRIUS. LES EQUACIONS D’UN SUBESPAI

Hi ha dues maneres tipiques de presentar un subespai: mostrant-ne una base
(o un conjunt generador) o bé un sistema d’equacions la soluci6 del qual és el
subespai. Aixo es pot fer perque qualsevol subespai de K" és igual a Uespai fila (o
columna) d’'una matriu i 'espai nul (o nul esquerre) d’una altra. Per exemple, el
subespai (de R?) F = {x(2,—1) . « € R} és

- Despai fila de [2 —1], 1 +2x,=0 (1,2)

- l'espai columna de [_i],

o | —
NG

- T'espai nul de [1 2]

<

=(2,-1)

- il’espai nul esquerre de [ﬂ

En conseqiiéncia,
- El conjunt By = {2,—1} ésuna base de F i

- F és el conjunt de solucions de ’equacio6 x; +2x, = 0 (o el conjunt ortogonal
al vector (1, 2)).

Vegem com podem trobar aquestes matrius:

- El més senzill és representar un subespai com I’espai fila o columna d’una
matriu: si B és una base de F llavors, F és I'’espai columna de la matriu My
0, equivalentment, I'espai fila de A; = M3,

- D’altra banda, tenint en compte les relacions d’ortogonalitat entre els subes-
pais fila i nul, tindrem que F = FilA, = (NulA;)".
Per tant, resolent el sistema lineal A; X = 0, obtindrem una base de Nul A,
B’. Llavors, si A, = My, I'ortogonal de F és 'espai F+ = NulA; = ColA,,
aixi que
F = (ColAy)" = NulA}
EXEMPLE 14.3.
Trobeu una base del subespai

F={(a+b,a—b,a):. a,bec K}

i expresseu F com I’espai fila d’una matriu i I’espai nul d'una altra matriu.

Primer de tot, trobarem una base de F. Si observem que

F={a(1,1,1) + b(1,-1,0) : a,b € K}
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com que els vectors (1,1,1) i (1,—1,0) sén linealment independents, el conjunt
B=1{(1,1,1),(1,-1,0)}

és base de F. En conseqiiencia,

Sl 1 1 1
F—Fll|:1 1 0}

Tot seguit trobarem una base de F+ = Nul E _i (1)}, resolent el sistema

R

La soluci6 general d’aquest sistema és X = «(—1/2,—1/2,1), aixi que

lineal

F = Nul [—1/2 —-1/2 1]

Que un subespai coincidisca amb I’espai nul d’'una matriu vol dir que podem
expressar aquest subespai com el conjunt de solucions d'un sistema d’equacions

lineals.
Aixi, com que el subespai F del darrer exemple és I'’espai nul de la matriu
A, = [—1/2 —-1/2 1], tindrem que

1 1
F= {(Xl,XZ,Xg) S KS _E.xl - EXZ + x3 = 0}

1 1
= Direm que _Exl — EXZ + x3 = 0 és 'equacio del subespai F.

Obtencio de les equacions d'un subespai de K"

1. Expresseu el subespai F com I'espai fila d'una matriu: F = Fil A;.

2. Resoleu el sistema lineal A, % = 0.
Aix0 ens proporciona una base de 'ortogonal de F, F1 = NulA,.

3. Construiu la matriu A, les columnes de la qual sén els elements d’aquesta
base. Llavors, F+ = Col A,.

4. Per tant, F = NulA¥.

= Les equacions de F son A¥X = 0.
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EXEMPLE 14.4.
Trobeu les equacions del subespai de R3 F = ((1,1,1)).

(a)F:Fil[l 1 1].

(b) Per tant, F* = Nul[1 1 1].
Resolent el sistema lineal [1 1 1] % = 0 obtenim que

{(-=1,1,0),(—=1,0,1)} és una base de F-.

-1 -1
(c) Llavors, Ft =Col| 1 0f.
0 1
-1 1 0 . . ,
(d) Per tant, F = Nul 1 0 1l Aixi que les equacions de F s6n
X1+ X =0
[m}
—X1 +x3=0

14.5. REsSUM

Els quatre subespais

- L’espai columna de la matriu A € M,,,,(K), ColA, és el conjunt de totes les
combinacions lineals de les columnes de A.

= ]’espai columna és el conjunt de vectors b per als quals el sistema lineal
AX = b és compatible.

L’espai fila de la matriu A és el conjunt FilA = Col A*.

- L’espai nul de la matriu A, Nul A, és el conjunt de totes les solucions del sistema
lineal AX = 0.

- L'espai nul esquerre de la matriu és 'espai nul de la matriu adjunta, Nul A*.

L’ortogonal d’un subespai

= Dos conjunts A i B son ortogonals si tots els vectors de A son ortogonals a tots
els de B.

w [’ortogonal del subespai F és el subespai F* format per tots els vectors ortogonals
aF.
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Propietats dels quatre subespais?

L’espai columna i I’espai nul esquerre sén subespais de K™.

- L’espai fila i 'espai nul soén subespais de K".
- SirangA = v llavors,

- dim ColA = dimFilA = r.

- dimNulA=n—vr.

- dimNulA* =m — 7.

FilA+ = NulA, ColA+ = Nul A*

Subespais i matrius. Equacions d’un subespai
Qualsevol subespai F de K" és un dels quatre subespais d’'una matriu adequada:

- SiF={(d,dyp,..,dn) 1A = [dl a, an] llavors, F = ColA,.
- F=ColA, = (NulA¥)".
Per tant, si B, = {_[71,_[;2, ,_Bn} és una base de NulAf i A, = [_[71 _[72 _[Jn],
F = Nul A}, és a dir, el subespai F és el conjunt de solucions del sistema d’equaci-
ons A¥x = 0.

dyegeu el resum de la lli¢6 16, a la pagina 243

14.6. EXERCICIS
ELS QUATRE SUBESPAIS

EXERCICI 14.1. Trobeu (si és possible) bases dels quatre subespais associats a
les matrius segiients:

0 1 —1 10 1 —1
@ M =[0 1 1 0} b My=[0 1 1 0}
1 0 1 1 11 2 -1
rT1 0 1 -1 1140 0 —i
© My=| 2 0 2 —2} @ My=[o0 o0 1 1—i]
-1 0 -1 1 0 0 0 o0

(solucio: pag. 576)

EXERCICI 14.2. La matriu A té 7 files i 5 columnes i el seu rang és 4. Quines s6n
les dimensions dels quatre subespais associats a aquesta matriu?

(solucio: pag. 578)

EXERCICI 14.3. (a) Quina condicié ha de complir la matriu m Xn A perque I'espai
columna de A siga K™?
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(b) I perqueé I'espai nul siga {6}?
(c) Si A ésuna matriu n X n invertible, quins so6n els quatre subespais associats
aA?
(soluci6: pag. 578)

EXERCICI 14.4. Donada la matriu
1 0 -1 -2
A=10 1 0 1
2 0 -2 —4

(a) Calculeu la forma esglaonada reduida R de la matriu A, la matriu T tal que
R = TA ila matriu inversa L = T~! (tot aix0 requereix tnicament una operacio
elemental).

(b) Trobeu els quatre subespais deduits de A.
(c) Quina relaci6 hi ha entre I’espai columna de A i les columnes de L? Per que?

(d) Quina relacio hi ha entre ’espai nul de A* i les files de T? Per qué?

1 0 011 3 0 5
B=12 1 0[]0 O 1 16
50 1][0 0 0 O

(e) Sabent que

3

L R
determineu bases dels quatre subespais associats a B sense calcular explicita-
ment la matriu B.

(soluci6: pag. 578)

EXERCICI 14.5. Trobeu els valors del parametre A per als quals I'espai nul de la
matriu A, = [15A 132\] no és el subespai {0}.
(solucio: pag. 581)

ORTOGONALITAT I SISTEMES LINEALS

EXERCICI 14.6. Trobeu l'ortogonal del conjunt S = {(1,0,1,0),(0,1,0,1)}. Qui-
na relacio hi ha entre S i (S4)™?
(solucio: pag. 581)

EXERCICI 14.7. Suposem que S és un subconjunt de K". Quina condici6 s’ha de
complir perque S = (Si)l?
(solucio: pag. 581)

EXERCICI 14.8. Si Si T son dos subconjunts de K" i S C T, quina relacié hi ha
entre S+ i T+4?
(solucio: pag. 582)
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EXERCICI 14.9. Proveu que, si S és un subconjunt de K", llavors, (S l)l = (S).
(solucio: pag. 582)

EXERCICI 14.10. Quina relaci6 hi ha entre els conjunts Si T, si S+ = T+?
(solucio: pag. 582)

SUBESPAIS I MATRIUS

EXERCICI 14.11. Expresseu cadascun dels subespais segiients com I’espai fila
d’una matriu i com I'’espai nul d'una altra matriu.

a) F, =((1,-1,2))

b) F, =((1,1,0),(=2,0,1))

¢) F;={(a,a+b,a+2b,—a):a,bek}

d) Fy={(x1,X0,X3,X4) . X1 +X5=0,X, —x3 — x4 =0}

(
(
(
(

(solucio: pag. 583)

EXERCICI 14.12. Trobeu una base i les equacions de cadascun dels subespais de
I’exercici anterior.
(solucio: pag. 584)

EXERCICI 14.13. Trobeu les equacions del subespai F = ((1,1,1,1),(0,1,1,0)) i
una base del subespai G = {(x;, X5, X3,X4) I X; + X — X3 — x4 = 0}.
(soluci6: pag. 584)
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Els simbols algeébrics es fan servir
quan no saps de qué estds parlant

Philippe Schnoebelen

La interseccié de dos (0o més de dos) subespais també és un subespai. En
canvi, la unié no sempre ho és. Per aixo introduim el concepte de suma
de subespais (el minim subespai que conté la unid).

15.1. INTERSECCIO DE DOS SUBESPAIS

La interseccio de dos subespais també és un subespai.! Per comprovar-ho, sera
suficient que observem que si elegim les matrius A, i A, de manera que F = Nul A,
i G = NulA,, llavors les condicions que s’han de complir perqué el vector i es
trobe a la intersecci6 F N G s6n aquestes:

-

NEFNG <= Ai=0, Aii=0
Pero aquestes dues condicions es poden expressar com una de sola, si fem servir
AL
la matriu [ Az]'
S Al =
UeEFNG << u=20

A

Iaixt‘)voldirqueiiEFOG(:}ﬁENul[A
2

}. En altres paraules, F N G és

I’espai nul de la matriu [ Al]’ aixi que, efectivament, és un subespai. o
2

= A banda de demostrar que la intersecci6é de dos subespais també és un
subespai, hem trobat un algorisme senzill per calcular la intersecci6 de dos
subespais:

Calcul de la interseccié de dos subespais F i G (a partir de les equacions)

- Expresseu F i G com a espais nuls: F = NulA;, G = NulA,.

ILa intersecci6 de més de dos subespais (encara en el cas d’infinits subespais) també és un subespai.

- La intersecci6 és F N G = Nul [
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EXEMPLE 15.1.
Trobeu el subespai intersecci6 dels subespais

F=((1,1,0,1),(1,2,1,1))
G = ((1’1,111)1 (1,313’1)>

(Primera solucid) Primer de tot expressarem els dos subespais com a espais nuls.

Com que F és I’espai fila de la matriu [} ; (1) ﬂ, I'ortogonal de F és
1 1 01 1 0 -1 1
1 — — — — —
F —Nul[1 5 1 1} —Nul[O 1 1 O} =((1,-1,1,0),(-1,0,0,1))
. _ 1 -1 1 0
aixi que F = Nul [_1 0 0 1].
R -1 0 0 1
De manera analoga es prova que G = Nul 0 -1 1 0]. Per tant, la
interseccio és
1 -1 1 0 1 0 0 0
_ -1 00 1| _ 01 -1 0| _
FNG=Nul 1 00 1 = Nul 0 0 0 1 =((0,1,1,0)) ©
0 -1 1 0 0 0 0 0

(Solucié6 alternativa) Com que, en aquest exemple, coneixiem una base de cada
subespai, hem hagut de trobar els subespais ortogonals per tal de poder expressar
F i G com a espais nuls. Si volem evitar aquests calculs, podem raonar de la
segiient manera: Si el vector 7 es troba a la interseccié F N G, llavors,

- per una banda, i € F, aixi que existeixen dos escalars x; i x, de manera

que
! [17] [1 17
di=x | +x |2 =) %]z onx = |1
o 21l 1o 1|7 T x
| 1 [ 1] |1 1]
- per una altra, per ser ii un vector de G,
1 1] [1 17
d=a | M+a | =|! 3la ona=|%
B! 231711 3™ T las
[ 1 [ 1] |1 1]
Reunint aquestes dues condicions, tindrem que
1 1 1
X = a

—_ O
— = N
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Aquesta igualtat la podem interpretar com un sistema d’equacions lineals en el
qual les incognites son les x i es tracta de trobar com han de ser els parametres
a perque el sistema siga compatible. Restant a la segona i a la quarta equacions
d’aquest sistema la primera tindrem

1 1 1 1

0 1 %= 0 2 i

0 1 {1 3

0 0 0 0

i, restant la segona de la tercera,

1 1 1 1 a +ap
01 %= [ 0 2 P 2a,
0 0" [1 1|7 | a+a
0 0 0 0 0

D’aquesta manera, la matriu del costat esquerre és esglaonada i el sistema
sera compatible si a; + a, = 0 (0 a; = —a,). Per tant,

u=-a,(1,1,1,1) + a»(1,3,3,1) = a»(0,2,2,0)
En definitiva, FN G = ((0,1,1,0)). o

Aquest segon metode és el més eficient si es vol trobar una base de la intersec-
ci6 de dos subespais F i G dels quals es coneixen les bases Br = {iiy, Uy, ..., U}
iBg = {Vy,0y,...,7,}: com que

F = Col [ﬁl s ... ﬁp] = Col My,
G=Col|t T, .. Ty|=ColMy,

un vector i que es trobe en el subespai intersecci6é sera combinacio lineal dels
vectors d’'una base i també dels de I'altra:

ﬁ = MZ;F)? ﬁ = MB(;‘?L
aixi que hem de trobar els valors dels parametres d perque el sistema
MZ;F)_& = MB(;ﬁ' (151)

siga compatible.
Com que el rang de Mgz, és p (el nombre de columnes que té, perque son

linealment independents), la forma esglaonada reduida d’aquesta matriu és [ CI)]

(I és la identitat p X p i O és la matriu zero (n — p) X p). En conseqiiéncia, fent
operacions elementals el sistema (15.1) queda d’aquesta manera:

o)<~ [1)
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Finalment, perqué aquest sistema siga compatible caldra que
Vzat = 6

= La soluci6 general d’aquest darrer sistema lineal ens proporciona les condi-
cions que han de complir els parametres d.

Esquematicament,

Calcul de la interseccié de dos subespais F i G (a partir de les bases de F
iG)

1. Elegiu dues bases Br (base de F) i B (base de G).
2. Feu les operacions elementals convenients per transformar

ulv,
Vs

[MBFMBJ'_*[O

on U és invertible.
3. Resoleu el sistema homogeni
Vod =0
- La interseccio és el conjunt de tots els vectors de la forma

'ITL = MBGEi

on d son les solucions del sistema que acabem de resoldre.

15.2. SUMA DE DOS SUBESPAIS

Al contrari que la interseccid, la unié F U G dels subespais F i G no és sempre un
subespai.

EXEMPLE 15.2.

Siguen F i G els subespais de R? definits com

F = {(a,0) . a € R}
G=1{0,b): b eR}

(F i G son les dues rectes coordenades). Proveu que F U G no és un subespai
de R2,

Si sumem els vectors (1,0) (que és de F)i (0,1) (de G) obtenim (1,0) + (0,1) =
(1,1) queno és de Fnide G! o
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G=1{(0,b): beR}

(1,1) ¢ FUG

(0,1) e G )

'

> F=1{(a,0): acR}
(1,0) e F

El vector (1,1) és suma d’'un de F més un de G
perono es trobaa Fnia G

Com que, en general, la uni6 no arriba a ser subespai, hi afegirem els vectors
que calga fins a aconseguir un subespai.
DEFINICIO 15.1.
La suma dels subespais F i G és el conjunt de totes les sumes d'un element
de F més un de G. Aquest conjunt el representarem com F + G:

F+G={ii+V: L EF, VEG}

EXEMPLE 15.3.

La suma dels subespais F = {(a,0) : a € R}iG = {(0,b) . b € R} és ’espai
R2.

Aix0 és evident, perqué qualsevol vector de R? el podem escriure com
X = (x1,x2) = (x1,0) + (0, x,) ©

Per trobar un metode de calcul de la suma, notem que, si el conjunt By és base
de F i B; ho és de G, llavors la unié Br U B genera F + G. En altres paraules,

si Br és base de F i B ho és de G llavors, F + G = Col [MBF MBG].

Aquesta expressio implica que la suma F + G també és un subespai (de fet és
el subespai més petit que conté a F U G, perque un subespai que continga els
vectors de F i els de G també haura de contenir les sumes d’aquests vectors) i
ens proporciona I'algorisme que cercavem:
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Calcul de la suma de dos subespais F i G

- Trobeu una base, Bf, de F i una de G, Bg.

- Lasuma és F + G = Col [MBF MBG].

EXEMPLE 15.4.
Trobeu el subespai suma dels subespais

F= <(]-1]-10:]-)s(0’]-1]-10))
G=((1,1,1,1),(1,3,3,0))

Els conjunts By = {(1,1,0,1),(0,1,1,0)} i B;{(1,1,1,1),(1,3,3,0)} son bases
de F i G, respectivament. Per tant,

1 01 1
1 1 1 3
F+G—C010 1 1 3
1 01 0

Com que la forma esglaonada reduida d’aquesta matriu és

SO O+
S o~ O
o= OO
— o O O

els quatre vectors son linealment independents i la dimensi6 de F + G és 4, de
maneraque F+ G =K% o

EXEMPLE 15.5.
Trobeu el subespai suma dels subespais

F=((1,1,0,1),(1,2,1,1))
G=((1,1,1,1),(1,3,3,1))

Elegint les bases {(1,1,0,1),(1,2,1,1)}1{(1,1,1,1),(1,3,3,1)} tindrem

F+ G = Col

—_O =
— =N =
— = =
—_—wW W =
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La forma esglaonada reduida d’aquesta matriu és

1 0 0 -2
01 0 2
0 01 1
00 0 O

aixi que els tres primers vectors formen una base de I’espai suma:

3F+G:{(]-1]-10!]-)!(1121111)1(1111111)} o

Entre aquests dos exemples hi ha una diferéncia important: en el primer cas,
la suma de dos subespais de dimensié dos és un subespai de dimensio quatre.
En canvi, en el segon exemple, la suma nomeés té dimensio6 tres. En els propers
apartats estudiarem les dimensions de la suma i la intersecci6 i justificarem
aquesta diferencia.

15.3. ORTOGONALS DELS ESPAIS SUMA I INTERSECCIO

PROPIETATS 15.1.

(a) L’ortogonal de 'espai suma és la interseccio dels ortogonals dels dos subes-
pais: (F +G)* =F+ NGt

(b) L’ortogonal de I'espai interseccio és la suma dels ortogonals dels dos subes-
pais: (FNG)*t =F++ G*.

Demostracio: Si F = ColA; i G = ColA,, com que en la llico anterior vam
veure que 'ortogonal de I’espai columna és I'espai nul esquerre, tindrem que
F*+ =NulAf i G* = NulA¥ aixi que

A*
FYNG* =Nul [A}k]
2

D’altra banda, com que la suma és I’espai columna de la matriu [Al Az],
I'ortogonal de I’espai suma sera

1 * A¥
L _ _ 1
(F+G)* = (Col[A; A]) =Nul[A; A,| =Nul [A;ﬁ}
de manera que, efectivament, els subespais (F + G)* i F+ N G* son iguals.
La segona propietat es justifica de manera analoga: Elegint les matrius B, i B,
*
perque F i G siguen els espais nuls de Bf i B¥, 'ortogonal de F N G = Nul [g}k] =
2
*
Nul [Bl B2] és (FNG)* = Col [B1 BZ]. Ila suma de F* = ColB, i G* = ColB,
és FL + G+ = Col [B1 Bz]. o
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15.4. LA DIMENSIO DE LA SUMA I LA INTERSECCIO

Notem que tant la suma com la intersecci6é de dos subespais F i G es poden
calcular a partir de la matriu que resulta de concatenar les matrius associades
a una base de cada subespai, M = [MBF MBG], en un cas, calculant-ne I'’espai
columna i en I'altre a partir de ’espai nul d’'una matriu deduida d’aquesta. Per
tant, és clar que les dimensions d’aquests dos espais han d’estar relacionades
d’alguna manera, entre elles, i amb aquesta matriu.

15.4.1. LA DIMENSIO DE LA SUMA

El més senzill és calcular la dimensioé de I’espai suma: Si Br i B; son bases de F i
G, respectivament, com que F + G és I'espai columna de la matriu M, és clar que
la dimensio6 de F + G és

dim(F + G) = rang [MBF MBG] (15.2)

15.4.2. LA DIMENSIO DE LA INTERSECCIO
Recordem el que hem de fer per a calcular la interseccié F N G:

- Transformem, per mitja d’operacions elementals, la matriu [MBF MBG] a

una de la forma
u v,
o V,

on U és invertible.

- Resolem el sistema homogeni

-

Vzﬁ, = 0
- Multiplicant Mg, per les solucions d’aquest sistema obtenim tots els vectors
de la interseccio.

Per tant, la dimensio de I’espai interseccio sera el nombre d’incognites no princi-
pals que tinga el sistema homogeni V,d = 0, és a dir,

dim(F N G) = dim(Nul V,)

Per acabar de calcular aquesta dimensi6 ens hem de fixar en les dimensions de
les matrius que hi intervenen. En la matriu

u v
0 V,

tenim aquestes dimensions (suposem que p i g son, respectivament, les dimensi-
ons de Fi G):
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(a) U és una matriu p X p (perque p és

la dimensi6 de F). pta
(b) O ésla matriu zero (n — p) X p (per- n{ [ pXp pXq ]
queé estem en K"). m—p)Xp|(n-p)xq

(c) V; és una matriu p X g (perque g és
la dimensio de G).

(d) En conseqiiéncia, V, és una matriu (n — p) X q i, per tant,

dim(F N G) = dim(NulV,) = g —rangV,

(perque la dimensi6 de I’espai nul és el nombre de columnes menys el rang de la
matriu).

D’altra banda, el rang de V, és la diferencia entre el rang de la matriu gran, M,
i el rang del primer bloc, que és p, aixi que

dim(F N G) = g —rangV,
=q — (rangM — p)
=p+q—rangM

Es a dir,

dim(F N G) = dimF + dim G — rang [MBF MBG] 5 (15.3)

15.4.3. LA FORMULA DE GRASSMANN

Comparant les formules (15.2) i (15.3) obtenim el resultat segiient:
TEOREMA 15.2. (FORMULA DE GRASSMANN)

Si F i G son dos subespais de K", llavors

dim(F + G) =dimF +dimG —dim(FN G) o (15.4)

EXEMPLE 15.6.
Comproveu la formula de Grassmann en el cas dels subespais

F=¢(1,1,0,1),(1,2,1,1))
G=1((1,1,1,1),(1,3,3,1))

(a) Les dimensions de F i G son aquestes: dimF =2 idimG = 2.

(b) D’altra banda, en I'exemple 15.1 hem trobat que F N G = ((0,1,1,0)), aixi
que dim(F N G) = 1.
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(c) i, en I'exemple 15.5, que {(1,1,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,1)} és una base de
F + G; per tant, dim(F + G) = 3.

Llavors,

dimF +dimG —dim(FNG)=2+2-1=3=dim(F +G) o

15.5. SUMA DIRECTA
Quan FN G = { f)} la formula de Grassmann es redueix a
dim(F + G) =dimF + dim G

i es pot construir una base de la suma fent la uni6 d'una base de F i una altra de
G. En aquest cas, es diu que la suma F + G és directa.

DEFINICIO 15.2.

La suma dels subespais F i G és directa si dim(F + G) = dimF + dim G (o,
equivalentment, quan F N G = {6}).

= Quan es vol remarcar que la suma és directa s’escriu F & G (en comptes de
F+ G).

La propietat segiient mostra que el fet que la suma dels subespais siga directa
vol dir que aquests dos subespais son independents, d'una manera analoga a la
independéncia lineal de dos vectors.

PROPIETAT 15.3.
Si F i G son dos subespais de K", llavors les afirmacions segtients son equiva-
lents:

(a) La suma dels subespais F i G és directa.

(b) Sitipitig so;n, respectivament, vectors de F ide G i siiip + iig = 0, llavors
ﬁ[: = 'l_/iG = O

(c) Siii és un vector de la suma F + G, llavors existeix un Unic vector iy i un
unic vector ii; de manera que i = iy + . ©

> La clau d’aquesta propietat és la unicitat: encara que la suma no siga directa,
qualsevol vector de F + G és la suma d’'un de F i un altre de G, pero si la
suma no és directa podem trobar diverses parelles de vectors amb aquesta
propietat. El que fa especial la suma directa és que no hi pot haver dues
parelles de vectors en F i en G amb aquesta propietat.
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EXEMPLE 15.7.

Comproveu que el vector i = (2, 3,2,2) és un element de la suma F + G dels
dos subespais

F=((1,1,0,1),(1,2,1,1))
G=1((1,1,1,1),(1,3,3,1))

Es directa, la suma F + G?

Hem de comprovar que el vector i es troba en I'espai columna de la matriu

—_ = N =
—
—_— W W

és a dir, que el sistema MX = il és compatible.
Esglaonant la matriu ampliada [M ﬁ] obtenim la forma esglaonada reduida

seguient:

0 -2

0 2

1 1

0 0

aixi que el sistema és compatible i, en conseqiiéncia, el vector i es troba en la
suma F + G. Per a expressar-lo com a combinaci6 lineal de les columnes de M
hem de trobar la soluci6 del sistema:

1 0 0
0 1 1
0 0 1
0 0 0

X1 =2 X, =1—-2¢ xX3=1—«, x4 =«
Per tant,

i 2‘20((1, 1,0,1) + (1 —200)(1,2,1, 1)}+\(1 -o)(1,1,1,1) + (1, 3,3, 1)' (15.5)

EF €G

on « és qualsevol nombre. Per tant, la suma no és directa. o

Entendrem correctament perque hi ha més d’una soluci6, quan la suma no és
directa, reordenant adequadament la combinaci6 lineal (15.5):

il =2x(1,1,0,1) + (1 —200(1,2,1,1) + (1 = ) (1,1,1,1) + x(1,3,3,1)
=(1,2,1,1) + 2(1,1,0,1) — 2x(1,2,1,1) + (1,1,1,1) — &(1,1,1,1)
+a(1,3,3,1)
=(1,2,1,1) =2a(0,1,1,0) + (1,1,1,1) + 2(0,1,1,0)

Y Y

€F €FNG G €FNG

Com que el vector 2cx(0,1,1,0) es troba a tots dos subespais, podem sumar-lo i
restar-lo a un vector de F i a un altre de G, de manera que obtindrem una nova
combinacio6 lineal que produeix el mateix resultat.



15. Intersecci6 i suma de subespais. Suma directa 231

EXEMPLE 15.8.

Comproveu que el vector ©i = (2,3,2,2) és un element de la suma F + G dels
dos subespais

F=((1,1,0,1),(0,1,1,0))
G=((1,1,1,1),(1,3,3,0))

Es directa, la suma F + G?

Hem de comprovar que el vector i es troba en 'espai columna de la matriu

—_ O = =
O~ = O
— ==
SO W W =

és a dir, que el sistema MX = il és compatible.
Esglaonant la matriu ampliada [M ﬁ] obtenim la forma esglaonada reduida
seguient:

0 1
1 1
0 1

S o o=
O = OO
— o OO

0 0

aixi que el sistema és compatible determinat i, en consequéncia, el vector i
es troba en la suma F + G. Per a expressar-lo com a combinaci6 lineal de les
columnes de M hem de trobar la soluci6 del sistema:

x1=1,x,=1,x3=1,x4=0

Per tant,

i=(1,1,0,1)+(0,1,1,0) + (1,1,1,1) + 0(1, 3,3,1)
(1,2,1,1) +(1,1,1,1)

EF €G

ila suma és directa. o

15.5.1. SUMA DIRECTA DE DIVERSOS SUBESPAIS

Les definicions de suma i suma directa es poden generalitzar a més de dos
subespais.
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DEFINICIO 15.3.

(a) La suma dels subespais Fj, F, ..., F, és el conjunt de totes les sumes d'un
element de cadascun dels subespais:

Fl +F2++F1/= {ﬁl +ﬁ2++ﬁy ﬁl EFl,ﬁz EFz,...,'I:irEFr}

(b) Diem que la suma és directa si dim(F; + F, + - + F,) = dim F; + dim F, +
-« 4+ dimF,.

= Quan es vol remarcar que la suma és directa s’escriu F; @ F, @ - © F,.

Les propietats 15.3 continuen sent valides:

PROPIETAT 15.4.
Si Fy, F>, ..., F, son subespais de K", llavors les afirmacions segiients son

equivalents:

(a) La suma F, + F, + -+ + F, és directa.

(b) Sitiy, Uy, ..., U, SON, respectivament, vectors de F,, F,, ..., F, i Siil, + ti» +
41, =0, llavors i, = i, = = =i, = 0.

(c) Siii és un vector de la suma, llavors existeix un unic vector en cadascun
dels subespais, i, U, ..., U, de manera que

L= iy + il + -+ il o

ww  El fet que la intersecci6 de tots els subespais siga nulla no assegura que la
suma siga directa.

EXEMPLE 15.9.
La interseccio dels tres subespais de K3

F, =((1,0,0),(0,1,0)),F, =((1,0,0),(0,0,1)),F; = {(0,1,0), (0,0, 1))

és nulla, pero la suma no és directa, perqué F; + F, + F; = K3 i
dlmFl + dlmF2 + dlmF3 =6. ©
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15.6. RESUM

Suma i interseccio
- La suma dels subespais F i G, F + G, és ’embolcall lineal (F U G) o, equivalentment,
el conjunt
F+G={ii+7: UuEFVEG}
- La sumaila intersecci6 de subespais son subespais.
- Per trobar una base de la suma, extraieu una base de la uni6 de les bases respectives.

- Per trobar una base de la interseccio,

- A partir de les equacions dels dos subespais:

%« Feu un tnic sistema amb les equacions dels dos subespais i trobeu una
base del conjunt de solucions.

- A partir de les bases dels dos subespais:

« Elegiu dues bases By i B,

« Aplicant operacions elementals transformeu

[ [ Ma] =[] ¥

1] (U invertible).
2

-

% Resoleu el sistema homogeni V,d = 0.

* F NG és el conjunt dels vectors Mg d, on d son les solucions del pas
anterior.

La suma és el subespai més petit que conté els dos subespais.

- Laintersecci6 és el subespai més gran que és contingut als dos subespais.

L’ortogonal de la suma és la interseccié dels ortogonals: (F + G)* = F+ N G*.

L’ortogonal de la interseccié és la suma dels ortogonals: (F N G)+ = F*+ + G*.

Formula de Grassman
dim(F + G) =dimF + dim G — dim(F N G)

Suma directa
- Lasuma F + G és directasi F N G = {0}.
w Sescriu F P G.

- Afirmacions equivalents:

1. La suma és directa.

2. FNG = {0}.

3. dim(F + G) = dimF + dimG.

4. Si Br i B; sOn bases de F i G llavors Br U B; és base de F + G.
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4. il € F+ G = 1l = iy + U de forma unica.
5. ﬁF+ﬁG=6=>ﬁF=ﬁG=6
Suma de diversos subespais

- La suma dels subespais F}, F,, ..., F, és el conjunt
Fi+F,+ - +F,={i, +i,+ -+, i €F,iU, €F,,...,uU, €F}

- La suma és directa si dim(F, + F, + - + F,) = dimF; + dimF, + - + dim F,..
- Afirmacions equivalents:
1. Lasuma F, + F, + - + F, és directa.
2. Sidiy, @y, ..., U, son vectors de F,, F», ..., F, i8i i, + i, + - + ii, = 0, llavors
U, =i, = =1ii, = 0.
3. Si i ésun vector de la suma, llavors existeix un tinic vector en cadascun dels
subespais,

Uy, Uy, ..., U, de manera que ti = t; + U, + -+, O

15.7. EXERCICIS
SUMA I INTERSECCIO DE SUBESPAIS

EXERCICI 15.1. En cada apartat, trobeu una base del subespai intersecci6 dels
dos subespais F i G donats.

(a) F: <(]"1,0)|(]"0,]‘))’ G = ((0,1’]‘),(1,]"]‘)>
(b) F = {(XI,XZ,X3) X1 — Xy = 0}; G= {(x11x21x3) X3 = 0}

(soluci6: pag. 586)

EXERCICI 15.2. En cada apartat, trobeu una base del subespai suma dels dos
subespais F i G donats.
(@) F=((1,1,0),(1,0,1)), G =((0,1,1),(1,1,1))
(b) F={(x1,Xx2,Xx3,X4) . X1 —X» =0,x, — x3 =0},
G = {(x1,%2,x3,%4) . X1 + X2 = 2x3+ x4, = 0,x, — x3 =0}
(soluci6: pag. 586)
EXERcICI 15.3. Trobeu bases dels subespais suma i intersecci6 dels dos subes-

pais F = ((1,1,0,0),(2,1,1,1)) i G = ((1,0,1,1),(1,1,1,1)).
(solucio: pag. 587)
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EXERCICI 15.4. Proveu que la uni6é dels subespais F i G només és subespai quan
FCGoGCF.
(solucio: pag. 588)

EXERCICI 15.5.

(a) Trobeu les equacions del subespai F = ((1,2,0,1),(2,3,0,3),(3,2,1,2)).
(b) Trobeu una base de G = {(x}, X, Xx3,%4) € K* . x; —x, + x3+ x4 = 0}.
(c) Proveu que F + G = K*.

(d) Determineu la dimensi6 de F N G.

(e) Trobeu una base de F N G.

(solucio: pag. 588)

LA SUMA DIRECTA

EXERCICI 15.6. Determineu si la suma dels subespais de K3
F = ({(15 1,0)’ (1’07 1), (1,21 _1)}> ’ G = {(X11X25X3) Xl = XZ = X’g}

és directa.
(solucio: pag. 589)

EXERCICI 15.7. Considerem els subespais de R*

F={(x1,x2,x3,x4) . X1 — X2 =0,x, — x3 =0}
G = {(X1,X0,X3,X4) © X1 —X3+Xx4=0,%x, —x3 =0}
H=((1,-1,0,0),(1,0,-1,0))

(a) Trobeu bases de F, Gi F + G. (b) La suma F + G és directa? Quina és la
dimensi6 de F N G? (c) Calculeu les equacions de H. (d) Trobeu les equacions i
una base del subespai H+. (e) Estudieu si la suma F + H és directa.

(solucio: pag. 590)

EXERCICI 15.8. Proveu que si E i F soén dos subespais de K™ i E i F s6n ortogonals
entre ells, llavors la suma E + F és directa.
(solucio: pag. 591)
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LLIC(') 16. SUMA DIRECTA ORTOGONAL I PROJECCIONS ORTOGO-
NALS

La géométrie est Lart du raisonnement correct
d partir de figures mal dessinées

Henri Poincareé

Si F és un subespai de K", llavors K" és la suma directa de F i F*. En
altres paraules, qualsevol vector b (de I’espai [K") es descompon en la
suma d’un vector de F, b, i un altre de F*, bp.. Aquesta descomposicio
és Unica.

16.1. SUMA DIRECTA ORTOGONAL I PROJECCIONS ORTOGONALS

El teorema que demostrem tot seguit mostra que la suma d’un subespai qualsevol
i el seu ortogonal sempre és directa i, a més a més, aquesta suma ompli tot I’espai.

Aix0 vol dir que qualsevol vector, b, de K" es pot descompondre com una
suma (inica) d’'un vector de F i un altre de F+. Aquests vectors soén les projeccions
ortogonals, pF(E) i pFL(E) de b sobre els subespais F i F*.

FL
A

-

pr.(b

S
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TEOREMA 16.1.

Si F és un subespai qualsevol de K", llavors K" = F & F*.
Per tant, qualsevol vector b € K" es pot escriure, de forma tinica com a suma
d’'un vector de F, by, i un altre, br., de F*: b = by + bg. Vb € K",

Demostracié: La suma F + F* és directa, perqué F N F+ = {0}. A més a més, a
la llicé 14 hem provat (propietat 14.7) que la unié d'una base de I’espai fila i una
altra de I’espai nul és una base de K", aixi que si triem la matriu A perque F siga
Pespai fila de A tindrem: dim F + dimF+ = dimFilA + dimNulA =n. ©

w  Les projeccions ortogonals del vector b sobre F i F* son, respectivament,
pF(b) = bF 1 pFL(b) = bFi'

Com a casos particulars, obtenim que els espais K™ i K" son la suma directa
ortogonal dels quatre espais deduits d’'una matriu m X n:

i Si A és una matriu real m X n, llavors

K™ = ColA®NulA* i K"=FlA®NulA o

Aquestes propietats completen el teorema 14.8:
TEOREMA 16.2.
Suposem que A és una matriu m X n de rang r. Aleshores,

1. ColA iNulA* son subespais de K™ i
- dimColA =vr
- dimNulA* =m —7r
- Aquests dos subespais son cadascun I'ortogonal de 'altre.
- K™ = Col A @ Nul A*

2. Fil A i Nul A son subespais de K" i
- dimFilA =7r

- dimNulA=n—-7r

- Aquests dos subespais son cadascun I'ortogonal de 'altre.
- K" =FilA®NulA o

16.2. CALCUL DE LA PROJECCIO ORTOGONAL

En primer lloc, veurem un exemple en el qual calcularem la projeccio sobre un
subespai F cercant bases de F i FL. Pero, a continuacio, explicarem un metode
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més interessant, que fa servir el que sabem sobre les projeccions i els subespais
ortogonals.
EXEMPLE 16.1.

Calculeu la projecci6 ortogonal del vector b= (2,3,2) sobre el pla

F=1((1,1,0),(2,3,1))

En primer lloc cercarem I’ortogonal de F:

1 0 1 0 -1
Fi—Nl[2 3 1]=Nul[0 1 1]=<(1,—1,1))

El segiient pas consisteix a expressar el vector b com a combinacio lineal dels
vectors de la base B = {(1,1,0),(2,3,1),(1,—1,1)}. Aixo vol dir que hem de
resoldre el sistema lineal MzX = b, aixi que esglaonem la matriu ampliada,

1212, 10 0]-53
1 3 —1|3|&uwsdodan tg 1 0 5/3
01 1]2 00 1| 1/3

de manera que obtenim la solucié X = (—5/3,5/3,1/3). En conseqiiéncia,

-

5 5 1
b - \_ §(11 ]-10) + §(213) 1)l+\§(1) _]-1 ]-)l

pr(b) ppi(b)
ila projecci6 ortogonal de b sobre F és el vector

s 5 s )

En aquest exemple hem hagut de trobar una base de ’ortogonal de F i unir-
la a la base de F per a construir una base de ’espai complet. Hi ha, pero, un
metode alternatiu, que ens permet trobar les projeccions ortogonals, explotant
I'ortogonalitat i sense necessitat de calcular cap base. El metode es basa en
aquests fets:

-

(a) Si F = ColA, llavors pF(Ta) € Col A, aixi que pr(b) = AX per a algun vector X.

(b) La projecci6 de b sobre F' és pFL(E) =bh- pF(E) =b- AX, és a dir,
b — AxX € (ColA)L.

(c) L'ortogonal de I'espai columna és I’espai nul esquerre: (ColA)+ = Nul A*.

Aixi doncs, per a trobar la prOJeCC1o ortogonal pF(b) podem cercar en primer
lloc un vector ¥ de manera que b — AX € Nul A* i, tot seguit, calcular py(b) fent
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el producte AX. La condici6 clau és que el vector b — AX ha de ser a I’'espai nul
de A*. Es a dir, A*(b — AX) = 0 o, millor,

A*AX = A*D (16.1)

L’expressio (16.1) és un sistema d’equacions lineals; comprovem que, si i és
una solucié d’aquest sistema llavors, la projeccié ortogonal de b sobre F és el
vector py(b) = Aii.

PROPIETAT 16.3.

Suposem que F és I'espai columna de la matrium X n A iZ) un vector qualsevol
de K™. Si A*Atl = A*b, llavors, la projeccio ortogonal de b sobre F és el vector
pr(b) = Ali.

Demostracié: El vector b el podem escriure com b= f\ﬁ +(bh- Aiil, on Ail ésun
glement de I'espai columna, Col A = F. I, com que A* (b —Aul) = é*b —A*AU =0,
b — Aii € NulA* = F*. Per tant, el vector A és la projecci6 de b sobre F. ©

w  Les equacions normals en el problema de la projeccié ortogonal sén les
equacions (16.1).

Calcul de la projeccio ortogonal

Expresseu el subespai F com I'espai columna d’una matriu A. llavors,
1. Calculeu els productes A*A i A*b.

2. Resoleu el sistema de les equacions normals A¥*AX = A*D.

3. Siu és la soluci6 obtinguda al pas anterior, calculeu el vector pF(E) = Al.

Ara apliquem aquestes idees per a tornar a calcular la projecci6 ortogonal de
I'exemple 16.1.
EXEMPLE 16.2.

Calculeu la projecci6 ortogonal del vector b= (2,3,2) sobre el pla

F = ((11130)’(2’3,1)>

1 2
El subespai F és I’espai columna de la matriu A = {1 3}.
01

(a) Calculem els productes A*A i A*D:

12 2
1 10 2 5 z_|1 10 5
XA — — *T, — —
AA_[Z 3 1} Ll) ﬂ_[s 14} Ab_[l 2 1] {3]_[15}
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(b) Resolem el sistema lineal A*AX = A*b:
2 5 %= 5 — 5= -5/3
5 14 |15 - 5/3

(c) Calculem el vector pF(To) = AX:
5 {1]
3% ¢
1

1 2
>, -5/3
pr(b) = AX = |:1 3] |: 5/3}
Aquest algorisme se simplifica molt si fem servir bases ortonormals:

0 1

- SiB = {G,d>, ..., dp} és una base ortonormal de Fi Q = [511 > - Zi,g],
llavors F és I’espai columna de Q.
Aixi que les equacions normals son Q*QX% = Q*b, perd Q*Q és la ma-
triu identitat, perque les seues entrades son els productes escalars de les
columnes de Q.
Per tant, les equacions normals es re@ueixen ajc = Q*E ino hi hares a
resoldre: la projecci6 ortogonal és pr(b) = QQ*Db.

= Si F és I’espai columna de la matriu Q i les columnes de Q son ortonormals,
llavors la projecci6 ortogonal del vector b sobre F és

pr(b) = QQ*D (16.2)
ax
“la @& - 4]|%|p
dy
= (Grh)d, + @rh)a, + - + (G, (16.3)

Noteu que ﬁi“@, Elﬁo, ...é?;l?, son els productes escalars de b pels vectors de la
base ortonormal, aixi que aquesta férmula podem reescriure-la com

pr(b) = (d;-b)dy + (@) @+~ + (d, - D) (16.4)

16.2.1. PROJECCIO ORTOGONAL SOBRE UNA RECTA

Si el subespai F és una recta, i § un vector
unitari en la direcci6 de larectallavors, F = (G)
i podem aplicar la formula (16.4): la projeccio
ortogonal del vector b sobre la recta F és

pr(b) = (d-D)d
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EXEMPLE 16.3.

Calculeu la projeccié ortogonal del vector b = (1, 3) sobre la recta generada
pel vector i = (4,2).

El vector i no é um’tari aixi que el dividim per la seua norma:
siqg = i = —(4 2) llavors
lall /20
(b) (4,2)-(1,3) ! 4,2) L 10(4,2) = (2,1)
. = _ [ = — = a
p(u) \/— m ’ 20 y ’
16.3. RESUM

Suma directa ortogonal i projeccions ortogonals
- Si F ésun subespai de K", llavors K" = F @ F*.

- Si A és una matriu m X n, llavors
K™ = Col A ® Nul A* K" = FilA @ Nul A
w Sib= EF + _b.FL (EF S F,_I;Jp € F+, la projeccio ortogonal de D sobre F és _l;)F.

Propietats dels quatre subespais

- L’espai columna i I’espai nul esquerre s6n subespais de K™.

L’espai fila i I’espai nul s6n subespais de K.
- SirangA = v llavors,
- dimColA = dimFilA =7
- dimNulA=n—vr
- dimNulA* =m —r
- FilAt = NulA
ColAt = Nul A*

- K™ = ColA & Nul A*
K" = FilA @ Nul A

Calcul de la projeccio6 ortogonal del vector D sobre el subespai F
Elegiu A perque F = ColA

- Calculeu els productes A*A i A*b.
- Resoleu el sistema lineal A*A% = A*b.

- La projeccio6 ortogonal és el vector pF(IZ) =
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v Amb bases ortonormals: si {g;,d,,...,q,} €s una base ortonormal de F i
Q= [‘_il Ziz l_ip],

16.4. EXERCICIS

EXERcICI 16.1. Calculeu I'espai ortogonal de F = ({(1,1,0,0),(0,1,1,0)}) i cal-
culeu les projeccions ortogonals del vector U = (2,1,2,1) sobre F i sobre F-.
(soluci6: pag. 592)

EXERCICI 16.2. Calculeu la projeccié ortogonal del vector v = (1,1,1,1) sobre
el pla
F={(x1,x2,Xx3,X4) 1 X1 — X2+ X3 — x4 =0;x2 +x3 =0}

(solucio: pag. 592)

EXERCICI 16.3. Calculeu les projeccions ortogonals del vector v = (2,1,—3)
sobre el subespai F = ((1,1,1),(2,1,—1), (1,0, —2)) i sobre F*.
(solucio: pag. 594)

EXERCICI 16.4. Comproveu que el conjunt S = {%(—5, 14, -2), 1—15(10, 5,10)} és
ortonormal i calculeu la projeccié ortogonal del vector v = (—3,2,—1) sobre
F = (S).

(soluci6: pag. 594)

-1

1
EXERCICI 16.5. Siga F = Col 5 . Calculeu la projeccio ortogonal

—_ = = =

-1

del vector i = (1,1, 1, 1) sobre F-*.
(solucio: pag. 595)
EXERCICI 16.6. Siga F la recta generada pel vector i = (1,2, 3).

(a) Calculeu les projeccions sobre F i sobre F+ del vector b=(321).

(b) Lafuncié f(x) =d((3,2,1),x(1,2,3)) mesura la distancia del vector (3,2, 1)
a cada punt de la recta F. Calculeu el minim d’aquesta funcio6.

(c) Compareu els resultats dels dos apartats anteriors i interpreteu-los geometri-
cament.

(solucio: pag. 595)



LLICO 17. APROXIMACIO PER MINIMS QUADRATS

Atesa la nostra impossibilitat de satisfer exactament
les onze equacions proposades,
és a dir, de fer nuls tots els segons membres,
cercarem de fer els seus quadrats tan petits com siga possible

Karl Friedrich Gauf

De vegades un sistema lineal és incompatible, pero ens pot interessar
trobar el vector que esta més a prop de ser-ne la solucié. Per exemple,
perqueé el sistema deriva d’un problema fisic que ha de tenir solucié i, si
no en té, és perqué les dades procedeixen de mesuraments que no sén
exactes.

En aquests casos es pot fer servir la técnica dels minims quadrats.

17.1. PROPIETATS DE LA MATRIU A*A

En el calcul de la projeccié ortogonal fa un paper fonamental la matriu A*A (cosa
que no ens ha d’estranyar, tenint en compte que estem tractant un problema
d’ortogonalitat, i les entrades d’aquesta matriu son els productes escalars de les
columnes de A). I hi intervenen quatre vectors:

el vector b, que volem projectar sobre F = ColA,
- el vector pF(_[)), projecci6 ortogonal de b sobre F,

el vector pp(b)) =bh- pF(E), projecci6 ortogonal de b sobre F* i

el vector X, soluci6 del sistema lineal A*AX = A*To, per al qual pF(E) = AX.

Tots aquests vectors son importants; molt particularment, el vector X; en els
problemes d’aproximacié optima el que ens interessara, en realitat, és X, en
comptes de pF(E).

La figura seglient mostra aquests quatre vectors en el cas de I'exemple 16.2: la
projecci6 ortogonal del vector b= (2,3,2) sobre el subespai F = ((1,1,0),(2,3,1))
és pF(E) = (5/3)(1,2,1); la projeccié sobre F* és pFL(E) =(1/3)(1,—1,1)1iel
vector X és (5/3)(—1,1).!

LAquest exemple ens mostra una nova manera de veure les matrius: la matriu A transforma I'espai R?2
en un subespai de R3 ('espai columna de A). En la llic 22 desenvoluparem aquesta idea, estudiant
les matrius com a transformacions lineals.
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FL
| pre(b) = 2(1,-1,1)

N\

PROPIETATS 17.1.
Suposem que A és una matriu m X n.

1. A*A és una matriu hermitica n X n.

. L’espai nul de A*A és el mateix que el de A.

2
3. L’espai fila de A*A és el mateix que el de A.
4. El rang de A*A és el mateix que el de A.

5

. A*A és una matriu invertible si i només sirang A = n (és a dir, si les
columnes de A son linealment independents).

Demostracio:
1. (A*A)" = A* (A%)™ = A*A.
2. Provarem que Nul A C NulA*A i NulA*A C Nul A:
(@) Si b € NulA, llavors Ab = 0, aixi que A*Ab = A* (Ab) = A*0 = 0. Per
tant, Nul A C Nul A*A.

(b) Si b € NulA*A, llavors A*(Ab) = 0, aixi que Ab es troba en Nul A* i
també en Col A. Pero ColANNulA* = {0}, aixi que Ab = 01ib € NulA.
Per tant, NulA*A C Nul A.

3. FilA = (NulA)* = (Nul(A*A))L = FilA*A
4. Aix0 és obvi, perque els rangs son les dimensions dels espais fila.

5. A*A és invertible quan té rang maxim, és a dir, quan rang A*A = n. Tenint
en compte 'apartat anterior, perquée passe aixo, el rang de A ha de ser n.
a

w Fl sistema lineal A*AX = A*b és compatible sempre, perd només és deter-
minat quan les columnes de la matriu A soén independents (perqué acabem
de veure que aquesta és la condicié perqué A*A siga invertible).
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1 En el cas que la matriu A*A és invertible podem trobar una féormula explicita
per a la projeccié ortogonal: la solucié del sistema A*AX = A*b és X =
(A*A)f1 A*b, de manera que la projeccié ortogonal, pr(b) = AX, sera

pr(b) = A (A*A) ' A*D 17.1)

Per aquest motiu, diem que la matriu de la projeccio ortogonal sobre el
subespai Col A és A (A*A) " A*,
17.2. TEOREMA DE L’APROXIMACIO OPTIMA

Aquest teorema té una gran importancia, entre altres motius, perqueé és la base
teorica del meétode d’aproximacio per minims quadrats.
TEOREMA 17.2. (TEOREMA DE L’APROXIMACIO OPTIMA)

El vector del subespai F més proxim al vector b ésla projeccio ortogonal de b
sobre F. I

Demostracio: Si U és un vector de F, el vector b — ¥ el podem escriure com

b~ = (b~ pp(b)) + (pp(b) = V) = pp.(b) + (pp(b) — V)
on els vectors p,n(fo) i pF(B) — ¥ son ortogonals perque el primer es troba en F+
iel segon en F. Aleshores,
|6-9) = ®-v-06-0
= ((prs(®) + (pp(B) = D)) - (ppo(B) + (pr(B) — D))
= pro(b) - pru(B) +2 pp(B) - (pp(b) = D) + (pp(B) = V) - (pe(b) — ¥)
0

)| s -5

B8] = \|Jpr-®)| "+ |pe®) - 3]

I aquesta norma és minima quan HpF(E) — 17” =0, és a dir, quan U = pF(E). o

Des del punt de vista geometric (en RK), el vector b, la projeccio ortogonal
pr(b) i qualsevol altre vector de F, U, determinen un triangle rectangle, aixi que
la distancia Hb — ﬁH (la hipotenusa del triangle) és més gran que Hb — pr(b) H (un
catet).
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Aquest teorema justifica la importancia de la projeccié ortogonal de b sobre
F1: aquest vector mesura la distancia entre el vector b i el subespai F:

d(b,F) = min{d(w,v) : v € F} = |b - pr(B)| = ||pr-(B)

EXEMPLE 17.1.

Calculeu la projeccié ortogonal del vector b= (3,2,3) sobre el subespai
F = ColA, on
1 1 0
A= {0 1 1}
1 21

i la distancia del vector b al subespai F.

Aquesta matriu té rang 2, perque la tercera fila és la suma de les altres dues. En
conseqiiéncia, el sistema lineal A*AX = A*b no sera determinat. Calculem la
projeccio, seguint els passos habituals:

1 1 0
(a) Ja sabem que F = ColA = Col {0 1 1}
1 2 1

(b) Calculem els productes A*A i A*D:

2 3 1 R 6
A*A=1|3 6 3 A*b = |11
1 3 2 5

(c) Resolem el sistema A*AX = A*D esglaonant la matriu ampliada

2 3 1] 6 1 0 —-1] 1
3 6 3(11]|— |0 1 11]4/3
1 3 2| 5 0 0 0] O
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Com esperavem, aquest sistema és indeterminat. La soluci6 general és
S 4
X=(1+¢, 3~ o, X

ila projeccio6 de b sobre F sera

R 1 1 0 1 1 1 7 0 1 7
pF(b):A)_5=|:0 1 1:| ({4/3]+a{—1]):§[ 4}+0([0:|:§{ 4]
1 2 1 0 1 11 0 11

La part parameétrica es fa zero, en multiplicar-la per A perqué Nul A*A = Nul A! i
qualsevol solucio del sistema ens dona el mateix vector projeccio.
La distancia de b a F és

o

d(b,F) = ||b - pe(B)| = H(3,2,3) . %(7,4,11)“ — %

17.3. SISTEMES INCOMPATIBLES I MINIMS QUADRATS

En molts problemes practics es disposa de dades experimentals i es vol trobar
una funcié que aproxime aquestes dades. El cas més simple és el de la recta de
regressio.

Suposem que estudiant un determinat feno-
men es prenen diversos mesuraments i les
dades obtingudes es reflecteixen en aquesta
taula

{(Xl’yl)l(X27y2)’---’(xpyyp)} (172)

Si en representar-les en un diagrama carte- .
sia obtenim alguna cosa pareguda a la figura — |
adjunta, és raonable deduir que aquestes
dades es troben aproximadament sobre una
rectay = a + bx.

Fins i tot, podriem pensar que les dades reals s’ajusten exactament a una
recta, pero que les dades experimentals contenen petits errors. En qualsevol cas,
el problema seria el segiient: quina és la recta que s’ajusta més a aquests valors?

Si les dades estigueren realment sobre la recta y = a + bx tindriem

a+bx, =y

a+bx, =y, (17.3)

a+bx, =1y,
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pero, excepte en el cas que només tinguem un parell de punts, allo normal és que
aquest sistema siga incompatible.?

Si escrivim el sistema (17.3) com AX = b i es tracta d'un sistema incompatible,
podem entendre que una solucié aproximada d’aquest sistema és un vector X
que minimitza la distancia entre A% i b), co és, la norma H_I:J — A?CH SixX =(a,b)
és aquest vector, aleshores v = a + bx és la recta de regressio.

DEFINICIO 17.1.

La recta de regressio corresponent a la taula de valors (17.2) és la recta
d’equacié y = a + bx on X = (a,b) és el vector que minimitza la norma
e= H_[J - A)?H

Aquest problema es pot generalitzar substituint el sistema lineal (17.3) per
qualsevol altre sistema d’equacions lineals.
DEFINICIO 17.2.

El problema de minims quadrats aplicat al sistema lineal AX = b consisteix a
trobar el vector X que minimitza la norma e = Hb — A)?H Aquesta norma és
I'error de minims quadrats del problema.

Naturalment, si el sistema AX = b és compatible, les solucions del problema
de minims quadrats son les solucions del sistema lineal. En cas contrari, la
soluci6 ens la proporciona el teorema de I'aproximacio optlma com que el vector
de F = Col A més proxim a b és la projecci6 ortogonal de b sobre F, la solucio
del problema de minims quadrats és un vector X tal que AX és pF(b), és a dir,
qualsevol solucio del sistema lineal A*A% = A*D.

PROPIETATS 17.3. (SOLUCIONS DEL PROBLEMA DE MINIMS QUADRATS)

Suposem que A és una matriu m X n.

1. Les soLucions del problema de minims quadrats aplicat gl sistema lineal
AX = b son les solucions del sistema lineal AX = pcga(b).

2. Les Soiucions del problema de minims quadrats aplicatﬁal sistema lineal
AX = b son les solucions del sistema lineal A*AX = A*b.

3. Si X, és una solucio del problema de minims quadrats aplicat al sistema
lineal AX = b, la solucio general (el conjunt de totes les solucions) per
minims quadrats és X, + Nul A.

2En el tipus de problemes que estem estudiant, és normal que els sistemes lineals que resulten
siguen incompatibles, perque generalment es tracta de sistemes amb moltes equacions i poques
incognites, i com que es basen en valors experimentals, allo sorprenent seria que els sistemes foren
compatibles.
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5. Si el rang de la matriu A és n, llavors la solucio del problema de minims
quadrats aplicat al sistema lineal AX = b és X = (A*A)_1 A*b.

6. Si el sistema lineal AX = b és compatible, aleshores té les mateixes
solucions que el sistema A*AX = A*b, és a dir, que les solucions del
problema de minims quadrats son les solucions ordinaries. o

EXEMPLE 17.2.
Trobeu la recta de regressié que ajusta la taula de valors.

x[39 45 52 54 6
v |21 28 24 28 3,1

i calculeu-ne I'error de minims quadrats.

Les equacions (17.3), en el nostre cas sOn aquestes:

a+3,9b=2,1
a+4,5b=2,8
a+52b=2,4
a+5,4b=2,8

a+6b=3,1

Per tant, es tracta de trobar els nombres a i b que minimitzen H_l/} — A)?H on

1 3,9 2.1
1 45 2,8
A=|1 5.2 £=[Z] b=124
1 54 2.8
16 3,1

Aci, les equacions normals A*AX = A*b, s6n

1 3,9 2,1

[1 1 1 1 1} } ‘;; [a]z[l 1 1 1 1] 5’2
3.9 45 52 54 6], 5.4 b 3,9 45 52 54 6 28
1 6 3,1

o bé,

5 25 al _[13.2
25 127,66 ||b |~ | 66,99
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que és un sistema compatible de-
terminat, la soluci6 del qual, ar-
rodonida a una xifra decimal, és
a=0,8, b = 0,4, de manera que
la recta de regressio és

y =0,8+0,4x

vy =0,8+0,4x

L’error de minims quadrats és

2,1 1 3,9
2,8 1 4,5
D ’ > 170,8
b—ax|=1124-11 52| °|l~o06
H XH 28 — [0,4}
3,1 1 6

EXEMPLE 17.3.
Comproveu que el sistema lineal

4 0 15
0 2|x=|7
1 1 7

és incompatible i calculeu-ne la solucié per minims quadrats.

4 0
El sistema és incompatible, perque la tercera fila de la matriu A = {0 2] és
11
combinacio lineal de les dues prjmeres: (1/4)(4,0)+(1/2)(0,2) = (1,1)iaquesta
relacié no es dona en el vector b = (15,7,7): (1/4)15+ (1/2)7 = 7,25 + 7. Per a
trobar la soluci6é per minims quadrats,

(a) Calculem els productes A*A i AD:

4 0 15
4 0 1 17 1 = 4 0 1 67
*A — — *7, —
AA_[O 2 1][(1) i]_[l 5] Ab_[O 2 1][;}_[21]

(b) Resolem el sistema lineal A*AX = Ab. La forma esglaonada reduida de
17 1 67] 4 [1 013,74

la matriu ampliada [ 1 521 0 113,45

s [374
T 1345

}, aixi que la solucié és



17. Aproximacio per minims quadrats 253

La projeccio6 del vector b sobre I'espai columna de A és

) 14,96
pColA(b) =AX = 6,9
7,19

que sembla un vector bastant proxim al desitjat (15,7, 7) El vector error és

. 0,04
b-AX=| 0,1
-0,19

il’error de minims quadrats,

17.4.

HE - A?c“ =0,048 ©

RESUM

La matriu A*A (A és una matriu m X n)

Les entrades d’aquesta matriu son els productes escalars de les columnes de A .
Es hermitica.

NulA*A = NulA

rang A*A = rangA

Es invertible si i només si rang A = n.

Teorema de I’'aproximacio optima
El vector del subespai F més proxim al vector b és Pp(b).

El problema dels minims quadrats

Resoldre per minims quadrats el sistema lineal (compatible o incompatible) AX = b
és trobar el vector X que minimitza la norma HA?{ - bH

La solucié del problema de minims quadrats és la soluci6 del sistema lineal
AX = pcoa(b).

La solucié del problema de minims quadrats és la soluci6 del sistema lineal
A*AX = A*D.

Si X, és una soluci6 del problema de minims quadrats, el conjunt de totes les
solucions és X, + Nul A.

Si rang A = n llavors, la soluci6 del problema de minims quadrats és

X = (A*A)'A*D.

L’error de minims quadrats és ”Afc —-b H (on X és una soluci6 per minims quadrats).
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La recta de regressio
- Larecta de regressio associada a una taula de valors {(x;,¥;) : 1 <i <p}ésla
recta vy = a + bx que millor s’ajusta, en el sentit dels minims quadrats a aquesta
taula de valors.
- Larecta de regressio és larecta y = ax + b on (a,b) és la solucié per minims
quadrats del sistema

a+x\b=y 1 x »
a+x,b =y ol X [a]: Vs
b
L xp Yp

a+x,b=1y,

17.5. EXERCICIS
PROPIETATS DE LA MATRIU A*A. APROXIMACIO OPTIMA

EXERCICI 17.1. Trobeu la matriu de la projeccié ortogonal sobre el subespai
F=((1,1,0,0),(0,1,1,0)) i el vector de F més proxim a v = (2,1,2,1). Quina
és la distancia del vector v al subespai F?

(solucio: pag. 597)

EXERcICI 17.2. Calculeu la distancia del vector v = (2,1, —3) al subespai F =
1 2

Col [1 1].
1 -1

SISTEMES INCOMPATIBLES I MINIMS QUADRATS

(solucio: pag. 597)

EXERcICI 17.3. Calculeu la solucié per minims quadrats del sistema lineal AX =

b, on
1 10 5
A=[ 0 —5} Z’;={—2]
—1 0 0

Quin és I'error de minims quadrats?
(solucio: pag. 598)

EXERCICI 17.4. De la funci6 v = f(x) coneixem la taula de valors segiient:

x| 0 1 2 3 4
yi-11 -1 -7 =17
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Busqueu els polinomis y = ag + a;x + - + a;x* de graus 1, 2 i 3 que aproximen
millor, en el sentit dels minims quadrats, aquesta funci6. Calculeu en cada cas
els errors de minims quadrats i analitzeu els resultats.

(solucio: pag. 598)

EXERCICI 17.5. Un conductor vol estudiar el consum de benzina en funcié de la
velocitat. Per aix0, observa els consums del seu trajecte habitual per I'autovia,
recorrent-lo a diferents velocitats. Aquests son els resultats que obté:

velocitat mitjana (km/h)\90 105 117 120
consum (litres per km) [ 6 6,5 7,5 8.2

Calculeu I'equaci6 v = a + bx de la recta que aproxima, en el sentit dels minims
quadrats, aquesta taula (x representa la velocitat mitjana i y» el consum). Quin
consum es pot esperar a una velocitat mitjana de 130 km/h?

(solucio: pag. 600)

EXERCICI 17.6. Un professor decideix que el métode habitual de qualificacié, la
mitjana aritmeética de les notes dels examens, no és bastant justa. Ell pensa que
cada alumne té la seua nota natural, la que mereix tenint en compte el seu esforc
i els seus coneixements i que les notes de cada examen es desvien d’aquesta
nota per diversos motius, de manera que la nota natural de I'alumne ha de ser el
nombre més proxim a totes les notes parcials, en el sentit dels minims quadrats,
aixi que aplica aquest métode.

Un estudiant té aquestes notes en les cinc proves que s’han fet al llarg del
curs: 7,7,3,5,9. Quina és la mitjana aritmeética d’aquestes notes? Quina nota li
correspon si fem servir el criteri dels minims quadrats?

(solucio: pag. 600)

PROJECCIONS (NO NECESSARIAMENT ORTOGONALS) I MATRIUS DE PROJECCIO

EXERCICI 17.7. Una matriu n X n P és idempotent (o matriu de projeccio) si

Pz = P.

(a) Proveu que la matriu P és idempotent si i només si K" = ColP & Col(I — P).

(b) Proveu que, si la matriu P és idempotent i hermitica llavors, Col(I — P) és
I'ortogonal de Col P.

(c) Proveu que, si el rang de la matriu m X n A és n, llavors la matriu de la
projeccio ortogonal sobre ColA, P = A (A*A)_1 A*, és idempotent i hermitica.

(solucio: pag. 601)



LLIcO 18. EL METODE D’ORTONORMALITZACIO DE
GRAM-SCHMIDT I LA FACTORITZACIO QR

If people do not believe

that mathematics is simple,

it is only because they do not realize
how complicated life is

John von Neumann

A la primera part d’aquest curs, per resoldre un sistema lineal, hem fet
servir 'estratégia de I'’esglaonament, els dos casos més interessants de
la qual han estat els algorismes de Gauss i Gauss-Jordan, que sempre es
poden interpretar com a factoritzacions de la matriu de coeficients. La
factoritzacié LU n’és un cas particular.

En aquesta llico fem alguna cosa semblant per resoldre els problemes de
projeccions ortogonals i minims quadrats. Cercarem una base ortonormal
de I'espai columna de la matriu implicada i observarem que aixo és
equivalent a una factoritzacié A = QR on les columnes de la matriu Q sén
ortonormals i R és una matriu triangular superior.

18.1. OBTENCIO DE BASES ORTONORMALS. METODE DE GRAM-SCHMIDT I FAC-
TORITZACIO QR

L’algorisme de Gram-Schmidt transforma una base B; d'un subespai F de K" en
una base ortonormal B,. El procés consisteix a construir iterativament una nova
base, substituint cada vector per la seua projecci6é sobre I'ortogonal a I’embolcall
lineal dels vectors anteriors.

18.1.1. ALGORISME DE GRAM-SCHMIDT AMB DOS I TRES VECTORS

Comencarem amb un subespai F de dimensio dos. Si el conjunt B; = {i,1,} és
una base del subespai F, com que el vector i, és la suma de les seues projeccions
ortogonals sobre la recta generada per i, i I'ortogonal d’aquesta recta, i, =

Py (i) + P(ﬁl)L(ﬁz),
Py (U2) = U = iy (1)

és un vector ortogonal a i, i {1i,, pml)i(ﬁz)} és una base ortogonal de F. Ano-

menarem {v;,7,} aquesta nova base,

171=u1

U, = p(ﬁl>i(u2)
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iy u;
ﬁl 171=ﬁ1 "72
i;l'ﬁz_,
Ara, com que p g,y (Up) = =——=- 1y,
vl'vl

. . ~ I R

(Up) = Uy — Py (Up) = Uy — —==TV

p(uly( 2) 2~ Py (U2) 27 G 7, 1

Uy . .
= »2 i tindrem

Per simplificar, escriurem o , =
! V1V

UV = Uy — XV

1
Uy, llavors B, = {q,,d»}

cada vector per la seua norma: sig; = A
1

La base {7, U»} és ortogonal, aixi que, perqué siga ortonormal, hem de dividir
I 1
V11dr = +=
ST

és una base ortonormal del subespai F.

En resum, per transformar la base de F B; = {u;,1,} en una base ortonormal,

B, = {d,,d»}, apliquem 'algorisme segiient:
Metode d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt (amb dos vectors)

Si By = {iiy,U,} és una base del subespai F,
aquest algorisme construeix una base ortonormal de F, B, = {q;,q>}-

1. Obtenci6 d’una base ortogonal (projecteu ii, sobre I'ortogonal de 1i,):

1
ﬁl'ﬁz
X2 = ==
V1V

V2 = Uy — K20

il
<)

V=
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EXEMPLE 18.1.
Apliqueu el metode de Gram-Schmidt per a obtenir una base ortonormal del
subespai F = (iiy, 1), on i, = (=2,-2,-1) i1, = (1,4,—1).

Obtenim una base ortogonal:
- El primer vector no ’hem de modificar: v, = #; = (-2,—-2,—1).

- Calculem «; , i la norma de v;:

Ty il = (=2,-2,-1) - (1,4,—1) = -9 === =-1
- Calcul del vector v»:
Uy =1y — &y ,7 = (—1,2,-2)
- Calculem la norma de v,:
Ty By = (=1,2,-2) - (=1,2,-2) =9 |[By]| = /B, - 0, =3

{7y, U} és una base ortogonal de F.

Normalitzaci6: Per convertir els vectors en unitaris hem de dividir-los per les
seues normes:

1 1
Gy = =l = 2 (-2,-2,-1)
olml 3
1 1
Eiz == ’[52 = _(_1,21 _2)
gl 3

B, = {d,,d>} és una base ortonormal de F. o

Suposem ara que el subespai F és tridimensional; partirem d’'una base B; =
{1, 1,13} i, com en el cas anterior, construirem en primer lloc una base ortogo-
nal {7, Uy, U3} i, després, una altra, B, = {4, d»,q3}, ortonormal.

Per trobar la base ortogonal, els dos vectors 7, i U, els construim de la mateixa
manera:

1. El vector v, sera el mateix i;:

S
Il
i)
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2. Com a ¥, prendrem la projeccio de i, sobre I'ortogonal de la recta generada
per U;:

=h
N

2

—

Uy =P gy (U2) = U — 0271, X2 =

<
<

1°Y1
3. Per acabar d’obtenir una base de F, hi haurem d’afegir un tercer vector v,
que es trobe en F i siga ortogonal a i, i ii,. Aix0 ho podem aconseguir

projectant ortogonalment el vector ii3 sobre I'ortogonal de (i, ,).

L I B, ; By il Ty
Us = P, {;2>i(u2) = U3 — & 3V — X 31, X3 = D0, Ko 3 = T, - s

Llavors, {7, 7,, U3} és una base ortogonal de F, aixi que, per convertir-la en
ortonormal, dividim cada vector per la seua norma:

L L N I
1 2 7 03 2 37 3
1T 17| 155

El conjunt B, = {41, 4»,q3} és una base ortonormal de F.
EXEMPLE 18.2.
Apliqueu el metode de Gram-Schmidt per a obtenir una base ortonormal
del subespai F = (i, ul,, U3), on #i; = (1,2,0,2), ii, = (0,9,6,0) i ii3 =
(0,0,6,9).

a =

S

Obtenim una base ortogonal:

- El primer vector no I'’hem de modificar: v, = i, = (1, 2,0, 2).

- Calculem «; 5, & 3 ila norma de ¥;:

1_}1 "l_jl = (1,2,0,2) - (1,2,0,2) :9 ||'l71|| :\“71 '1_}1 = 3

Uy -, = (1,2,0,2) - (0,9,6,0) = 18 0<1,2=?1'—1§f=2
B, - i3 = (1,2,0,2) - (0,0,6,9) = 18 aLF%:z
- Calcul del vector v,:
Uy = Uy — X107 = (—2,5,6,—4)
- Calculem «; 3 i la norma de v:
Uy Uy = (—2,5,6,—4) - (=2,5,6,—4) =81 ||| =V 1o =9
U, - iy = (~2,5,6,—4) - (0,0,6,9) =0 a2,3=ﬁz'ﬁ3=o

<!
N

<
)
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- Calcul del vector v5:
Uz = U3 — &30 — 030, = (—2,—4,6,5)
- Calculem la norma de v5:
U3+ V3 =(-2,-4,6,5) - (=2,-4,6,5) =81 ||U3]| =+V3-U3=9
{"v,, U,, U3} és una base ortogonal de F.

Normalitzaci6: Per convertir els vectors en unitaris hem de dividir-los per les
seues normes:

R 1 . 1
ql = ||i)>1||v1 = §(112’0;2)
1 1
d> = = U, = = _21 y 1_4
L i
1 1
ds = — Uy = = _21_4’ ]
B T TR

B, = {d1,d»,q3} és una base ortonormal de F. o

En general,

metode d’ortonormalitzacio de Gram-Schmidt (amb tres vectors)

Si By = {iiy, Uy, 13} és una base del subespai F,
aquest algorisme construeix una base ortonormal de F, B, = {41, 4>, d3}-

1. Obtencioé d’'una base ortogonal (projecteu ii, sobre I'ortogonal de ii; i
i3 sobre l'ortogonal de {ii, ii,}):

U =1y
Uy = Uy — 27 (0‘12=lil.1/£2>
’ ' vy Uy
. . R - Uy - Us Uy - Us
V3 = Uz — K3V — K303 <0<1,3 = W) ) (“2,3 = 7, - 1-}-2>
2. Normalitzaci6 (dividiu cada vector per la seua norma):
L1 L1 .1
R R

18.1.2. LA FACTORITZACIO QR AMB TRES VECTORS

Les transformacions que hem fet al darrer exemple es poden interpretar com una
serie d’operacions elementals:
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- Al vector 1ii,, li hem restat un multiple de 7.
- Al vector i3, li hem restat un multiple de 7. i, tot seguit, un multiple de v,
- Hem dividit cada vector per la seua norma.

Si A és la matriu associada a la base By, és a dir, A = [ﬁl iy ﬁ3], llavors
I'algorisme de Gram-Schmidth consisteix a fer unes quantes operacions elementals
sobre les columnes d’aquesta matriu. En aquest sentit, aquest algorisme és analeg
al de Gauss (pero, en comptes de fer operacions elementals amb les files, les fem
amb les columnes i, en comptes de cercar zeros i uns, cerquem vectors ortogonals
1 unitaris).

Enl'exemple 18.2, la matriu seria A = iel procés, esquematicament,

NON =
[=Ne RN}
O OO O

és el seglient:

Obtenci6 d’una base ortogonal:

1 0 O 1 -2 0 1 -2 =2 1 -2 =2
2 9 0] Bt |2 5 0] B3oz) |2 5 —4| Epl-a3) |2 5 —4
0 6 6 0 6 6 0 6 6 0 6 6
2 0 9 2 -4 9 2 —4 5 2 —4 5
Normalitzacio:

1 =2 =27 (. (a0 () [L/3 —2/9 —2/9

2 5 -4 El(uv]u)Ez(uaz\|)53(m) 2/35/9 —4/9| _ o

0 6 6 0 6/9 6/9|

2 —4 5 2/3 —4/9 5/9

Aci, la matriu Q té les columnes ortonormals. I, com que aquesta matriu ha estat
obtinguda fent operacions elementals sobre les columnes de A, resulta que

A=QR

on R és el producte de les operacions elementals inverses de les que hem aplicat
per trobar Q.

Aquesta matriu R és invertible (perqué és un producte de matrius elementals)
i triangular superior (perque totes les matrius elementals que hi hem multiplicat
ho s6n). Per a calcular-la, com que

1 1 1
Q = AEl,Z(_O(LZ)El,3(_0(1,3)E2,3(_0(2,3)E1 (||1—j>1|> E2 ( > E3 (| >

A sl

= AE;(—2)E; 3(—=2)E>3(0)E; (%) E <%) Es (%)

Y

R-1
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tindrem

R = E3 ([|[U3]]) E2 ([[D2]]) E1 (101 ]]) E2,3(x2,3) By 3(0¢1 3)Ey 2 (X1 2)
=E;3(9)E> (9)E; (3) Ep3(0)E; 3(2)E; 2(2)

Aixi que, aplicant a les files de la identitat les operacions elementals inverses de
les que apliquem a A, obtenim

10 0 120 1 2 2 1 2 2
Iz{O 1 0} 52 {0 1 0} RSN [0 1 o] LN [0 1 0]
00 1 00 1 00 1 00 1

E3(9)E2(9)E; (3)- 3 66
222,10 9 0]l =R

0 0 9
i hem factoritzat la matriu A d’aquesta manera:

1 0 0 1/3 —-2/9 -=2/9 3 6 6

2 90 _ 2/3 5/9 —4/9 09 0

0 6 6 0 6/9 6/9 00 9

2 0 9 2/3 —4/9 5/9

= En general, si els vectors i, il,, ti3 sOn linealment independents llavors, la
matriu A = [ﬁl Uy 17L3] es pot factoritzar com

A=y dp ds|=[d d ]| 0wl sl
——L 0 0 [

[« J

R

|:||v1|| ST 0‘1,3||v1||]

Aquest o qualsevol altre producte A = QR on Q té les columnes ortonormals i
R és triangular superior i invertible és una factoritzacio QR de la matriu A.

18.1.3. EL CAS GENERAL

DEFINICIO 18.1.
Qualsevol factoritzaci6é de la matriu A com a producte d'una matriu amb les
columnes ortonormals i una altra de triangular superior invertible és una
descomposicio (o factoritzacio) QR de A.

Els dos exemples anteriors séon suficients per a convéncer-nos que, si B; és
una base d’'un subespai F de K", I'algorisme segiient ens proporciona una base
ortonormal de F, i una factoritzacié QR de la matriu A = Mg,.
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Meétode d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt
Si B, = {uiy,Uy,...,U,} és una base del subespai F Illavors, aquest
algorisme construeix una base ortonormal de F, B, = {4, ..., qp}-

1. Obtencio d’'una base ortogonal (projecteu cada vector sobre ’ortogonal
dels anteriors):

— —

Vv =u

o i O

V2 = Uz — X 27 K2 = ==
1 U1

L . . Ui .

V3 = U3z — K3V — K312 0(1'3:-.1—-.3,1S1S2

' ’ ’ Vi V;

- - o o - 'Di'ﬁp <<

Up = Up = Kpply — KopUp = = Bp_1pVp—1 | Kip = ﬁ,_g,’l—l—p_l
1 1

2. Normalitzacio (dividiu cada vector per la seua norma):

1 . - 1 . N 1
(%] q2=” (% dp =

ﬁlz

<
<

1l l

Factoritzaciéo QR deduida de I'algorisme d’ortonormalitzacio de
Gram-Schmidt

Si les columnes de la matriu A = [iil Uy ... ﬁp] son linealment indepen-
dents, i els vectors gy, 4o, ..., 4, es calculen com abans, aleshores

A=QR
on

Q=[d @& -~ d

és una matriu que té les columnes ortonormals i
LY A Y LY R LA
0 10| O‘2,3*||U2|| 0‘2,n||1_{2||
R=| 0 0 U3l a5 || Ts]]
0 0 0 S A

és una matriu triangular superior invertible.
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= El procés anterior funciona perqueé les columnes de la matriu A sén la base
d’un subespai, és a dir, que les columnes de la matriu A sén linealment
independents.

= Si A és una matriu m X p, llavors Q és també m X p i té les columnes
ortonormals i la matriu R és triangular superior, p X p, i invertible.

s La matriu Q té les columnes ortonormals, aixi per Q*Q = I, pero (si Q no és
quadrada) QQ* no és igual a la matriu identitat.

= El métode de Gram-Schmidt és analeg a I’algorisme de Gauss, en el sentit
que es pot interpretar com una serie d’operacions elementals.

I, de la mateixa manera que I'algorisme de Gauss ens proporciona la facto-
ritzacio LU, el de Gram-Schmidt ens dona una factoritzacio QR.

Cal tenir en compte que la descomposicié QR no és Unica, i que el metode de
Gram-Schmidt no és I'iinica estrateégia que ens permet trobar una factoritzacio
QR (de fet, en la practica, els sistemes de calcul cientific no fan servir aquest
algorisme sin6 d’altres que son numericament més estables).

18.2. APLICACIONS DE LA FACTORITZACIO QR

Acabarem la llicé veient com se simplifica la resolucié dels problemes basics quan
coneixem una factoritzacié QR de la matriu implicada. Suposem que la matriu
A = Mz és la matriu associada a una base B del subespai F i que A = QR és una
factoritzacié QR de la matriu A.

18.2.1. PROJECCIO ORTOGONAL

La projecci6 ortogonal del vector b sobre el subespai F depén tnicament de F;
per tant, aquesta projeccio és independent de la base de F que escollim. Com que
les columnes de Q s6n una base ortonormal de F, podem aplicar la férmula (16.3)
(0 (16.4)) (pagina 242):

Pr(b) = QQ*b = (d{D)dy + (@ D)d, + ~ + (@5D)dy
18.2.2. MINIMS QUADRATS

Per trobar la soluci()*per minims quadrats del sistema AX = b hem de resoldre el
sistema A*AX Z#A*b. Ara bé, A*A = R*Q*QR = B*R (perque Q*Q = I) de manera
que A*AX = A*b és el mateix que R*RX = R*Q*b, o bé, com que R* és invertible,

RX = Q*D
i '"iinic que hem de fer és resoldre un sistema triangular. D’altra banda, I’error de

- b - Qa*B|

minims quadrats és e = Hb — AX

,ésadir, e = ||b — QRR-1Q*D
A P2




18. El meétode d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt i la factoritzacié QR 265

18.3. RESUM

Metode d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt
w  L'algorisme de Gram-Schmidt transforma una base del subespai F,
B, = {iiy,Uy,...,1,}, en una una base ortonormal, B, = {g;, 4>, ..., dp}-
Aquest algorisme consta de dues fases:
1. Obtenci6 d'una base ortogonal (projecteu cada vector sobre I'ortogonal dels ante-

riors):
Uy =iy
- - - 0( i;l " ﬁz
Uy = Uy — Ky U = 0—
2 2 1,2Y1 1,2 Uy -
S - - ;- U .
I)3=u3—0(13v1—0(23v2 O(i3: _.l _.3,13132
, , ) D,
— — — — — _ ﬁi . up < i<
Uy =Up — Xy U1 — Uy — = — Ky pUpq Xip = S5 I1<i<p-1
1 1
2. Normalitzaci6 (dividiu cada vector per la seua norma):
N 1 . - 1 . 1
41 = =77V a2 = =77 V2 qp =3 vp
ol A x|

Factoritzacio QR
= [’algorisme de Gram-Schmidt és equivalent a una factoritzacio A = QR, on Q té
les columnes ortonormals i R és triangular superior invertible:

Si les columnes de A = [ﬁ1 U, ﬁp] son linealment independents,

ol ez Il sl ey [0
0 [0l “2,3J|U2|| B & ¢ 3 HEZ“
A= [‘71 > dp 0 75l o, |||
Q 0 0 0 Hf/p”
R
Aplicacions

Si A = QR és una factoritzacié QR,
- Si F = ColA, pp(b) = Q*Qb
- La solucio6 del problema dg minims quadrats AX = b és la solucio del sistema
lineal (triangular) RX = Q*b.
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18.4. EXERCICIS

EXERCICI 18.1. Apliqueu I'algorisme de Gram-Schmidt i trobeu una factoritzacié
3 5

1
. 111 0
OR de la matriu A = 11 2|
1 3 3
(solucio: pag. 603)
EXERCcCICI 18.2. Calculeu la projecci6 ortogonal del vector b= (3,5,7,—3) sobre
1 3 5
, . . 1 1 0
I’espai columna de la matriu A = 11 20
1 3 3
(solucio: pag. 604)
1 3 5
. 1 1 0
EXERcICI 18.3. Resoleu el problema de minims quadrats 11 2
1 3 3 -3
fent servir la descomposicio QR de I’exercici 18.1. Determineu també I'error de

minims quadrats en aquest problema.
(solucio: pag. 604)

4 3 —4 -3

. . . -3 4 3 —4

EXERCICI 18.4. Trobeu una factoritzacié QR de lamatriu A = 0 0 4 -3
00 3 4

(soluci6: pag. 605)

EXERCICI 18.5. (Una versi6 alternativa de la factoritzaci6 QR) Suposem que
A = Q;R; és una factoritzaciéo QR de la matriu m X n A. Demostreu que A = QR,

, . e . R
on Q és una matriu unitaria m X miR = [Ol]

(solucio: pag. 606)

EXERcICI 18.6. Factoritzeu la matriu A = com A = QR, on Q és una

W= = w
w N O Ul

— = =

Ry

matriu ortogonal i R = [ 0

] amb R; triangular superior invertible.

(soluci6: pag. 606)
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LLICO 19. ESPAIS VECTORIALS

Esistono dei sistemi di enti sui quali sono date le seguenti definizioni:
1. T definita Ceguaglianza di due enti[...]
2. F definita la somma di due enti [...]
3 [...] L'ente ma [...] si dirva prodotto
del numero (reale) m per Lentea |[...]

Giuseppe Peano

En aquesta llico introduim la teoria dels espais vectorials. Fins ara només
coneixem els espais [K™; ara generalitzarem les idees que hem estat estu-
diant i trobarem que molts conjunts que ja coneixem tenen I'estructura
d’espais vectorials.

19.1. ESPAIS VECTORIALS

L’eina fonamental en tot el treball amb sistemes d’equacions, matrius i subespais
de K™ han estat les combinacions lineals. Per aix0, ara que pretenem generalit-
zar les idees a altres conjunts, treballarem amb objectes que ens permeten fer
combinacions lineals; en altres paraules, hem de fer servir conjunts en els quals
puguem fer sumes i multiplicacions per escalars. Entre els conjunts que ens ho
permeten hi ha les matrius, els polinomis, les successions, les funcions...

Les dues definicions importants s6n aquestes:
DEFINICIO 19.1.
Un espai vectorial és un conjunt E, els elements del qual s’anomenen vectors,
en el qual hi ha definides dues operacions: la suma de vectors i el producte
d’un escalar per un vector, que tenen les propietats segiients:

Propietats de la suma (la suma de dos vectors és un vector)
Commutativa i, + i, = i, + U,
Associativa (1i; + i,) + i3 = i + (i, + i3)

Flement neutre Existeix un vector zero, 0 amb la propietat que
i+0=1 ViH#€E

Elements oposats (o simeétrics) Cada vector i té un vector oposat, —1i,
de manera que  + (—1) =0
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Propietats del producte escalar-vector (el producte d'un escalar per un vec-
tor és un vector)

Associativa (0 00)1 = o (0p1)
Distributiva respecte a la suma d’escalars (x; + ;)1 = o1l + il

Distributiva respecte a la suma de vectors «(ii; + ii,) = il + Xl

Element neutre 1i =

DEFINICIO 19.2.

Un vector i €s combinacio lineal dels vectors iy, U, ..., Ui, si existeixen
escalars &, oy,..., &, de manera que

u= 0(1111 + 0(2112 + ... apﬁp

Segons que treballem amb escalars reals o complexos parlarem d’espais vectorials
reals o d’espais vectorials complexos i, quan no siga necessari especificar quin és
el conjunt d’escalars, parlarem d’espais vectorials sobre K.

A partir de la definicié es poden deduir totes les propietats del calcul amb
vectors. La més interessant fa referéncia al vector zero i a ’escalar zero: el
producte d'un escalar per un vector és zero, només, quan un dels dos és zero.
PROPIETATS 19.1.

Suposem que il és un vector i que « és un escalar. Llavors,

3. Sioti =0, llavors x =001 = 0

Demostracio:

(a) Per la propietat distributiva respecte a la suma d’escalars, 0ii = (0 + 0)ii =
01 + 0. Si ara hi sumem I’element oposat de 0ii, tindrem

0l + (—0u) = (0u + 0ii) + (—01) = 0ii + (01 + (—0i1))

(per la propietat associativa). Pero 0% + (—0#) = 0, per la propietat de
I’element oposat, aixi que 0 = 0ii + 0 = 0 (perqueé O és neutre).

(b) La prova és analoga a la de I'apartat anterior: «0 = a(0 + 0) = &0 + &0, aixi
que x0+ (—x0) = (x0+ x0) + (—x0) = 0+ (x0 + (—x0)), és a dir, 0 = 0.
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(¢) Si & = 0, no hi ha res a provar. Suposem, doncs, que & # 01i «ii = 0. Com
que « és un nombre real o complex no nul, podem multiplicar per o~ !:

o Hodl) = o 10
(¢ le)ii = 10 (propietat associativa)
lii = 10
=010 (neutre del producte escalar-vector)
=0 (per ’'apartat anterior) o

19.1.1. EXEMPLES

Evidentment, K" és un espai vectorial. Pero hi ha molts altres exemples interes-
sants. Vegem-ne alguns.

L’ESPAI ZERO El conjunt O = {6} (format per un sol vector) és un espai vectorial.
Evidentment, I'inica manera de definir-hi les operacions és aquesta:

0+0=0
x0=0
i totes les propietats de la definicié es compleixen, perque el resultat de qualsevol
operacio és 0.

LES MATRIUS mXn En el conjunt M, «,, (K) hi ha definides les dues operacions,
suma de matrius i producte d’un escalar per una matriu, i es compleixen totes les
propietats de la definici6 (vegeu les propietats 3.7 a la llicé 3). En conseqiiencia,
aquest conjunt és un espai vectorial.!

ELS POLINOMIS DE LA INDETERMINADA X Representem com K[x] el conjunt
de tots els polinomis de la forma

p(x)=ag+a;x + - +a,x"
(on els coeficients son elements de K). En aquest conjunt també tenim les opera-
cions convenients:
(ap + a1 x + - +ayx™) + (by + byx + -+ b,x™) =
(ag + bg) + (a; + b)) x + - + (a, + b,) x,
xX(ag+a;x + - +a,x") = xag+ xa; x + - + xa,x"

i es poden comprovar facilment les vuit propietats de la definici6. Per tant, K[x]
és un espai vectorial.

E] conjunt de totes les matrius no és un espai vectorial, perqué les matrius de dimensions diferents
no poden sumar-se. El que tenim aci son diversos espais: el de les matrius 2 X 2, el de les matrius
4 X 5, etc.
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EL CONJUNT DE TOTES LES SUCCESSIONS DE NOMBRES REALS En aquest espai,
les operacions séon

{a, . n=12,...}+{b, . n=12,...}={a,+b,. n=1,2,...}
cfa, . n=12,...} ={xa, : n=1,2,...}

LES FUNCIONS CONTINUES EN UN INTERVAL El conjunt C,(I) format per totes
les funcions (reals o complexes) continues en l'interval real I també és un espai
vectorial (recordem que la suma de dues funcions continues i el producte d’'un
nombre per una funcié continua també son funcions continues).

19.2. SUBESPAIS D’UN ESPAI VECTORIAL

Els subespais d'un espai vectorial E es defineixen de la mateixa manera que els
subespais de K™.

DEFINICIO 19.3.

Un subespai de I’espai vectorial E és un subconjunt F C E que té aquestes
dues propietats:

(a) El vector 0 és un element de F: 0 € F.

(b) Sifem qualsevol combinacio lineal amb dos elements de F el vector que
en resulta també és un element de F:

Siu;,u, € F llavors o 1, + i, € F

(per a dos escalars «; i &, qualssevol).

En realitat, els subespais son també espais vectorials. De fet, normalment es
defineix el subespai com un subconjunt de E que, amb les mateixes operacions
definides en E, és també un espai vectorial.

19.2.1. EXEMPLES

L'espai E i el conjunt {0} son, evidentment, subespais de E. D’aquests subespais
en direm impropis.

Aci veurem alguns exemples interessants de subespais dels espais que hem
definit a la secci6 anterior.

SUBESPAIS DE MATRIUS En l’espai de les matrius quadrades n X n, els conjunts
de les matrius diagonals, de les triangulars superiors, de les triangulars inferiors
i el de les matrius simetriques son subespais.
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EXEMPLE 19.1.

Proveu que el conjunt S,, de les matrius simétriques n X n és un subespai de
Pespai M, «,, (K).

Es clar que S,, C M, 5, (K). A més a més,
(a) La matriu O és un element de S,,, perqué és una matriu simeétrica.
(b) Si A;iA, sOn matrius simetriques n X n, llavors

(1A + AT = AT + AT = Ay + 06A,

aixi que o;A; + A, també és una matriu simetrica. o

SUBESPAIS DE POLINOMIS Representem com K, [x] el conjunt dels polinomis
de grau, com a molt, n. Aquest conjunt és un subespai de K[x], perque la suma
de dos polinomis i el producte d’un escalar per un polinomi no augmenten el
grau dels polinomis.

Un polinomi és parell si només conté poténcies parelles de la indeterminada
(per exemple, el polinomi p(x) = 1 — x? + x* és parell). El conjunt de tots els
polinomis parells és un subespai de K[x].

SUBESPAIS DE SUCCESSIONS El conjunt de les successions convergents és un
subespai del de totes les successions (recordem que la suma de dues successions
convergents és convergent, i que també ho és el producte d’'un nombre per una
successio convergent).

També s6n subespais els conjunts de les successions que convergeixen a zero
iel de les succesions {a,} per ales quals la série > a, és convergent.

SUBESPAIS DE FUNCIONS Representem com C;(I) el conjunt de les funcions
reals o complexes que son derivables en l'interval real I amb derivada continua;
C,(I) és el conjunt de les funcions derivables dues vegades en I amb derivada
segona continua (i analogament es defineixen els conjunts C3(I), C4(I)... Co(I)
és el conjunt de les funcions derivables infinites vegades).

Tots aquests conjunts son subespais de Cy(I).

19.3. DEPENDENCIA LINEAL

Una relacio de dependéncia entre els vectors iy, ,, ..., 1, €s una igualtat de la
forma
0(17_;',1 + 0(2712 + -+ (Xpﬁp =0

on o, oy, ..., &, SON escalars. Es clar que, elegint tots els escalars iguals a zero,
obtenim la relaci6 de dependéncia

0l + Oiip + - + 0il, = 0
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Aquesta és la relacié de dependéncia trivial.

DEFINICIO 19.4.

Un conjunt de vectors S és linealment dependent si existeix alguna relacio
de dependeéncia no trivial entre vectors de S. En cas contrari, diem que S és
linealment independent.

= Un conjunt que continga el vector zero sempre sera linealment dependent.
= Si § és un conjunt que només conté un element, i aquest element no és el
zero, llavors S és linealment independent.

EXEMPLE 19.2.

Estudieu si el conjunt de polinomis S = {1,x — 1, (x — 1)?} és linealment
dependent o independent.

Suposem que

o Fo(x—1)+03(x—1)2=0
Derivant aquesta igualtat obtenim
o +20x3(x—1)=0

i, tornant a derivar,
20(3 =0

D’aquestes tres igualtats es dedueix que «; = &, = &3 = 0, de manera que S
és linealment independent. o
EXEMPLE 19.3.

Estudieu si el conjunt de matrius 2 X 2

s={[ 3L L )

és linealment dependent o independent.

E R O N e

el conjunt § és linealment dependent. o
EXEMPLE 19.4.

Estudieu si el conjunt de totes les matrius simétriques 2 X 2 és linealment
independent.

Com que




19. Espais vectorials 275

Es evident que no. Per exemple,

1 2 1 -1 3 0 _ 10 0
[2 0]”[—1 1}_[0 2]_[0 o]
és una relacié de dependeéncia no trivial entre matrius simétriques. o

PROPIETAT 19.2.

Suposem que S és un conjunt que conté, almenys, dos elements. Aleshores,

S és linealment dependent si i només si existeix algun vector en S que és
combinacio lineal dels altres. o

En 'exemple 19.3, la tercera matriu és la suma de les altres dues; per aixo S
és linealment dependent.

19.4. RESUM

Espais vectorials

= Un espai vectorial és un conjunt E, els elements del qual s’anomenen vectors, en el
qual hi ha definides dues operacions: la suma de vectors i el producte d’un escalar
per un vector, que tenen les propietats segiients:

Propietats de la suma

Commutativa %, + iU, = i, + U,

Associativa (i, + i,) + i3 = U, + (U, + U3)

Element neutre Existeix un vector zero, 0 amb la propietat que ii + 0 = i
Vi €E

Elements oposats (o simétrics) Cada vector i té un vector oposat, —il, de
manera que _
U+ (-u)=0

Propietats del producte escalar-vector

Associativa (o 00)U = o (0,il)

Distributiva respecte a la suma d’escalars (o; + o) = ;i + o1l

Distributiva respecte a la suma de vectors «(ii, + i,) = xil;, + «ii,

Element neutre L'escalar 1 és el neutre del producte: 11 = i
w En un espai vectorial, ati = 0 &= =001 =0
Exemples
- L’espainul O = {0}.
- L’espai K™.

- El conjunt de les matrius m X n, M, ., (K).
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- Els polinomis d’una indeterminada x, K[x].

El conjunt de les successions de nombres reals (o les de nombres complexos).

Les funcions continues en un interval, Cy(I).

Combinacions lineals
v Un vector i és combinacio lineal dels vectors i, i,, ..., Ui, si existeixen escalars
&y, Op,..., &, tals que i = oyily + Xpily + ... &yl
Subespais vectorials

= Un subespai de I’espai vectorial E és un subconjunt F C E que té aquestes dues
propietats:

(@) Flvector 0 és un element de F: 0 € F.

(b) Si fem qualsevol combinaci6 lineal amb dos elements de F el vector que en
resulta també és un element de F: Si u;,u, € F llavors «;ul; + «,i, € F (per
a dos escalars «; i &, qualssevol).

Exemples
- Les matrius simétriques, diagonals, triangulars superiors...
- Els polinomis de grau menor o igual que n, K, [x].
- Les successions convergents.

- Les funcions derivables amb derivada continua en un interval, C; (I); les dues ve-
gades derivables amb derivada segona continua, C,(I)...; les funcions infinitament
derivables, C (I).

Dependeéncia lineal

- Una relacio de dependéncia entre els vectors ii,, il,, ..., i, és una igualtat de la
forma
Uy + ool + -+ il =0
on «y, &, ..., &, sON escalars.

- Un conjunt de vectors S és linealment dependent si existeix alguna relaci6 de
dependéncia no trivial entre vectors de S.

En cas contrari, diem que S és linealment independent.
= Un conjunt que continga el vector zero sempre sera linealment dependent.

= Si S és un conjunt que només conté un element, i aquest element no és el zero,
llavors S és linealment independent.

= Si § és un conjunt que només conté més d’'un element, llavors S és linealment
dependent, si i només si algun element de S és combinacio lineal dels altres.
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19.5. EXERCICIS

EXERcICI 19.1. Estudieu si els conjunts F seglients son o no subespais dels
espais vectorials E que s’indiquen en cada cas.

(a) F és el conjunt de les matrius quadrades 2 X 2 A per ales quals a;; = a» i
ayp = 2(121. E = MZXZ'

(b) F és el conjunt de les matrius quadrades 2 X 2 A per ales quals a;; = a», =0
ialz =day = 2. E= MZXZ'

(c) F és el conjunt dels polinomis de grau parell. E = R[x].

(d) F és el conjunt dels polinomis de la forma p(x) = ax + bx?> ona i b son
constants qualssevol. E = R;[x].

(e) F és el conjunt dels polinomis de la forma p(x) = 2 + 2ax on a és una
constant qualsevol. E = Ry[x].

(solucio: pag. 608)

EXERCICI 19.2. Una funci6 f és una soluci6 de I'equacio diferencial y"” +y =0

en R si, peratot x € R, f"(x) + f(x) = 0.

(a) Comproveu que les funcions cos x i sinx sén solucions d’aquesta equaci6
diferencial.

(b) Proveu que el conjunt S de totes les funcions que so6n solucions d’aquesta
equaci6 diferencial és un subespai vectorial de 'espai C, (R).

(c) Deduiu que totes les funcions de la forma f(x) = «; cos x + &, sin x també
en son solucio.

(solucio: pag. 609)

EXERcIcI 19.3. Estudieu si les successions

{a,} =1{1,1,1,...,1,...}
{b,} =1{1,2,4,...,2", ...}
{c,} =1{1,3,9,...,3",...}

son linealment independents.
(solucio: pag. 609)

EXERCICI 19.4. Estudieu si els conjunts de polinomis
P, ={x,1+2x,1—3x,1—4x?}, P, ={1+x,14+2x,x—x%}

son linealment independents. En cas que no ho siguen, trobeu alguna relacié de
dependencia no trivial entre els seus elements.
(solucio: pag. 610)
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EXERCICI 19.5. Estudieu si el conjunt de matrius 2 X 2,

A=A A

és linealment independent. Es possible ampliar aquest conjunt, afegint una
matriu A, de manera que el nou conjunt continue essent linealment independent?
(solucio: pag. 611)

EXERCICI 19.6. Estudieu si el conjunt de funcions {cos x, sin x, cos 2x, sin 2x}
és linealment independent.
(solucio: pag. 611)



LLICO 20. BASE D’UN ESPAI VECTORIAL

We share a philosophy about (inear algebra:

we think basis-free, we write basis-free,

but when the chips are down we close the office door
and compute with matrices like fury

Irving Kaplansky

Ara traslladarem el concepte de base als espais vectorials arbitraris ‘

20.1. EMBOLCALL LINEAL D’UN CONJUNT DE VECTORS I CONJUNTS GENERA-
DORS

Si S és un conjunt de vectors, 'embolcall lineal de S és el conjunt (S) de totes
les combinacions lineals dels elements de S.
Per exemple, 'embolcall lineal de

s— 1 0 01 0 0
“llo o]’lo of’|]0 1
és el conjunt de les matrius triangulars superiors 2 X 2, perque
ay ap| _ 1 0 0 1 0 O
[ 0 azj = éu [o 0] o [o o] F2|1 o

1z ’embolcall lineal (S) és el subespai més petit que conté a S.
DEFINICIO 20.1.

Un conjunt S és generador de I'espai E si (S) = E. I

i També es diu que S genera ’espai E.

EXEMPLE 20.1.
Estudieu si el conjunt § = {1,1 + x,1 — x, x — x2} és generador de K,[x].

Es tracta de veure si qualsevol polinomi de grau, com a molt, 2 és combinacio lineal
dels vectors de S, és a dir, si, per a qualsevol polinomi p(x) = ag + a,x + a,x?,
existeixen escalars o, &, &3, &4, de manera que

ag+ a1 x + a,x? = o + o(l+x)+ az(l —x) + ay(x — x?)
0, equivalentment,

ag+ a1x + ax® = (o + 0 + &X3) + (X — X3 + 0y) X — KyX?
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Igualant els coeficients, tindrem

o+ X + X3 = Qay
Xy — K3 + Xy = Aq
S e
Sistema d’equacions lineals que podem escriure en forma matricial com
1 1 1 07 [y ag
01 -1 1l | =aq
0 0 0o -1 X3 ap

Aquest sistema és compatible i, en conseqiiéncia, S és generador de K,[x]. ©

20.2. BASES

DEFINICIO 20.2.
Una base de I'espai vectorial E és un conjunt de vectors B que és linealment
independent i generador de E.

i [’espai zero no té cap base, perqué no té subconjunts linealment indepen-
dents.

EXEMPLE 20.2.

Estudieu si el conjunt S = {1,1 + x,1 — x, x — x%} és base de K,[x]. I

En un exemple anterior hem provat que aquest conjunt és generador de K,[x].
Pero no és linealment independent, perqué

1 1

Per tant, no és una base. o
EXEMPLE 20.3.

Estudieu si el conjunt §$ = {1 + x,1 — x,x — x2} és base de K,[x].

Es tracta d’estudiar si aquest conjunt és independent i generador. Perqueé siga
generador, qualsevol vector n’ha de ser combinaci6 lineal:

A+ a1 x +arx?=o0;(1+x)+ (1 —x)+ ax3(x — x2)
Reordenant segons les potencies de x,

Ag + a1 X +arx® = (& + o) + (6] — X + o3) X — K3x>
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Igualem coeficents,
X1 + X> = Aay

0(1—0(2+0(3:a1

X3 =ap

1 1 07 [exq ag
1 -1 1 | = lay
0 0o -1 X3 ap

El rang de la matriu d’aquest sistema lineal és 3. Per tant, el sistema és compatible
i el conjunt S és generador.

Per decidir si es tracta d’'un conjunt linealment independent hem d’estudiar
I'equaci6

En forma matricial,

(1 +x)+0o(1—x)+ a3(x —x2) =0

Que és equivalent al sistema lineal

1 1 07 [eq 0
0 0 —-1]|lo; 0

I, com que aquest sistema és determinat, I'inica solucio que té és x; = &, = 3 =
0, de manera que S és independent. En definitiva, S és una base de K,[x]. ©

20.2.1. BASES CANONIQUES

Als espais vectorials més usuals anomenem bases canoniques (o estandard) les
més obvies (que no tenen per queé ser sempre les més adequades per a tractar un
problema determinat, amb aquests espais).

Concretament, a les unitats anteriors, hem estudiat a bastament les bases dels
espais K": qualsevol conjunt format per n vectors independents és una base,
pero la base canonica de K" és

C(K") = {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,..., 1)}
De manera analoga, la base canonica de I'espai M,,«,, (K) és aquesta:
C( My (1)) = 1| |- o]
(notem que aquesta base té mn elements).
Per al conjunt dels polinomis, K[x], la base canonica és
C(K[x] ={1,x,x2,...,x", ...}

(infinits elements).
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20.3. ESPAIS DE DIMENSIO FINITA

DEFINICIO 20.3.
Un espai vectorial E és de dimensio finita (o generat finitament) si hi ha un
conjunt generador finit.

EXEMPLES 20.4.
Els espais K" son de dimensi6 finita, perque ja en coneixem diversos conjunts
generadors finits (per exemple, la base canonica, o qualsevol altra base).

L’espai M,.3(K) també és generat finitament, perque

(oo ol{ooo]o0al 1000t o [o01]f)=ses00

L’espai K3[x] és generat finitament, perque

(11,x,x2,x%}) = Ks[x]. o

En canvi, no és generat finitament ’espai K[x], perque si ho fora, tindriem
un conjunt finit de polinomis

S=1{p1(x), p2(x), ..., pr(x)}

que generaria I’espai. Ara bé, si n és el grau maxim dels polinomis de S, llavors és
evident que cap polinomi de grau n+1 en sera combinacio lineal. En conseqiiéncia,
no és possible que S siga generador.

20.3.1. COORDENADES D’UN VECTOR RESPECTE A UNA BASE

Com en el cas de K", la diferéncia entre un conjunt generador qualsevol i una
base és que només hi ha una manera d’expressar un vector com a combinacio
lineal dels vectors de la base.

PROPIETAT 20.1.

El conjunt B = {1i,, >, ..., 1, } ésuna base de l'espai E, si i només si, qualsevol
vector de E s’expressa com a combinacio lineal dels elements de B de forma
Unica.

Demostracio: Suposem que B és una base de I'espai E. Si hi ha dues combinaci-
ons lineals iguals al vector 1, és a dir, si

= ‘Xlﬁ’l + 0(21712 + -+ (Xnﬁn
= Biu; + Byuy + - + By

NN
|
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(on els vectors 14, ...,14, son elements de B), restant aquestes dues igualtats,
obtenim 0 = (o¢; — 1)ty + (Xp — Bo) Uy + + + (X, — By) Uiy- I, com que el conjunt
B és linealment independent, «; = B1,&; = B, ..., &, = By.

Reciprocament, si qualsevol vector s’expressa de forma tinica com a com-
binaci6 lineal dels de B, B genera I'espai i, a més, com que el vector zero es
pot expressar com 0 = o 1i; + iy, + -+ + &, 1, de forma Unica, ha de ser
o = Xp = - = K, = 0, 1a qual cosa vol dir que B és linealment independent. o

Aquesta propietat ens permet definir les coordenades d'un vector respecte a

una base.
DEFINICIO 20.4. (COORDENADES D’UN VECTOR RESPECTE A UNA BASE)

Si B = {il,1Uy,...,1,} és una base de I'espai generat finitament E i el vector
1l s’expressa com

U=y + oty + - + o, 1y,

llavors els escalars d’aquesta combinacio6 lineal sén les coordenades de i
respecte a la base B.

w Una base ordenada de I'espai E és una base en la qual tenim en compte
I'ordenaci6 dels seus vectors.

Per exemple, en K3, les bases ordenades {(0,0, 1), (1,0,0),(0,1,0)} i
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} no son la mateixa.
DEFINICIO 20.5. (VECTOR DE COORDENADES)

Si B = {ily, Uy, ..., U} és una base ordenada de I’espai generat finitament E i
el vector i s’expressa com

U=y + iy + - + o, 1y,

llavors el vector de coordenades de i respecte a la base B és

ﬁB = (0(1,0(21---10(11)

EXEMPLE 20.5.

Calculeu les coordenades del polinomi p(x) = 3 + x — x? respecte a la base
ordenada (de K,[x]) B= {1 + x,1 — x, x — x?}.

En ’exemple 20.3 ja hem vist que el conjunt B és una base de K,[x]. Ara hem
de cercar els escalars o, &ty 1 3 perqué

o (I+x)+0o(1—x)+o3(x —x2) =3+x—x2
Reordenem el polinomi del costat esquerre,

(0 + o) + (] — 0tr + 0X3)x — 0o3x? =3+ x — x2
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iigualem els coeficients:
X1 + X =3
0 — 0tz =1
—KX3 = -1

Aquest sistema lineal és determinat i la soluci6 és aquesta: «; = 3/2, &, = 3/2,
o3 = 1. Per tant, p(x) = (3/2)(1 +x) + (3/2)(1 — x) + 1(x — x?) i el vector de
coordenades és

p(x)g=1(3/2,3/2,1) &

LINEALITAT DE LES COORDENADES  Si 1i;, i 1i,, sOn els vectors de coordenades
dels vectors i, i ii, respecte a labase ordenada B, llavors el vector de coordenades
d’una combinaci6 lineal ii = o1, + &y, és la combinacié lineal tig = &1y, +
Oolip,, Perque si iy = oty + Xoylip + = + Oy Uy 1 Uy = Xyplhy + Oty + -+ +
O(nzﬁm

U =0 (08U + 0 Uy + o+ Ky lly) + 0 (X0 + ooty + = + Kpplly)

(0 0q1 + X 02) Uy + (X 0o + Ko ®pp) o + -+ (X Xy + Ko Oy2) Uy
aixi que
g = (0 Xq1 + K02, Xy 0 + Ko®op, ...y K Ky + Ko Oy2) = &q(Uhy,) + 0o (Ho,)

De manera més general,
PROPIETAT 20.2. (LINEALITAT DE LES COORDENADES)

Si iy, Uy, , ..Uy, SON els vectors de coordenades dels vectors iy, Uy, ...,
i, respecte a la base ordenada B, llavors el vector de coordenades d’'una
combinacio lineal i = o, + ol, + - + &,U, és la combinacio lineal
'l_/iB = 0(11_/11,8 + 0(2112,8 + -+ (Xz’l_;l,pﬂ. o

20.3.2. LA DIMENSIO D’'UN ESPAI VECTORIAL

En aquest apartat provarem que, excepte en el cas de I'espai zero, sil’espai E és
de dimensio6 finita, sempre hi ha alguna base de E, i que totes les bases d’aquest
espai tenen el mateix nombre d’elements. Com que I’espai zero no té cap base,
sempre suposarem que E no és I’espai zero.

Primer de tot, veurem que qualsevol conjunt generador (finit) conté una base.
La idea és que si un conjunt és generador pero no base, és perqué hi sobren
elements.
PROPIETAT 20.3. (EXTRACCIO D’UNA BASE)

Si el conjunt finit S genera l'espai E, llavors S conté una base de E. I

Demostracio: Suposem que el conjunt finit S genera I’espai E. Si S és linealment
independent, llavors, no hi ha res a demostrar, perque S és una base de E. En
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cas contrari, S és linealment dependent, i hi haura algun vector de S que és
combinacio lineal dels altres. Anomenem S; el conjunt que resulta de suprimir
aquest vector en el conjunt S. Aquest subconjunt genera I’espai, perqué hem
eliminat un vector que és combinacio lineal dels de S;.

Si S és linealment independent, ja hem acabat; en cas contrari, repetim el
procés d’eliminar un vector que siga combinacio lineal dels altres.

Repetint-lo, les vegades que calga, aquest procés acabara en algun moment,
perque S és finit (en el cas més desfavorable, quan només hi quede un element). ©

La demostracié d’aquesta propietat mostra com es pot extraure una base a
partir d’'un conjunt generador: aneu eliminant vectors que son combinacions
lineals dels altres fins que el conjunt resultant siga independent.

Si el que tenim és un conjunt linealment independent, el que farem per obtenir
una base és afegir-hi vectors:

PROPIETAT 20.4. (COMPLECIO D’UNA BASE)

Si l'espai E és generat finitament i el conjunt finit S és linealment independent,
llavors S esta contingut en una base de E.

Demostracio: Suposem que el conjunt finit S és linealment independent, pero
no és base. Elegim un conjunt generador finit qualsevol, T.

Com que S no és generador de I’espai, hi haura algun vector de T que no en
sera combinaci6 lineal. Aquest vector I’afegim a S per formar un nou conjunt
linealment independent. En cas que aquest nou conjunt no siga base, repetim
el procés d’afegir-hi un vector de T que no en siga combinacio lineal. Com que
el conjunt T és finit, aquest procés finalitza en algun pas, perque, si no és aixi,
podriem afegir tot el conjunt T a S i el resultat seria linealment independent i
generador. o

Aquestes dues propietats semblen indicar que els conjunts generadors s6n
més grans que no els linealment independents, perque, dels conjunts generadors,
se’n poden extraure d’independents, mentre que els independents es poden
completar a generadors.

Aixo0 és el que provarem tot seguit.

PROPIETAT 20.5.
SiS, = {v;, 1y, ... ,ﬁp} és un conjunt (de p vectors) linealment independent i
Sy = {iy, Uy, ..., U4} €s un conjunt generador (amb q vectors), llavors p < q.

Demostracio: Ho provarem per reduccio a I’absurd, aixi que suposarem que
q<p.

Si Sy és un conjunt linealment independent i S, és generador llavors, ¥; és
combinacio lineal de S,, U1 = &q;1i; + &olly +  + Xy4ii,. I, com que el vector
77 no és nul, algun dels pesos sera distint de zero; suposem, per exemple, que
o1 # 0. Aleshores, és facil comprovar que {7y, i, ..., ,} també genera E.
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Aleshores, el vector U, es pot expressar com a combinaci6 lineal d’aquest
conjunt, U, = & Uy + Xpplip + =+ + &p4li4, i NO POT Ser que tots els pesos a partir
del segon (xzy, X23, ..., Xyp,) Siguen iguals a zero, perque si fos aixi, U, = &7 i
els vectors 7; i U, serien linealment dependents! Si suposem (per exemple) que
&, # 0, obtindrem el nou conjunt generador {v;, Uy, i3, ..., Uy}

Si repetim aquest raonament fins a g vegades, obtindrem un nou conjunt
generador, on haurem substituit els g vectors de S, pels primers g vectors de S;.
Aixo vol dir que {y, ¥y, ..., U,} €és generador i, per tant, U, n’és combinaci6 lineal.
Pero aixo és impossible, perque S; és linealment independent. o

TEOREMA 20.6. (TEOREMA DE LA DIMENSIO)

Si E és un espai vectorial generat finitament llavors, totes les bases de E tenen
el mateix nombre d’elements.

Demostracio: Primer de tot, observem que totes les bases de E s6n conjunts
finits, perque, com que existeix un conjunt generador finit, S;, si hi hagués
una base infinita, podriem extraure d’aquesta base un subconjunt linealment
independent finit que contindria més elements que no S;.

Si tenim dues bases, B; i By, com que B; és linealment independent i B,
generador, llavors B; no pot tenir més elements que B,; pero canviant-hi els
papers de B; i B,, tampoc no és possible que B, tinga més elements que B;. ©

El teorema de la dimensi6 assegura que totes les bases tenen el mateix nombre
d’elements. Aixo justifica la definicié segiient:

DEFINICIO 20.6. (DIMENSIO D’UN ESPAI VECTORIAL)

Siga E un espai vectorial qualsevol.

- Si E és de dimensio finita, llavors la dimensio de E és el nombre d’ele-
ments d’'una base qualsevol.

- Si E és ’espai nul, la dimensio de E és 0.

- En altre cas, la dimensi6 de E és oo.

Per exemple, dim K" = n, dim M,,,«,, (K) = mn, dimK[x] = oo.

EXEMPLE 20.6.
Trobeu una base i la dimensio del subespai de My, (K)

= (Lol [ ol o)

El conjunt
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genera F. Pero, si no és linealment independent, no és una base. Es evident que
les relacions de dependéncia entre aquestes matrius son les mateixes que les que
hi ha entre els vectors

(1,1,-1,0),(-2,1,2,0),(0,3,0,0),(-1,5,1,0)

i aquestes relacions les podem obtenir esglaonant la matriu

1 -2 0 -1
1 1 3 5
-1 2 0 1
0 0 0 0
La forma esglaonada reduida és
1 0 2 3
01 1 2
0 00 O
0 00O

Aix0 vol dir que les matrius tercera i quarta sén combinacions lineals de les dues
primeres:

B R [
RS (ER e

ésunabasede FidimF =2. o

i Aquest exemple confirma la primera propietat: un conjunt generador en un
espai de dimensio6 finita sempre conté una base (que podem obtenir eliminant els
vectors que son combinacions lineals dels altres).

20.4. INTERPOLACIO POLINOMIAL

Un problema practic que es presenta molt sovint és el de trobar una funcié de la
qual es coneixen uns quants valors. Evidentment, la solucié no és Uinica, perque
hi ha infinites funcions que coincideixen en uns punts determinats, aixi que el
que es fa és buscar que aquesta funci6 siga d'una classe especial. Per exemple,
un polinomi.

El problema de la interpolacio polinomial consisteix a trobar un polinomi p(z)
que passe pels punts (zo, wy), (z1, W), ..., (24, wy,). Com que aquest problema
encara té infinites solucions, cercarem el polinomi de grau minim que passe per
aquests punts. En aquest apartat, provarem que sempre podem trobar aquest
polinomi, i que el seu grau és, com a molt, n. Aixo vol dir que té la forma

p(z)=p(z)=ag+a;z+ - +a,12" 1 +a,z"

(on a,, podria ser igual a zero), és a dir, que p(z) € K, (z2).
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= Cerquem un polinomi p(z), de grau minim, tal que p(z,) = wq, p(z;) = wy,
e P(2) = Wy

Es a dir, que

ag+azo+ -+ a, 18+ a,zl = w
ap+azy+-+a, 12Vt +a,zt =w

ag+azy,+ - +an_ 128 +a,zt = w,

o bé
1 zy z3 - z8[ao wy
2
1 z zy - z}||as _|w (20.1)
1 z, z2 - z"]la, w,

Aquest sistema lineal tindra una soluci6é Unica si provem que la matriu de coefici-
ents és invertible. Aixi que calcularem el rang d’aquesta matriu.

20.4.1. LA MATRIU DE VANDERMONDE

La matriu
1 zy z3 - Z¥
1 z z% - 2z
V(zg,21,...,20) = ! !
1 z, z2 - z¢

és la matriu de Vandermonde de parametres z, z1, ..., Z,. Per veure si és inver-
tible, calcularem rang d’aquesta matriu, suposant que tots els parametres s6n
distints:!

1 zy z3 - zB
2 n
Z z erry Z
rangV(zy, 2y, ..., Z,) = rang L~ 1
1 z, z& - z¢

Restem a cada columna la columna anterior multiplicada per z:

1 0 0 0

1 zy—zy zP—2zzyg - zP—2z1lz
rangV(zg,z1,...,2,) =rang | 1z, —zy 25— 2z,z5 - zF—2zFlz,

1 z,—2zy 22—2zpz¢g = 2zZ}—2z11z,

LEvidentment, si hi ha dos parametres iguals, la matriu té dues files iguals i no és invertible.
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Ara restem la primera fila a totes les altres:

1 0 0 0

0 zy—zy 28—2z1zy - 2zP—2z0"1z,
rangV(zg,z1,...,2y) =T1ang | 0z, —zy 25— 2zyzy - zh—2zF7lz,

0 z,—2y 2Z%—znzy = zR—2zllz

Finalment, dividim la segonaa fila per z; — z,, la terceraa per z, — zj...

1 0 0 - 0
0 1 z - 2zt
rangV(zy,z1,...,2,) =Tang [0 1 z, - zhi!
0 1 z, - zpt
1z -zt
n-1
=1 +rang 22 2
1 Z‘Vl Z%_l

La darrera també és una matriu de Vandermonde (amb un parametre menys),
aixi que
rangV(zg,21,...,2,) = 1 +rangV(zy,22,...,2,)
Reiterant aquesta férmula tindrem

rangV(zgy, 21,...,2,) = 1 +rangV(zy, 2, ..., 2,)

=2 +rangV(z,,z5,...,2,)

=n—1+rangV(z,_1,z,) =n+1
perque

rangV(z,_,,2,) = rang [} Z;‘l} =2 o
n

= Si tots els parametres son distints, llavors el rang de V(zg, z4,...,2,) és
igual a n + 1, aixi que aquesta matriu és invertible.

En conseqiiéncia, si tots els nombres z, z;, ...z, son distints, els conjunts

11,0, (20200020, (28,28, 0, 20, o, (20, 20 2
{(152012(2)5---1261)1 (112112% ---12111),---7(1,211!25“---523)}

son bases de I'espai K"+,
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Tornant al problema de la interpolacio, que la matriu de Vandermonde siga
invertible vol dir que, si tots els parametres so6n distints, el sistema lineal (20.1)
té una soluci6 tnica, és a dir,

= Si els nombres zy, zy, ..., z, sOn tots distints, llavors existeix un tnic poli-
nomi p(z) € Kp,;(z) que compleix les condicions p(zy) = wy, p(z;) = wy,
cu P(2Zy) = w,,.

EXEMPLE 20.7.
Trobeu el polinimi de grau minim p(x) que passa pels punts (1,—1), (2,—1)
i(3,1).

El polinomi sera de grau menor o igual a 2, p(x) = ag + a;x + a,x2, i ha de
complir les condicions p(1) = —1, p(2) = —1, p(3) = 1, és a dir,

61,0+ a; + 612:—1
a0+2a1+4a2 -1
a0+3a1+9a2=1

Com que la soluci6é (inica) d’aquest sistema lineal és d = (1, —3, 1), el polinomi
ésp(x)=1—-3x+x° o

20.5. REsuMm

Embolcall lineal

- L’embolcall lineal del conjunt de vectors S és el conjunt (s) de les combinacions
lineals dels vectors de S.

- S genera (0 és generador de) I'espai E si (S) = E.

- E és de dimensio finita (o generat finitament) si té un conjunt generador finit.

Base d'un espai vectorial
- El conjunt B és base de I'espai E si B és linealment independent i (B) = E.

- Si B és una base de l'espai E, llavors qualsevol vector de E s’expressa com a
combinaci6 lineal dels elements de B de forma tinica.

- Si B = {u,,,,...,U,} és una base ordenada de E i el vector il s’expressa com
U= il + iy + -+ + &, i, llavors, els escalars d’aquesta combinacio lineal sén
les coordenades de i respecte a B.

- El vector de coordenades de il respecte a B és iy = (X}, Xy, ..., Xp).
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Bases canoniques

- C(k") =1{(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,..., 1)}

= C My () = 1| 1 |
- C(K[xD =1{1,x,x2%,...,x", ...}

El teorema de la dimensio
Si E és un espai vectorial de dimensi6 finita,

- Si el conjunt finit S genera I’espai E llavors, S conté una base de E.

- Si el conjunt S és linealment independent llavors, S esta contingut en una base de
E

w  Teorema de la dimensio: Totes les bases de E tenen el mateix nombre d’elements.
= La dimensio de ’espai E és el nombre d’elements de les bases de E.

La dimensi6 de I’espai zero és 0.
Si E no és generat finitament llavors, la dimensié de E és infinita.

La matriu de Vandermonde

1 zog 2§ - z¥

. i 1 z, z2 - Zz0

- La matriu de Vandermonde és V(zg, 21, ..., 2,) = oA 1
1 z, z& = zt

i La matriu de Vandermonde és invertible si i només si tots els parametres son
distints.

- Si tots els nombres z,, z;, ...z, sOn distints, els conjunts

{(,1,...,1),(20, 21, -, 20), (28,28, ..., 22), ., (28, 20, ..., 20}
{(1,20,25,...,28), (0, 2,28 ..., 21), ., (1,2, 23, ., 20)

son bases de I'espai K™+,
Interpolaci6 polinomial
ww  Si els nombres x, x4, ..., X, son distints dos a dos, llavors existeix un tnic
polinomi de grau, com a molt, n, que passa pels punts
(%0, ¥0)s (X1, 1), - (X0y V)

- Aquest polinomi és p(x) = ay+ a;x + = + a1 x" ' + a,x",
on (ay,ay,...,a,) ésla solucio del sistema lineal

V(XO!XIl ---1xn)ﬁ = (yO’yly--- ayn)
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20.6. EXERCICIS

EXERcICI 20.1. Trobeu una base de cadascun dels espais segilients.

(a) F és el conjunt de les matrius quadrades 2 X 2, A, per a les quals a;; = a», i
app = 24ds;.

(b) F és el conjunt de les matrius simetriques 2 X 2.

(c) F és el conjunt de les matrius antisimétriques 2 X 2.

(d) F és el conjunt dels polinomis de grau parell.

(e) F és el conjunt dels polinomis de la forma p(x) = a + 2ax on a és una
constant qualsevol.

(soluci6: pag. 613)

EXERCICI 20.2. Trobeu unabase del subespai (1 + x,1 — x?,x + x2,2 + x — x?2).
(solucio: pag. 613)

EXERcIcI 20.3. Proveu que el conjunt S = {1 + x2,1 — x?} és linealment inde-
pendent i completeu-lo a una base de K3[x] (és a dir, trobeu una base de K;[x],
B, tal que S C K3[x]).

(solucio: pag. 613)

EXERCICI 20.4. Calculeu les coordenades respecte a la base

[ EIR ER R A |

. _ 10 -1
delamatnuA—[1 _1}.

(solucio: pag. 614)
EXERCICI 20.5. Proveu que el conjunt
B=1{l,x—-1,(x —1)?(x—1)3}
és una base de R3[x] i calculeu les coordenades respecte a aquesta base del
polinomi p(x) = x3 — x + 1.
(soluci6: pag. 614)
EXERCICI 20.6. Proveu que el conjunt

B={l,x—a,(x—a)? (x—a) .., (x—a)"..}

(on a és un nombre real qualsevol) és una base de R[x] i calculeu les coordenades
respecte aquesta base d'un polinomi arbitrari p(x).
(soluci6: pag. 615)
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EXERCICI 20.7. (a) Proveu que el conjunt S de les successions que so6n solucié
de la recurréncia
Ap+2 —4a, =0

és un subespai vectorial de ’espai de totes les successions.
(b) Proveu que aquest subespai és de dimensio 2.

(c) Comproveu que les successions a,, = 2" i b,, = (—2)™" son solucions de la
recurrencia linealment independents i deduiu que qualsevol soluci6 de la
recurréncia n’és combinacio lineal.

(d) Resoleu la recurréncia pels métodes tipics de I’Analisi Matematica i compareu
els resultats.
(soluci6: pag. 616)



LLIC(') 21. ESPAIS VECTORIALS EUCLIDIANS

The early study of Fuclid made me a hater of geometry
James Joseph Sylvester

Encara hi ha una diferencia important, entre els espais K" i els espais
vectorials generals: a més de fer-ne combinacions lineals, amb els vectors
de K™ podem fer una altra operacié important, el producte escalar.

En aquesta llicé estudiem els espais vectorials euclidians, és a dir, els
espais vectorials en els quals hem definit (una generalitzacio6 d)el producte
escalar.

21.1. PRODUCTES ESCALARS. ESPAIS VECTORIALS EUCLIDIANS

El fet que en un espai vectorial no hi haja un procdute escalar fa que no hi puguem
fer geometria: la longitud d'un vector i la distancia o I'angle entre vectors (i, per
tant, I’ortogonalitat entre vectors) no tenen sentit, perqué son conceptes que hem
definit a partir del producte escalar. Per aix0, en aquesta llic6 afegirem a alguns
espais vectorials una nova operacid, un producte escalar, que tinga propietats
semblants a les del producte escalar en K™.

DEFINICIO 21.1.

Si E és un espai vectorial sobre K, una operaci6 (ii|V), que als vectors i, U els
associa un escalar, és un producte escalar si compleix les propietats segiients:

1. (ii|V) = (V|u) (el producte escalar és hermitic)

2
3. o (#i]D) = (3] ¥
4
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= Aquestes son les propietats basiques del producte escalar que ja coneixem
en R™ien C".

- Si treballem amb un espai vectorial real, la primera condicié es pot es-
criure com (ii|V) = (V]ii), aixi que el producte escalar real és simétric (o
commutatiu).

- Les condicions segona i tercera indiquen que el producte escalar és lineal
respecte al segon argument;! en el cas real, també ho és respecte al primer,

LEn alguns textos, es defineix el producte escalar com a lineal respecte al primer argument, en
comptes del segon.
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perque

Per aixo, es diu que el producte escalar real és bilineal.
- En el cas complex, també és cert que (ii; + il,|V) = (V]ii;) + (V]ii,), pero
o (1h)|V) = (av|i).
DEFINICIO 21.2.

Un espai vectorial euclidia E és un espai vectorial sobre K en el qual hi ha
definit un producte escalar.?

21.2. EXEMPLES

Per descomptat, el producte escalar estandard, (it|V) = i - U és un producte
escalar en el sentit que acabem de definir. Pero n’hi d’altres:

21.2.1. PRODUCTES ESCALARS DEFINITS PER UNA MATRIU

—

L’expressio (ii|U) = 5u;v; — UV, — U V7 + 5U,v, defineix un producte escalar
en R2.
Per demostrar-ho, hem de comprovar que es compleixen les quatre condicions:
1. (@|V) = 5Su vy — U1V, — Uvy + 5SUpv;
=51U] — VU — VoUp + SVoUy
= (v|u)
2. (U|U) + ) = Suy(vyy + v91) — Uy (V12 + Vap) — Up (Vg + Vo)
+ 5u»(vyp + Vo)
= dSU Uy — U V12 — UpVpp + SUpVp2
+ 55U Vp — U V2 — UpVp1 + SUR V2

3. o (it|V) = x(5uv; — UU; — U Uy + SUn V)
S5UI V] — U KUy — Up XV + SU RV, = (U] D)

2Alguns autors anomenen espai vectorial unitari els espais vectorials amb producte escalar comple-
x0s, i reserven el nom d’euclidia per als espais reals. També és freqiient reservar el nom d’euclidia
per als espais de dimensio finita.
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4. Si i = 0, llavors
(ih|i) = 5u? — 2u u, + 5u3
=4u? +4u3 +u? — 2u u, + uj
=4u?+4us+ (u; —uy)>>0 o
De manera analoga es pot comprovar que I’expressio
(1| V) = Suqv; —iuyvp +iuv; + 5u, v, defineix un producte escalar, ara en I'espai
vectorial C*> o

Els productes escalars d’aquests dos exemples es poden reescriure com a
productes matricials:

SULU; — U Vs — UpV) + SU UV, =TT [_51 _51] v

— — — — |5 =il
Su vy — iU v + iupv; + Suv, = it [i 5 ] v

Aix0 sembla indicar que una expressio6 del tipus (#|7) = #i*Av és un producte
escalar. Pero, en realitat, aixo només és cert per a algunes matrius especials. Més
endavant veurem quines s6n aquestes matrius especials.

21.2.2. UN PRODUCTE ESCALAR EN UN ESPAI DE FUNCIONS CONTINUES

En I'espai vectorial Co([a b]) de les funcions reals continues en l'interval [a, b]
I'expressio (f|g) = J f(t)g(t)dt és un producte escalar (totes les condicions
es dedueixen facﬂment a partir de les propietats de les integrals). o

= Aquest producte escalar es pot estendre a l'espai L,([a, b]) de les funcions
de quadrat integrable en [a, b], és a dir, les funcions f per a les quals f2
és integrable.

21.2.3. UN PRODUCTE ESCALAR EN L’ESPAI DELS POLINOMIS

Les funcions polinomiques de variable real s6n un subespai de I'espai Cy([a, b])
(perque son funcions continues en [a, b]). Per tant,

(p(x)|a(x)) = J p(t)q(t) dt també és un producte escalar en R[x]. o
a

21.2.4. UN PRODUCTE ESCALAR EN UN ESPAI DE SUCCESSIONS

S’anomena [, (KK) ’espai vectorial de les successions de quadrat sumable, és a
(o0}

dir, les successions {a,,} C K tals que la serie Z |5Ln|2 és convergent. En aquest

n=0
(o)

espai, ({a,}|{b,}) = Z a, b, ésun producte escalar.
n=0
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21.2.5. UN PRODUCTE ESCALAR EN L’ESPAI DE LES MATRIUS M, ., (K)

La traca d’'una matriu quadrada n X n és la suma dels elements de la diagonal
principal, és a dir, tr(A) = a; + dx, + = + Ayp-
Fent servir la traca es pot definir un producte escalar en I'espai M, (K):
(A|B) = tr (A*B).

Amb aquests exemples, ja tenim una bona mostra d’espais vectorials euclidi-
ans.3
21.3. NORMA, DISTANCIA I ANGLE. ORTOGONALITAT

Si E és un espai vectorial euclidia,

- la norma (o longitud) del vector i es defineix com ||| = 4/(t|i) (recordeu
que (#]i) és un nombre no negatiu).

- la distancia entre els vectors 1 i U és la norma de la diferéncia, d(ui, V) =
[u— 7.

- Dos vectors ii i U s6n ortogonals si (ii|V) = 0 (o, de manera equivalent, si
(U|1) = 0). Per indicar que el vector ii és ortogonal a ¥, escriurem # L .

PROPIETAT 21.1. (TEOREMA DE PITAGORES)

Si els vectors ii i U son ortogonals llavors, ||it + 7| = ||&t]|> + ||7]°.

Demostracié: |ii +17||2 = (U +V|u+v) = (i|u) + (U|9) + (v]i) + (¥|v) =
Il + o) e

PROPIETAT 21.2. (DESIGUALTAT DE CAUCHY-SCHWARZ)

Siil iU son dos vectors qualssevol en un espai vectorial euclidid,

|(@|D)| < [l [|v]|

Demostracié: Si « i B son escalars, i il i U vectors, (ail — fv|xit — fv) = 0.
Aixi que,
(axti — BV|xit — Bv) = 0
o (ii]ii) — &P (ik|V) — B (V]ii) + BB (V|V) = 0

|2 ||@i))* — ®B (ii| D) — «B (@|D) + |B]° ] = 0

3Ben mirat, aquests espais euclidians no sén gaire diferents, els uns dels altres.
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Aquesta desigualtat és valida per a qualsevol valor dels escalars « i . En particu-
lar, per a o = (i|V) i B = ||17L||2:

==\ 12 =2 - 1=\ 12 122 -4 22
[@[O) " [a]l” =2 [@[o)|" [a]” + | [|v]" =0
- =y 2 12 =22
—[@o)|” + @l [v]" = 0
-2 22 =y 2
@~ 1ol” = [(@[v)[" =

Si treballem amb un espai vectorial euclidia real i els vectors i i ¥ no so6n zero, la
desigualtat de Cauchy-Schwarz és

@w) _,

|@0)] < [[a] |9} = ~1 < == <
[ o]l

la qual cosa ens permet definir ’angle:

- En un espai vectorial euclidia real,i 7t # 0i U # 0, 'angle x entre 1l i U és
o = arccos M
[aiedl

21.3.1. EXPRESSIO MATRICIAL DEL PRODUCTE ESCALAR. LA MATRIU DE GRAM

Si 'espai vectorial euclidia és de dimensio finita, el producte escalar es pot
calcular com un producte de matrius: suposem que B = {ii;, Uy, ..., U, } €S una
base ordenada. Llavors, per les propietats 2 i 3 de la definici6 del producte escalar,
si 'l_;L = 0(11_/;,1 + 0(21_/12 + -+ O(nﬁn i 'lj = Blﬁl + Bzﬁz + -+ Bnﬁn,

(U]V) = (ot + oty + = + Xpliy |Brily + Boliy + -+ + Byliy)

o By (U |Uy) + 0 By (U |Uh2) + - + & By (U] Uy,) +
0GBy (U |ihy) + 0GB, (o |thn) + - + @By (U] ty,) +

.
KBy (Up|thy) + 0By (U |U2) + -+ + &y By (Un|Thn)
(7}1\7}1) (u1|1fz) (7ZL1|1:4n) B1
_ [(X_1 = (X_n] (uz..‘.ul) (2 |t) (U2 |ty) 32
(tn|tiy)  (Upltip) - (U |tn) ] LBy
(1i]V) = 1i3GyTs
(W |thy) (g |thp) - (2 ]2hn)
w La matriu Gg = (ﬁ2“|-ﬁ1) (#afile) - (elthn) | 65 1o matriu de Gram del
(Un|thy) (Un|thz) - (Un]Thn)

producte escalar respecte a la base B.
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= La matriu de Gram és hermitica (simetrica, en el cas real), perquée

ES

[(g|t) (g |de) - (U ]3dy) T
Gl = (Ua|thy)  (Uzldp) - (U2|tin)
—(ﬁn|ﬁl) (ﬁn|ﬁ2) (ﬁn|ﬁn) -
(g ]t)  (Ho|t) - (la|t) ]
| (i) (G2]tin) - (Hig]Uo)
—(ﬁl|ﬁn) (ﬁ2|ﬁn) (ﬁn|ﬁn) .
(i) (i) (i) ]
_ | (Ue]tty)  (Uo]tty) - (Ti2|tiy) =G
= : =Gg
—(ﬁn|ﬁl) (ﬁn|ﬁ2) (ﬁn|ﬁn) .

v Com que 1i5Gyiig = (1i|ii), resulta que 1i5Gziiz > 0 sempre que i # 0.
Per abreujar, direm que la matriu de Gram Gy és definida positiva.

DEFINICIONS 21.3. (MATRIUS DEFINIDES, SEMIDEFINIDES I INDEFINIDES)
Una matriu quadrada A és

(a) definida positiva si, per a tot vector i + 0, W*AQL > 0;
(b) semidefinida positiva si, per a tot vector i, w*Au > 0;
(c) definida negativa si, per a tot vector o # 0, W AL < 0;

(d) semidefinida negativa si, per a tot vector i, i*Aii < 0;

(e) indefinida si no és semidefinida positiva ni semidefinida negativa.

= Les matrius definides positives poden interpretar-se com la generalitzacio
a les matrius dels nombres positius, perque, si z és un nombre complex i x
un nombre positiu llavors Zxz > 0.4

Si I'espai vectorial és K™ i elegim la base canonica, és facil provar que (it |V) =
U*AD és un producte escalar si i només si la matriu A és hermitica definida
positiva. Aixo resol la qiiestié que ens havia quedat pendent a I'apartat 21.2.1.

EXEMPLE 21.1.
Trobeu la matriu de Gram respecte a la base canonica del producte escalar
(en R?) (#|V) = 5u vy — U Vo — UpVy + SUsVs.

4Aixi que les matrius semidefinides positives serien I'equivalent dels nombres no negatius.
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Sid, =(1,0)ié = (0,1),

GC([RZ) = |:(

1]
2|
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EXEMPLE 21.2.

Trobeu la matriu de Gram respecte a la base canonica del producte escalar
(en C?) (1i|V) = 5u v, — iU Vs + iUV + 5Uy00

Sig, =(1,00ié, = (0,1),

é
Gee = [§é>1|

21.3.2. BASES ORTONORMALS

Un conjunt de vectors en un espai vectorial euclidia és ortogonal si els seus
elements s6n matuament ortogonals. Si, a més a més, sén tots vectors de norma
igual a 1, diem que el conjunt és ortonormal.

Els conjunts ortonormals son linealment independents, perque si el conjunt
S =1{4,,4d>,...,4,} és ortonormal i «;G; + >G> + - + &, 4, = 0, multiplicant-hi
el vector ¢, tindrem

-

(d1]oqdy + oo + - + o.4,) =0
o (d1]d1) +o (d1|d2) + ... & (d1ldy) =0

aixi que «; = 0. I, de manera analoga, &, = - = &, = 0.

= Una base ortonormal en un espai vectorial euclidia és un conjunt ortonormal
que és base de I’espai.

w Si B = {G,,4d>,...,4,} €s una base ortonormal, les coordenades sén els
productes escalars dels vectors de la base per ii.

Per provar-ho, observem que, si ii = «;4; + 04> + - + &, 4, llavors,

(di|i) = (diloydy + codp + -+ + +0d; + -+ + &)
o0+ 00+ +o;1++,0=0 o

w Esadir, que iy = ((G,|i), (@) ..., (dn]Hi)).

Qualsevol espai vectorial euclidia de dimensié6 finita té bases ortonormals. Per
provar aixo, aplicarem el meétode d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt, que es
basa en la propietat segiient:
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PROPIETAT 21.3.

Si F és un subespai de I'espai vectorial euclidia i si By = {iy,1,,...,U,} €S
una base de F llavors, els vectors
171 = ﬁl
S (U)o
Vo =Uyr — 5=V
(U1|01) !
N Uy|ds) Uo|id3)
By = iy — (»1| *3)1}1 B (#2|*3)v2
(U1]7y) (U2|Vy)
Uo=1i <ﬁ1|ﬁp) T (ﬁz‘ﬁp> U (vp_l‘ﬁp> =
r— YT TEO5 TN 2 » p—1
(V1|1) (U2|02) (v,,_l‘v,,_l)
son mutuament ortogonals.

Demostracio: Per simplificar, demostrarem només que v; és ortogonal a v:

. = Uy |dy) - N Uy|dy) .
(U1|V,) = (Ul Up — %U ) = (U, ]1p) — ((1711||—1712)) (U1]71) =0 o

Metode d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt
Aquest algorisme transforma una base B, = {ii,, U, ...,1,} del subespai
F (de Pespai euclidia E) en una base ortonormal
1. Ortogonalitzacié Calculeu els vectors
ijl = ﬁl
S L (D)
Vo = Up — 5=V
: ? (T1]71) !
S (Uhus) . (W]Us)
V3 =U3 — ===V — ==
’ ’ (01]71) ! (V2| 2) ?
@) @) ()
= — eVl T e ey V2 T - -1
g P (t|n) (T2|72) (ﬁp_l‘vp_l) y
2. Normalitzacié Calculeu els vectors
G= =T Gy = —— 0
1= =70 2= a2 =
[l ] A
El conjunt B, = {1, 4>, -..,dp,} €s una base ortonormal de F.
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EXEMPLE 21.3.

Trobeu una base ortonormal de I'espai euclidia R? amb el producte escalar
(|V) = S5uv; — U Vs — UpV; + SULVs.

Apliquem el métode de Gram-Schmidt a la base canonica de R?, &, = (1,0),
é, =(0,1):

U, =é, = (1,0)
AL (L0101, =1 1
=l Gr - OY - @oo) Y =0 -5 10= (51)

Les normes de ¥; i U, son

N I . I 1 1 1 24
||v1||=\/(v1|v1)=\/§, ||v2||=\/(v2|v2)=\/5ﬁ—§—§+5= =

, N 1 . 5
aixi que g, = —=(1,0) i g,

75 “Voi

(%, 1) fan una base ortonormal. ©

21.4. EL COMPLEMENT ORTOGONAL. PROJECCIONS ORTOGONALS

L’'ortogonal d'un conjunt de vectors S és el conjunt S+ format pels vectors que
son ortogonals a tots els de S.

Notem que I'ortogonal S+ és un subespai (independentment del fet que S
ho siga o no), perque és clar que el vector zero es troba en S+ i, si 7i; i 1i, s6n
ortogonals a S, per a qualsevol ¥ € S tindrem

(ﬁ|0(1ﬁ1 + 0(21_/;,2) = X1 (17|ﬁ1 + O(z'l_/iz) + x> ('U|O(1'l_/i1 + ﬁz) = 0(10 + 0(20 =0 o

DEFINICIONS 21.4.

Si F és un subespai de I'espai vectorial euclidia E, el complement ortogonal
de F és F+ (el subespai format per tots els vectors ortogonals a F).

Si i és un vector de E i {ii,,,...,1,} és una base ortogonal del subespai
de dimensio6 finita F, la projeccio ortogonal del vector ii sobre el subespai F
és el vector

& Sila base {§;,4>,...,q4,} és ortonormal, la projeccié ortogonal sera

-

pr(t) = (d1|0) 41 + (d2|0) G2 + - + (d,|1) dr
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5 Les propietats importants s6n que I'espai E és la suma directa dels subespais
F i Ft1ique la projeccié ortogonal és el vector de F més proper a ii. Ara
justificarem aquestes dues propietats.

La suma i la suma directa de subespais es defineix de la mateixa manera que
en els espais K™: la suma dels subespais f i G és '’embolcall lineal de la uni6
FUG. Ilasuma és directaquan F N G = &.

PROPIETAT 21.4. (SUMA DIRECTA ORTOGONAL)

Si E és un espai vectorial euclidia i F és un subespai de dimensio finita de E,
E=F@®F'

Demostracio: La intersecciéo F N F' és zero, perqueé, si i € F N F4, tindrem
(#i|it) = 01, per tant, @i = 0.

Per demostrar que E = F + F*, escollim una base ortonormal de F, By =
{G1,d>, ..., d,} iun vector #i € E. Aleshores, ii = pp(ii) + (ii — pp(ii)); com que
pr(il) és un element de F, només ens cal provar que i — pg(1i) és a 'ortogonal
F+, aixi que en fem el producte escalar amb els vectors 41, 4o, ..., d,:

(di|u — pr(id)) = (4;|1) — (di|pr())
(

|

-

@1[11) Gy + (@) 3z + -+ (@) )
)

= (@l - (a
— (d; =0

(d

El vector i — pr(ii), com que és ortogonal a tots els de la base de F, és ortogonal
aF o

i La suma F & F* sempre és directa; si, a més a més, F és de dimensio finita,
aquesta suma omple tot I’espai.

EXEMPLE 21.4.

En I'espai vectorial euclidia R? amb el producte escalar (#|V) = 5Su,v; —
U, V> — UV + 5SU, V5, calculeu la projeccioé ortogonal del vector il = (1,1)
sobre el subespai F = ((1,0)).

Ja sabem que la matriu de Gram d’aquest espai respecte a la base canonica és

G= _i _é] Amés, siii; = (1/+/5)(1,0), {ii;} és una base ortonormal del
subespai F. Per tant,
- (dq]a@) . ( 1 ‘ ) 1
() = =—==5u, = —=(1,0)((1,1) ]| —=(1,0)
PR = )™ T\ NG

(Lol ) [y -2
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TEOREMA 21.5. (TEOREMA DE L’APROXIMACIO OPTIMA)

En un espai vectorial euclidia, el vector del subespai F més proxim al vector i
és la projeccio ortogonal de i sobre F, en el sentit que, si U és un vector de F,

d(it, pp(it)) < d(u,v)

Demostracio: Si U és un vector de F, el vector i — U el podem escriure com
U—7= (i —ppr(id)) + (pr(id) — V) = pp. (W) + (pp(l) — V)

on els vectors pr. (i) i pp(il) — ¥ s6n ortogonals perqué el primer es troba en Ft
i el segon en F. Aleshores,

|2 - ||° = (5 — 9)|(@ — D))
= (((pp. () + (pp(it) — D)) | (ppe (@) + (pp(il) — V)))
= (pp () e () + (P (D[ (pp () = D)) ((prp(iD) = ) |pp. ()

-

0

+ ((pr(@) = )| (pr D) - D))

llpps)|°

llpr (i) —B]

= |pp )| + | e @) — 7

Per tant,

-

> - - 2 > 2 > -2
i = 5] = lpe @) |* + [lpe@) — 0] = |petit) — ) o

21.4.1. APROXIMACIO A LES SERIES DE FOURIER

Segons Fourier, tota funci6é periodica pot expressar-se com una série de funcions
trigonomeétriques.®> Aci aplicarem les propietats dels espais vectorials euclidians
per entendre el que vol dir aixo.

Suposem que treballem amb funcions periodiques reals (per simplificar, su-
posarem que el periode és igual a 217) i considerem el producte escalar (f|g) =

J f(t)g(t)dt, sobre I'espai de funcions de quadrat integrable L, ([—77, 17]).

—Tr

Amb aquest producte escalar, el conjunt (infinit)

T = {1,cos x,sinx, cos2x,sin2x,...,cosnx,sinnx, ... }

5Aquesta afirmacio, que és certa sota certes restriccions sobre la funcio, és 1'origen d’una part
important de les matematiques, I’analisi harmonica.
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és ortogonal, perque (si n i m sén enters positius),

T ™
J cosntdt = J sinntdt =0
=TT

J (cosnt)(sinmt)dt =0
-

Jn (cosnt)(cosmt)dt = Jn (sinnt)(sinmt)dt = 0 (si n = m)

=TT -7

A més a més,
™ s ™
J dt =2m J cos’ntdt =1 J sin® ntdt =
=TT —TT —TT

En conseqiiéncia, si treballem amb el subespai
F,, = (1,cos x,sin x, cos 2x,sin2x, ..., CoS nx, sinnx)

i f és una funci6 de L,([—1r,1]), segons el teorema de 1'aproximacié optima, el
vector de F, més proxim a f és la projecci6 ortogonal

pr, (f) = a+a,cosx+b;sinx+a,cos2x+b,sin2x+--+a, cosnx+b, sinnx

on els pesos a, ay, by s6n

1 1 (™
a= (llf)=—j fde
1111% 2m ) _,
a —;(Coskﬂf)—lfr f(t)cosktdt, k=1,2 n
k ||COSkX||2 m) y y Ly enny
1 1 (™
b= ——(sinkx =—J (O sinktdt, k=1,2,...n
k ||COSkX||2( |f) T 7Trf

EXEMPLE 21.5.

Trobeu la millor aproximacio a la funcié ona quadrada, periodica amb periode
21t definida per

-1 si—mTm<x<0

f(x)={

1 si 0<x<rTr

sobre el subespai F; = (1, cos x, sin x, cos 2x,sin2x,...,c0s 7x,sin 7x).

La millor aproximacio és la projeccio ortogonal pg. (f). Aixi que calculem els
pesos,
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1 1 7T 1 0 s
a= e (1) = ﬁjfﬂf(t)dt =5 (— LndH— Jo f(t)dt) =0
1
ag Icos kx| (coskx|f)

1 T 1 0 ™
— J f(t)cosktdt = — (—J cos ktdt + J cos ktdt> =0
TT -1 m —TT 0

1
b, = —— (sinkx
« ||coskx\|2( )

1 (™ 1 0 m 2
—J f(t)sinktdt = — (—J sinktdt + J sinktdt) == (1 - (—1)k)
T™J)_, ™ - 0 k1t

Es a dir, que tots els pesos a,a,, ..., a, son iguals a zero. I, com que 1 — (—1)¥
és 0 si k és parell i 2, si és senar,

4 1 1 1
; = — sinx+—sin3x+—sin5x+—sin7x> o
pr, (f) o ( 3 = >
Les grafiques segilients mostren com, en aquest exemple, les sumes parcials
de la funcio pg, (f) van aproximant-se la funcié f. Com que en els punts —1 0
i 7t hi ha una discontinuitat, aqui la funcié no pot coincidir amb I’aproximacio,
pero en la resta de punts, I'ona va aproximant-se a la funcié f.

1 /\ £

\4 .
— sinx
- T
\ 1T
-1
1 G N f(x)
4 (. 1 .
— <smx + = sin 3x>
—1T s 3
\ m
-1
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17~ =N f(x)
4 /. 1. 1 .
— <smx + = sin3x + = sin 5x>
- W 3 5

1 Sf(x)

1
— <sinx + 3 sin3x

1 . 1 .
" +§ sin5x + ?sm7x)

Es clar que si tridvem el subespai

F, = (1,cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ..., cos kx, sin kx)
I’aproximacio que trobariem seria
4 /. 1 . 1 . 1 .
pr (f) = p— (smx + 3 sin3x + = sin5x 4+ 4 o smkx)
I resulta molt temptador escriure
4
f) = — Z

En general, si f és una funci6 periodica amb periode igual a 2T,

sin(Zn +1)x

= La serie de Fourier de la funci6 de periode 2T f(x) és
a & 21T 21
?0 + ng'o (an COS M= X + b, sinnTx)

on

an

1 (T 21
= LTf(t) cos (th) dt, n=0,1,...

1 (7 ) 21T
b, ;J_Tf(t)sm(th)dt, n=1,2,..

(hem fet el canvi a = ay/2 perque la formula per a a,, siga també valida quan
n = 0).
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1 Es pot provar que si la funcié periodica f, amb periode 2T, té un nombre
finit de discontinuitats de salt i un nombre finit de maxims i minims aillats
a l'interval [—T, T, la série de Fourier és convergent, a f(x) en els punts
on la funcio6 és continua, i a la mitjana entre els dos limits laterals en els
punts de discontinuitat.

Aixi que, en el nostre exemple, podem assegurar que

1

i 0 si x és un multiple de 1
= 2n+1

f(x) en qualsevol altre cas o

SIS

sin(2n + 1)x = {

Efectivament, aquesta série convergeix a f(x), excepte en els punts x = k1,
en els quals f és discontinua.

Aquest és el desenvolupament en série de Fourier de la funcié f. Una con-
sequencia interessant del fet que aquesta série convergisca a f és que ens
proporciona una aproximacio del nombre 1r: posant-hi x = /2, com que

sin<(2n+ l)g) = (—=1)", obtenim % = > (="

n=0

2n+1°

21.5. RESUM

Productes escalars i espais euclidians
Un producte escalar és una operaci6 (i|V), que als vectors ii, U els associa un escalar,
tal que

1. (i|v) =

2
3. o (i]9) = (il
4

5. Siii + 0, llavors (ii]ii) > 0
= Un espai vectorial euclidia és un espai vectorial amb un producte escalar

Exemples

- En K", (#|V) = 1i*Av, si A és hermitica i definida positiva (ii*Ati > 0, si i # 0).

b
- En Cy([a, b)), (f]9) =j F(Hg(t)dt.

b
- EnRIx], (flg) = | f(Dg(t)dt.

- En I, (K) (Uespai de les successions de quadrat sumable), ({a,}|{b,}) = Z a,b,.
0

- En M, (K) ({a,}{b,}) = Z a,b, ésun producte escalar.

n=0
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Norma, distancia i angle
- la norma del vector i és ||ii| = +/(ii|u).

- la distancia entre els vectors i i U és d(ii, V) = ||ul — V||

- En un espai real, 'angle entre els vectors i i ¥ és «« = arccos %
Ortogonalitat
- El vector i és ortogonal a ¥ si (ii|U) = 0 (equivalentment, si (U]ii) = 0).
- Teorema de Pitagores: siii L ¥ llavors, ||it + 7| = ||#]]° + || 7]|°.
- Desigualtat de Cauchy-Schwarz: |(ii|V)| < || ||V, Vi, v.
Matrius definides, semidefinides i indefinides Una matriu quadrada A és

- definida positiva si, per a tot vector # # 0, #*Ail > 0;

semidefinida positiva si, per a tot vector i, iW*Aii > 0;

definida negativa si, per a tot vector il # 0, iW*AdL < 0;

semidefinida negativa si, per a tot vector i, i*Ai < 0;

- indefinida si no és semidefinida positiva ni semidefinida negativa.
Expressio matricial del producte escalar
Si I'espai és de dimensio finita i B = {i;, Uy, ..., i, } és una base, (ii|V) = lizGzUsz,
(W |ty) (Ua]itp) - (i ]1d)
(Uo|thy) (Ua|thp) - (Uo|idn)

on Gz = és la matriu de Gram.

() (Unlitz) - (Uy|tn)
- La matriu de Gram és hermitica definida positiva.

Bases ortonormals
Una base és ortonormal si tots els vectors s6n ortogonals i de norma igual a 1.

- SiB=1{4,,4>,...,4,} és una base ortonormal,
g = ((d1|1), (G:|%),..., (G.|%))
- Si B, = {ily,#,,...,1,} és unabase del subespai F, el métode de Gram-Schmidet,

V1 = Uy
S L (D)
Vo =Up — 5=V
¢ : A !
5 <T’1|ﬁv>ﬁ (ﬁz‘ﬁv)ﬁ (Fp-a|p)
——=—-U] = ==~ -U2 — -
4 4 (v1]vy) (V2| V2) (vn—l‘v}a—l)
di = B0,y = Tyl = T,
1= 7= LY42 — 7= 2y ’
ol % = Ty P = [ 1
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El complement ortogonal

El complement ortogonal del subespai F, F+, és el conjunt dels vectors
ortogonals a tots els de F.
- E=F®F-
- Si Y = Uy + Uy, la projeccio ortogonal del vector i sobre el subespai F és
pr(il) = Up.
- Si{4,,4>,...,4,} és una base ortonormal de F,
pr(i) = (d,]4) 4, + (G|#@) o + - + (d,]1) G,
- Aproximacio optima: El vector del subespai F més proxim a ii és pp(ii).
Séries de Fourier

Si la funci6 periodica f : R — R, amb periode 2T, té un nombre finit de discontinuitats
de salt i un nombre finit de maxims i minims aillats a I'interval [T, T,

_ SO+ fx)

a ke 21 . 2m
=+ (ancosnTx+bnsmnTx) 5

2

n=0

on
1 (T 21T
a, == Lf(t) cos (th> dt, n=0,1,..
1 (T (2 _
by = Lf(t)sm (th> ar, n=1,2, ...

(f(x7) i f(x*) representen els limits laterals).
Per tant, en els punts de continuitat,
ao

& 21 .2
5+ > (ancosnTx+ b, mnnTx) = f(x)

n=0

21.6. EXERCICIS
21.6.1. PRODUCTES ESCALARS

EXERCICI 21.1. Proveu, fent servir la definicio, que I'’expressio
(1]|V) = Suyv, — iU v, + iUy v; + 5U, v, defineix un producte escalar en I'espai
vectorial C2.

(solucio: pag. 619)

EXERCICI 21.2. Proveu que, en I’espai vectorial de les funcions reals continues

b
en l'interval [a, b], Cy([a, b]), 'operacio (f|g) = I f(t)g(t)dt és un producte

escalar.
(solucio: pag. 619)
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EXERcICI 21.3. Si [,(K) és I'espai vectorial de les successions {a,} C K tals

que la serie Z |an|2 és convergent proveu que, en aquest espai, ({a,}|{b,}) =
n=0

a, b, ésun producte escalar.

S
iMe

(solucio: pag. 620)

EXERCICI 21.4. Proveu que I'expressio (A|B) = tr (A*B) defineix un producte
escalar en I'espai M, (K).
(solucio: pag. 620)

21.6.2. EXPRESSIO MATRICIAL DEL PRODUCTE ESCALAR. BASES ORTONOR-
MALS

EXERCICI 21.5. Proveu que I'expressio (ii|U) = #*Av és un producte escalar en
I'espai vectorial K" si i només si la matriu A és hermitica definida positiva.
(solucio: pag. 620)

EXERCICI 21.6. En cada apartat, estudieu si 'operacio (ii|¥) = #iTA¥ és un pro-
ducte escalar en I'espai vectorial R3. En cas que ho siga, trobeu-ne una base
ortonormal.

1 0 0 1 -1 0 1 -1 0
(@ A= {0 2 0} (b) A= {—1 5 2} (0 A= [—1 5 2}
0 0 3 0 2 1 0 2 2

(solucio: pag. 621)

ExEeRrcicr 21.7. En 'espai R;x], amb el producte escalar
1
(p(x)]q(x)) = J p(t)q(t)dt, trobeu I'ortogonal del subespai F = (x).
0
(solucio: pag. 622)

EXERCcCICI 21.8. (a) Trobeu la matriu de Gram del producte escalar
(p(x)lg(x)) = J p(t)q(t)dt en I'espai R,[x], respecte a la base canonica de

R,[x]. (b) En aquest espai vectorial euclidia, trobeu una base ortonormal del
subespai F = (1, x) i el complement ortogonal F+*. (c) Trobeu una base ortonormal
de I'espai euclidia R,[x] amb aquest producte escalar.

(solucio: pag. 623)

GEOMETRIA EUCLIDIANA

EXERCICI 21.9. Proveu que, si i, il,, ti3 SON tres vectors en un espai vectorial
euclidia real llavors,

L L2 L2 e 12 L e 12 Lo I I
[y + 1o + Us]|” = |6 ||” + (|6 + [[ds]]” + 2 (6 |1,) + 2 (1, |1d3) + 2 (U] t3)
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Quina féormula obtenim en el cas que I’espai vectorial euclidia siga complex?
(soluci6: pag. 624)

EXERCICI 21.10. Proveu la llei del parallelogram: en un espai vectorial euclidia,
R - o2 ~ o2 2 o2
si i i1, son dos vectors, ||ty + i, ||” + |1 — Uo||” = 2|3 ||” + 2 || U]
Expliqueu el significat geometric d’aquesta propietat, en termes dels costats
d’un parallelogram.
(solucio: pag. 625)

EXERCICI 21.11. Proveu que en un espai vectorial euclidia real, si 7i; i 7i, s6n
- — 2 - — 2 > | >
dos vectors, ||, + Uy — ||ty — Uo||” = 4 (1d1]15).
(solucio: pag. 625)

EXERCICI 21.12. En un espai vectorial euclidia real, si #i; i i, son dos vectors
unitaris que fan un angle de 60 graus, calculeu la norma del vector i, + 2ii,.
(soluci6: pag. 626)

EXERcICI 21.13. Proveu que la desigualtat de Cauchy-Schwarz és una igualtat
unicament si els dos vectors sén linealment dependents.
(solucio: pag. 626)

21.6.3. SERIES DE FOURIER

EXERCICI 21.14. Expresseu com una serie de Fourier la funci6 real de variable
real f, periodica amb periode igual a 21T, que, en l'interval [—7r, 11] és igual al
valor absolut, |x|.

(solucio: pag. 626)



LLICO 22. APLICACIONS LINEALS

So far our attention has focused on vector spaces.

No one gets excited about vector spaces.

The interesting part of linear algebra is the subject
to which we now turn—l(inear maps

Sheldon Axler

Per acabar d’entendre la importancia de les matrius en els problemes de
caracter lineal ens falta encara fer un Gltim pas: interpretar la multiplicacié
matriu-vector com un operador que transforma I’espai. Si A és una matriu
m X n i X un vector n X 1, aleshores AX és un vector m X 1, de manera
que podem entendre que la multiplicacié transforma els vectors de K"
en vectors de K™,

Aquest és I’exemple més simple d’aplicacié lineal.

22.1. APLICACIONS LINEALS

Un aplicacioé f entre dos espais vectorials sobre K és lineal si conserva les combi-
nacions lineals: la imatge d’'una combinacio lineal és la combinacio lineal de les
imatges.

DEFINICIO 22.1.

Donats dos espais vectorials sobre K, E;i E», una aplicaci6 f ;| E; — E», és
lineal si

f(O(l)_él + 0(25(?2) = O(lf()_él) + 0(2f(5(?2), V)_él,)_éz S E, V(XI,O(Z e K

El grafic segiient mostra el significat de la linealitat: si 'aplicacié f és lineal
llavors, la combinaci6 lineal 27, + U, es transforma en la combinaci6 lineal de les
imatges: f(2U, + U,) = 2f(Vy) + f (V).

f
El > E2
-
Y _2f ()
¢! 20, + 0, ST +Dy) .
U1
N le—
v
’ f(,)
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EXEMPLE 22.1.
Si A és una matriu m X n, llavors I'aplicaci6

fiK? — K™
% ~ f(X) =A%

és lineal.

Aquesta aplicaci6 és lineal perque

f(0(15€'1 + 0(25&2) = A(O(lﬁ_él + (Xz)_ez) = O(IA)?I + O(2A5€2 = O(lf()_él) + O(2f(5€'2) o
EXEMPLE 22.2.
La transposicié de matrius,

I Mypsin (K) — My (K)
A ~ f(A)=AT

és lineal.

La prova és immediata:
FQA] + Ay = (0GA] + 0A)T = AT + AT = o f(A)) + o f (Ay) o
La derivada també és lineal:

EXEMPLE 22.3.
L’aplicaci6

D: R[x] — R[x]
p(x) ~ D(p(x)) =p'(x)

és lineal.

D(0,p1(X) + 0opr(x)) = (1 p1(X) + 0op2(x))
o p1(x) + oppy(x) = 1 D(p(x)) + D (p(x)) ©

Ila integral:

EXEMPLE 22.4.
L’aplicacio

F: Cy(la,b]) — R .
£~ F(f) =j F(bdt

és lineal.

b b b
J (0‘1f1(t)+0(2f2(t))dt=‘xlj fl(t)dt+0‘zj fot)dt o
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22.1.1. NUCLI I IMATGE

DEFINICIONS 22.2.

Si f: E; — E, és una aplicacié6 lineal, el nucli de f (Nuc f o ker f) és el
conjunt de totes les antiimatges del vector 0.

La imatge de f (Im f o f(E;)) és el conjunt de les imatges de tots els vectors
de E;.

EXEMPLE 22.5.
L’aplicaci6

fiR3 — R[x]
(V1,V2,03) ~ f((V,05,13) =V, + (V) + V3)X

és lineal. Trobeu-ne el nucli i la imatge.

La imatge és R;[x], perque és clar que totes les imatges son polinomis de grau 0
o 1 i que qualsevol polinomi de la forma a + bx té I'antiimatge (b, a,0).
Un vector (vq, U, V3) €s al nucli si i només si

v, =0 v, =0
f(vllUZsUS)=O©u2+(u1+u3)x=0© =
v, +v3=0 v = —U3
aixi que el nucli és Nuc f = ((—1,0,1)). o
EXEMPLE 22.6.
L’aplicaci6

S Mpsn(R) — My (R)
A ~ f(A) =A-—AT

és lineal. Proveu que el nucli i la imatge son, respectivament, el conjunt de
les matrius n X n simetriques i el de les antisimétriques.

Una matriu A és al nucli si A — AT = O, és a dir, si A = AT. Per tant, el nucli de f
és el conjunt de les matrius simeétriques n X n.

D’altra banda, la matriu B és a la imatge si hi ha una matriu A per a la qual
A — AT = B. En aquest cas, BT = (A — AT)T = AT — A = —B. Aix0 vol dir que
totes les imatges son matrius antisimetriques. Per altra banda, si B és una matriu
antisimeétrica, llavors f (%B) = %(B— BT) = %(B + B) = B, aixi que totes les matrius
antisimetriques son a la imatge. La imatge de f és el conjunt de les matrius
antisimetriques n X n. o
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PROPIETATS 22.1. (PROPIETATS DEL NUCLI I LA IMATGE)

Siga f una aplicacio lineal entre els espais E, i E,.
1. f(0) =0
2. El nucli de f és un subespai de E,.
3. La imatge Im f és un subespai de E,.
4. L’aplicacié f és injectiva si i només siNuc f = {0}.

5. Formula de les dimensions. Si E, és de dimensio finita, llavors

dimNuc f + dimIm f = dim E,

Demostracié: La imatge del vector zero de E; és el vector zero de E,, perque
£(0) = £(00) = 0£(0) = 0. Que el nucli i la imatge s6n subespais es comprova
també ben facilment, aixi que ens centrarem en la prova de les dues propietats
més interessants.

Per provar la propietat 4, observem que, si el vector U és al nucli, llavors
f) = 0; aixi que, com que f(ﬁ) =0, f() = f(6). Per tant, si f és injectiva,
7 =01Nucf = {0}.

Reciprocament, si f(¥;) = f(Ty), f(¥; — T») = f(¥;) — f(D») = 0, aixi que
7, — ¥, és al nucli de f. Per tant, si el nucli és {0}, T, — 7 = 0, és a dir, que
U, = U, i f és injectiva.

Per demostrar la formula de les dimensions, hem de distingir dos casos,
segons que l'aplicaci6é f siga injectiva o no:

Si f és injectiva ja sabem que la dimensi6é del nucli és zero, aixi que el que hem
de provar és que dimIm f = dim E;. Aixi que escollirem una base qualsevol
de Ey, Bg, = {1V, Vs, ..., Uy} i comprovarem que el conjunt de les imatges
dels vectors d’aquesta base, By, = {f (V}), f(V), ..., f(¥,)} és una base
del conjunt imatge.

Aquest conjunt genera la imatge de f, perqueé si i és a la imatge, ha d’haver-
hi alguna antiimatge, v, tal que f(¥) = 1i; com que ¥ és una combinacio
lineal de la base B, U = o, U; + &,V + -+ + &, Uy, resulta que

u= f(‘xlﬁl + 0‘2772 + ot O(ni;n) = 0(1f(171)0<2f(172) + ot O(nf(i;n)

aixi que i és combinacio lineal dels vectors de By, 5.

Ens resta provar que By, r és linealment independent, aixi que considerem
una relaci6 de dependencia o; f (U;) 0t f (U5) + - + o, f (¥,,) = 0. Com que f
és lineal, aixo és equivalent a f (o¢; U + &, Up + -+ + ¢, U,,) = 0, aixi que o U; +
06Uy + -+ + &, U, és al nucli de f; per tant, &; v, + oV, + - + &, U,, = 0.
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Si f no és injectiva, elegim una base del nucli, By, r = {V;, Vs, ..., Uy} ila com-
pletem fins a una base de Ey, Bg, = {U}, Vs, ..., Up, Ups1, ..., Uy }. Si demos-
trem que les imatges dels vectors afegits (By, f = {ﬁpﬂ, ..., U, }) fan una
base del conjunt imatge tindrem que
dimE, =n=p+ (n —p) = dimNuc f + dimIm f. Vegem-ho:

Qualsevol vector de la imatge és una combinacio lineal

U= f(oqU) + ool + = + Ty + Xpy1 Upyy + 0 + &, Uy)
o1 f (U1) + oo f (Vo) + - + & f (D) + Xpir f (Upir) + = + 0, f (D))

Pero, com que els vectors ¥y, Uy, ..., U, son al nucli de f,
o f (V) + oo f (D) + -+ + &, f(U,) =0
i la igualtat anterior es redueix a
U= 0‘p+1f(17p+1) + o+ o f (Uy)

aixi que el conjunt By,  genera la imatge.

Finalment, el conjunt By, r és linealment independent, perqué, si en tenim
una relacio de dependeéncia, &, f(Ups1) + = + o, f(V,) = 0, com que
aquesta relacio és equivalent a f (o, 1Ty + =+ + &, Ty) = 0, obtenim que
el vector o, 1Up4 + - + &, U, €s al nucli de f; per tant, una combinacio
lineal dels vectors de la base By f:

(Xp+11_5}9+1 + -+ anﬁn B O(l'l_jl + 0(2'172 + -+ O(n'l_jp

—0q U — KUy — = — KUy — Kpy1VUpyg + 0 + XU, =0

Aquesta darrera expressié és una relacié de dependéncia entre els vectors
d’una base de Eq, aixi que tots els pesos son nuls; en particular,
Opi1 = =0, =010 =y f(Ups1) + - + &, f(U,) =0. ©

22.2. TRANSFORMACIONS LINEALS DE K" A K™

Com hem vist adés, si A és una matriu m X n, llavors f(X) = AX és una aplicacio
1 2 0

0 -2 1
un vector tridimensional qualsevol, el producte A% és el vector bidimensional

X1 h
- |1 2 0 _ 1 2 O] | x1+2x,
Ax‘[o -2 1} §2 =% [o]+x2 [—2]+x3 [1 _[—2x2+x3]
3

lineal que va de K™ a [K™. Per exemple, si A = iX = (x1,x5,Xx3) €és

= Notem que les tres columnes de la matriu A son les imatges dels vectors de
la base canonica C(K3) = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}:
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- S T17 -
1 20 !
SL0.0 =g 5 1| —_O]
— 2707 —

1 20 R

f(()! ]-10) - _0 _2 1_ (:; — __2:|

£(0,0,1) = 0] =

o
|
]
—
—

aixi que
1 2 0 " - -
A_ |:O _2 1] - [f(el) f(eZ) f(e3)]
En realitat, qualsevol transformacio lineal entre els espais K" i K™ és d’aquest

tipus, com es veu a la propietat segiient:
PROPIETAT 22.2.

Si f : K" — K™ és una aplicacio lineal llavors f(X) = AX, on A és la matriu

A=[f@) f@) ~ f@n]

Demostracio: Si X = (x,X»,...,X,) és un vector qualsevol de K", X = x;¢é; +
X585 + -+ + x,€,, aixi que

f(X) = f(x181 + x28p + - + x,8,) = x1f(€]) + x2f () + - + x,f(E)
=[f@) f@ - f@E)]% o

i Aquesta matriu A és la matriu canonica de f.

22.3. INTERPRETACIO GEOMETRICA

Una manera interessant d’entendre les transformacions lineals és interpretar-les
com a transformacions geometriques. En aquest apartat farem aixo amb diverses
aplicacions lineals entre R? i R2.

Considerem, per exemple, la transformacio6 lineal

S | 1 =2
f(x) = [_2 0} X
Podem calcular les imatges d’'uns quants vectors,
f(0,0) =(0,0) f(1,0)=(1,-2) f(1,1)=(-1,-2) f(0,1)=(-2,0)

i representar-les graficament.



22. Aplicacions lineals 319

Aquest grafic no ens proporciona gaire informacio. Per fer més evident I'efecte
geometric, en comptes de representar uns quants punts aillats, veurem com es
transforma tot un grafic.

Observem que la figura es deforma, es fa més gran i gira. Fins i tot, una
observacio més acurada ens fa notar que aquesta imatge s’ha reorientat (al dibuix
original, el subjecte és dreta; pero 'aplicacié f I'ha transformat en esquerra!).
Tot i aix0, la imatge s’assembla molt al dibuix original, perque els segments de
recta es transformen en segments de recta i les ellipses en ellipses; aix0 no seria
aixi si la transformaci6 no fos lineal.

22.3.1. TRANSFORMACIONS LINEALS ESPECIALS

Anem a estudiar ara I’efecte geometric de les transformacions lineals associades
a alguns tipus especials de matrius.
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MATRIUS ELEMENTALS En cadascun dels grafics que segueixen es visualitza
I'efecte de la transformacio6 lineal associada a una matriu elemental.

(a) Comencarem amb la transformacio lineal f(X) = E;,X, és a dir, amb una
matriu elemental del tipus permutacié. Aquesta aplicaci6 f transforma I’eix
horitzontal en el vertical, i el vertical en I’horitzontal.

La imatge és el resultat d’aplicar la simetria respecte a la recta x; = x».

f(ic):{o 1];2 |

@_T 1o |

—o\/
=0

(b) Sifem la transformaci6 del tipus escalat f(X) = E,(2)X, llavors es produeix
una dilatacio6 en la direcci6 vertical (I'alcaria de les imatges es duplica).

00
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(c) Finalment, la transformacio6 f(X) = E; ,(1/2)X transforma el vector (x, x7)
en (x; + (1/2)x,,x>), aixi que la figura s’inclina cap a la dreta.

@z

—— L

—o\/

MATRIUS ORTOGONALS Quan la matriu canonica de la transformacio lineal f
és ortogonal es diu que f és una isometria, perqueé la transformacio6 lineal f
conserva els angles i les distancies, de manera que no deformen les figures.

En el cas de les matrius 2 X 2, perqueé les dues columnes siguen ortonor-

cos¢p —sing L
sin ¢ cosd)} obeQ =

]. Aix0 ens proporciona dos tipus d’isometries: les rotacions i

mals, la matriu només pot ser de la forma Q = [

cos ¢ sin ¢
[ singp —cos¢
les simetries.
cos¢p —sing
sin ¢ cos ¢
sentit contrari al de les agulles del rellotge.

@
R A

(a) La transformaci6 f(X) = } X gira la imatge un angle ¢ en el

QD
\
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cos ¢ sin ¢
singp —cos¢
a la recta que passa per 'origen i té un pendent de ¢ /2.

(b) La transformacio6 f(x) = [ ] X produeix una simetria respecte

w»
EEY
1]
z
=4
SIE]
i

s [co A .
(YKo X)=| | _ o |X
<> T sin ° cos 3

—o\/

MATRIUS QUADRADES NO INVERTIBLES Quan la matriu quadrada A no és in-
vertible, llavors 'aplicacié f no és injectiva (perqueé el sistema A% = 0 és indeter-
minat, de manera que el vector zero té infinites antiimatges). El fet que distints
punts tinguen la mateixa imatge fa que al conjunt imatge no es distingeixen tots
els trets de l'original.

1 -1/2

Per exemple, si A = [_ 5 1

], llavors totes les imatges es troben sobre

una recta.

—o\/

PRODUCTE DE TRANSFORMACIONS ELEMENTALS Com que qualsevol matriu
invertible és un producte de matrius elementals, la transformaci6 lineal associada
a una matriu invertible és la composicié de diverses transformacions elementals.

1 1 .
> O] es pot escriure com

A=Ez,1<—2>El,2<1/2>E2<2)=[_; ﬂ [(1) 1{2] [(1) (2’]

Per exemple, la matriu A = [
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Si f és la transformacio lineal associada a A i f3, f> i f; sOn, respectivament les
transformacions corresponents a E, ; (—2), E; »(1/2) 1Ex(2), llavors f = f3o fy0 fi,
de manera que I'efecte geometric de f es pot reconstruir aplicant successivament
tres transformacions elementals.

69 AE)=E(2)% SN

f2(X)=E1»(1/2)X \ f3(X)=Ez1(=2)X

/
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22.3.2. PROPIETATS ALGEBRIQUES I GEOMETRIQUES

El nucli i la imatge de I'aplicaci6 lineal f(X) = é?c son dos dels subespais deduits
de la matriu A. Com que f(X) = AX, f(X) = 0 és equivalent a AX = 0 i resulta
que

= el nucli de f coincideix amb I'espai nul de la matriu A.

EXEMPLE 22.7.

Calculeu el nucli de I'aplicacio lineal f(xX) = [(1) _; (1)] X.

1 2 0 1 0 1 1
Nucf—NulA—Nul[O _5 1}—Nul[o 1 _1/2]—<(—1,§,1)> o

D’altra banda, per a calcular la imatge de la transformaci6 f haurem de trobar
els vectors b per als quals hi ha algun ¥ de manera que f(X) = b, és a dir, que
AX = b. En altres paraules, el vector b és a la imatge si el sistema lineal AX = b
és compatible. Per tant,

= ]a imatge Im f coincideix amb 1'espai columna Col A.

EXEMPLE 22.8.

Calculeu el conjunt imatge de I'aplicaci6 lineal f(X) = [(1) _3 (1)] X.

_ . 1 2 0 _ o
Imf—ColA—Col[0 _o 1] =K° o
Aix0, combinat amb el que sabem sobre les dimensions dels espais nul i columna,
dimNulA + dimColA = n, ens proporciona una nova justificacid, per a les
transformacions lineals entre R"™ i R™, de la féormula de les dimensions:

Si f: K" — K™ és una aplicaci6 lineal llavors, dim Nuc f + dimIm f = n.

Ara, si el nucli de f és I’espai nul de A ila imatge de f n’és I’espai columna,
quin paper hi representen l'espai fila i 'espai nul esquerre? Recordem que K™ és
la suma directa ortogonal de I'espai fila i I’espai nul,

K" = FilA & NulA
i K™ és la suma directa ortogonal de ’espai columna i I’espai nul esquerre,

K™ = Col A ® Nul A*
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Aixi doncs, si U és un vector de K", llavors el podem descompondre com a
suma de les projeccions ortogonals sobre I'espai fila i ’espai nul: U = ppa(V) +
Prua(U). Aleshores,

f@) = f(Pra®) + f(Pxua(D)) = f(Pra(V))
0

Aix0 vol dir que la imatge de qualsevol vector coincideix amb la de la projecci6
d’aquest vector sobre I'espai fila de A. En conseqiiéncia, la imatge de l'espai fila
és lespai columna.

Si A és la matriu canonica de 'aplicacio lineal f : K* — K™ llavors,

- L'espai fila de la matriu A es transforma en I’espai columna (és a dir, en
el conjunt de les imatges).

- L’espai nul va al vector zero.

- L’espai nul esquerre és I'ortogonal del conjunt de les imatges.

Nuc f = NulA
- R™
Prula(?V) K

FilA

Nul AT

Els quatre subespais de la matriu A i la transformacio lineal f(X) = AX

Aixi que per a coneéixer 'aplicacié f, només necessitem saber quins vectors de
I’espai columna sén les imatges dels vectors de 'espai fila. A més a més, la
transformaci6 de I'espai fila en I’espai columna és bijectiva:
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PROPIETAT 22.3.
L’aplicacio f, restringida als espais fila i columna,

f: FilA — ColA
R o~ f(X) =A%

és bijectiva.

Demostracié: Si X i y son dos vectors de l'espai filai f(X) = f(¥), llavors
fx—-y) = 0, de manera que X — ¥ es troba en FilA i en NulA; com que
la intersecci6é d’aquests dos subespais és nulla, X = y. Aix0 demostra que
I’aplicacié és injectiva. Com que ja sabiem que la imatge de I'espai fila és I'espai
columna, aquesta aplicacié també és suprajectiva. o

Aix0 ens proporciona una nova justificacié del fet que els espais fila i columna
tenen la mateixa dimensio (o del fet que els rangs per files i columnes s6n iguals).

s Recordeu aquesta propietat, perque la farem servir al final del curs per
trobar alguns resultats molt importants: 1'aplicacio lineal f(X) = AX, entre
els espais fila i columna, és bijectiva.

= Un isomorfisme és una aplicaci6 lineal bijectiva. Aixi que aquesta propietat
es pot enunciar dient que I'aplicaci6 f, restringida als espais fila i columna,
és un isomorfisme.

22.4. RESUM

Aplicacions lineals

1 Una aplicacié f entre dos espais vectorials sobre K, E, i E», és lineal si
FlouX) + oX,) = o f(X)) + o6 f(X,), VX,X, €EE,, Vo, €K

Nucli i imatge
- El nucli de f, Nuc f (o ker f), és el conjunt de totes les antiimatges de 0.
- La imatge de f, Im f, és el conjunt de les imatges de tots els elements de E;.
- Propietats:
- Nuc f és un subespai de E;.
- Im f és un subespai de E,.

- f és injectiva si i només si Nuc f = {0}.

- Formula de les dimensions: Si E, és de dimensio finita llavors,
dimNuc f + dimIm f = dim E,.
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Aplicacions lineals entre R" i R™

Una aplicacié f entre R"™ i R™ és lineal si i només si existeix una matriu A tal
que f(X) = AX.

A és la matriu canonica de f.

Si C(K") = {é},é,,...,é,} és la base canonica llavors,

A=[f@) f@) - f@)]

Relacié amb els quatre subespais

Nuc f = NulA

Im f = ColA

La imatge de I'espai fila és I’espai columna.
L’espai fila és I'ortogonal del nucli.

L’espai nul esquerre és I'ortogonal de la imatge.

w  Restringida als espais fila i columna, f és bijectiva.

22.5. EXERCICIS

EXERCICI 22.1. Estudieu si les aplicacions segiients son lineals

(a)

(b)

(c)

(d)

I

f:

K[x] — K
p(x) ~ f(p(x)) =p(0)

My (K) — K2
A ~ f(A)=(ay + ap,ax + az)

:M2><2(K) — K

A ~ f(A)=a +ax

a ~ fla)=a+2ax—ax?

a ~ fla)=a+2ax— x?

(solucio: pag. 628)

EXERCICI 22.2. Trobeu bases del nucli i la imatge de I'aplicaci6 lineal
[ 1 Moo (K) — Moy3(K) definida per

F4 @z () _ |4 +az ap —axn 0
az ax 0 ajp —apptdz tazx axp

(solucio: pag. 628)
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EXERCICI 22.3. Proveu que I'aplicacio de M,,»,, (K) en M, ., (K) f(A) = A + A*
és una transformacio lineal i calculeu-ne el nucli i la imatge.
(solucio: pag. 630)

EXERCICI 22.4. Proveu que l'aplicacié de K3 en K2
f(X],X'Z,X3) = (X] + Xp — ZX3,X1 + Xo + X3)

és una transformacio lineal i calculeu una base del nucli i una de la imatge de f.
(soluci6: pag. 630)

EXERCICI 22.5. Siga f : R3 — R3 I'aplicaci6 lineal definida com
fx1,x0,x3) = (X1 + Xp + X3,X1 — X2 + X3,X1 + 3X> + X3)

(a) Trobeu la matriu canonica de f.

(b) Trobeu bases del nucli i la imatge de f.

(c) Justifiqueu si f és injectiva, suprajectiva i/o bijectiva.

(d) Proveu que el vector ¥ = (3,1,5) es troba a la imatge de f i calculeu el
conjunt de totes les antiimatges de .

(solucio: pag. 631)

EXERCICI 22.6. Demostreu que si les aplicacions f : E; — E>ig . E, — E3 sén
lineals llavors, la composicié, g o f, també és lineal.
(solucio: pag. 631)

EXERCICI 22.7. Demostreu que si I'aplicaci6 lineal f : E;, — E, és bijectiva
llavors, la inversa, f~!, també és lineal.
(solucio: pag. 632)

EXERcICI 22.8. Suposem que f : K3 — K® és l’aplicacio lineal definida com
f(X) = AX i que el rang de la matriu A és 3.

(a) Aquesta aplicaci6 és injectiva, suprajectiva i/o bijectiva?

(b) Es possible que la composicié, g o f, de dues aplicacions lineals, f : K3 — K5
ig: K> — K3 siga bijectiva?

(c) Es possible que la composicié, f o g, de dues aplicacions lineals, f : K3 — K°
ig: K> — K3 siga bijectiva?

(solucio: pag. 632)



LLIcO 23. CANVIS DE BASE

I don’t think that everyone should
become a mathematician,

but I do believe that many students don’t
give mathematics a rveal chance

Maryam Mirzakhani

En aquesta llicé estudiem com canvien les coordenades quan es canvia de
base: Si B; i B, son dues bases del mateix espai F de dimensio6 finita i i
és un vector, quina relacié hi ha entre les coordenades i, iig,? Sitenim
una aplicacio lineal f entre dos espais de dimensio finita E i E’, i bases
respectives, B i B’, quina relacié hi ha entre les coordenades d’un vector,
U, i les de la seua imatge, f(ii)5? I, qué passa amb les coordenades
de f (1) si canviem les bases de E i de E'?

En tots els casos, la resposta s’obté multiplicant per algunes matrius
especials: la matriu de canvi de base en un espai vectorial i les matrius
associades a una aplicacio lineal.

23.1. CANVI DE BASE EN UN ESPAI VECTORIAL

Suposem que B; i B, son dues bases ordenades de I'espai vectorial E. Aix0 vol dir
que un vector qualsevol 1 es pot expressar com a combinacio lineal dels vectors
de B, i també com a combinaci6 lineal dels vectors de B,. Es a dir, que podem
trobar els vectors de coordenades i, i1ig,. El que farem aci és trobar la relacio
que hi ha entre aquests dos vectors.

23.1.1. LA MATRIU DEL CANVI DE BASE

Si By = {uy, Uy, ..., Uy} 1By = {Vy, Vs, ..., Uy} sON dues bases ordenades de 'espai
E, llavors, cada vector de B; és combinacio lineals dels vectors de B,, aixi que
podem trobar el vector de coordenades de cada element de B, respecte a la base
B,, ﬁ132, i’LZBZ, ﬁnﬂz.

Amb tots aquests vectors de coordenades construim la matriu del canvi de
base de B, a B,:
DEFINICIO 23.1.
Si By = {il;, Uy,...,Uu} 1By, = {Vy,Vs,...,U,} sOn dues bases ordenades de
I’espai de dimensio finita E, i ﬁlzsz’ ﬁzﬂz, ..y Uy, sOn els vectors de coordena-
des dels vectors de B, respecte a B, llavors, la matriu de canvi de la base B,
a la base B, és la matriu

MB]Bz = [ulﬂz uZBZ unBz]
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1z A la primera columna hi ha les coordenades de 1i; respecte a la base B,, a
la segona, les de 1ii,, etcétera.

EXEMPLE 23.1.
Trobeu la matriu de canvi de la base de K* B, a la base B,, on

B, = {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}
BZ = {(0!01011)1(010!1!1)1 (0111111)1(111!1!1)}

Calculeu també la matriu de canvi de la base B, a la base B;.

Hem de trobar les coordenades de cada vector de B; respecte a B,:

(1,0,0,0) = 0(0,0,0,1) +0(0,0,1,1) —1(0,1,1,1) + 1(1,1,1,1)
(1,1,0,0) = 0(0,0,0,1) — 1(0,0,1,1) + 0(0,1,1,1) + 1(1,1,1,1)
(1,1,1,0) = —1(0,0,0,1) + 0(0,0,1,1) + 0(0,1,1,1) + 1(1,1,1,1)
(1,1,1,1) = 0(0,0,0,1) + 0(0,0,1,1) + 0(0,1,1,1) + 1(1,1,1,1)
(1,0,0,0)5, = (0,0,—1,1)
(1,1,0,0)5, = (0,—1,0,1)
(1,1,1,0)5, = (~1,0,0,1)
(1,1,1,1)g, = (0,0,0,1)

)
)
)
)

La matriu de canvi de la base B, a la base B, és aquesta:

0 0 -1 0
0 -1 0 0
Moz =11 0 0 o0
1 1 11

Treballant de la mateixa manera obtindriem que la matriu de canvi de la base
B, a la base B; és

Curiosament, en aquest cas, Mg, 5, 1 Mg 5, sOn la mateixa matriu! o

23.1.2. FORMULA DEL CANVI DE BASE EN UN ESPAI VECTORIAL

Sitig = (00, &g, ..., &%) €s el vector de coordenades d’un vector ii respecte a
la base B, llavors tindrem i = o i + o, + - + &, i,. AiXi que, tenint en
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compte la linealitat de les coordenades, les coordenades de i respecte a B, seran

—

g, = 0(117132 + 0‘277‘232 + -+ anﬁnBZ
(451
= [t,, o, = i, ||
Ky
= MBleﬁBl

és a dir, que la matriu de canvi de base transforma les coordenades respecte a la
base B; en les coordenades respecte a B,:

PROPIETAT 23.1. (FORMULA DEL CANVI DE BASE EN UN ESPAI VECTORIAL)

Les coordenades del vector ii respecte a la base ‘B, s’obtenen multiplicant la
matriu de canvi de base M, 5, per les coordenades de i respecte a la base B, :

-

Ug, = Mg g, Uz o

EXEMPLE 23.2.

Calculeu les coordenades del vector i = (4, 3,2, 1) respecte a les dues bases
de K* de I'exemple 23.1.

Es clar que (4,3,2,1) = (1,0,0,0) + (1,1,0,0) + (1,1,1,0) + (1, 1,1, 1), aixi que
tig, = (1,1,1,1). Per a calcular les coordenades d’aquest vector respecte a la
base B,, fem servir la formula del canvi de base:

0 0 —1 071 -1

o | 0 -1 o of|1]_|-1

Ug, = Mg g Ug = -1 0 0 of|1| |-1 0
1 1 1 1]]1 4

EXEMPLE 23.3.
B, ={1/2+x/2,-1/2+ x/2}iB, = {1,1 + x} sén bases de K;[x]. Quina
és la matriu de canvi de base Mg 5,7 Quines son les coordenades respecte a
B, del polinomi p(x), si p(x)g = (1,1)?

Per trobar la matriu del canvi de base, hem de trobar les coordenades dels
polinomis de B; respecte a la base B,:

1
1 1 1 —
s+-x=0-1+-(1+x) (2
2 2 2 =
1 1 1

_|_
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En conseqiiéncia,

Nl= O

|
N[ =
| I—

Mgz 5, = [

I'les coordenades p(x)g, son

0 —17[1 -1
p(X)p, = Mg 5,p(X)5, = [1 l] [1] - [ 1}
2 2

Aquest polinomi és p(x) = x, perque 1(1/2+x/2) +1(—-1/2+ x/2) = x (o,
també, perqué —1-1+1(1+x) =x). ©

Per acabar, comprovarem que les matrius Mg g, i Mg,z son inverses I'una de

I’altra.
PROPIETAT 23.2.

Si B, i B> son dues bases ordenades de 'espai de dimensio finita E, llavors

_ -1
Mz, 5, = Mg, 5, -

Demostracio: Observem que, per a qualsevol vector i,

g, = Mg 3 Uiz

2 152 1 = — =

G =M . = Up, = Mg, Mg g Ug
8, = Mg,5 Uz,

Llavors, si B, = {u;,,,...,1,}, com que

i, =1,0,..,0) &, =(0,1,...,0) .. i, =(0,0,..,1)
3 B B
tenim
[uliﬁ uzﬂl un’Bl]:MgzglMBlBZ [ulﬂl uzBl un@l]
1 0 0 1 0 - O
0 1 0 o1 - 0
= Mg, 3, Mz, 3,

aixi que Mg,z Mg 5 =1. o

23.2. CANVI DE BASE EN UNA APLICACIO LINEAL

Si B i B’ son bases ordenades dels espais E i E’ i f és una aplicacio lineal de E en
E’ llavors, les coordenades de la imatge d'un vector, ¥, de E (respecte a la base
‘B’) es poden obtenir multiplicant una matriu especial per les coordenades de ¥
(respecte a la base B). Aquesta és la matriu de f respecte a les bases Bi B’.

En aquest apartat explicarem com es pot obtenir aquesta matriu i com canvia
la matriu quan es canvien les bases.
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23.2.1. LA MATRIU ASSOCIADA A UNA APLICACIO LINEAL RESPECTE A DUES
BASES

El fet que les aplicacions lineals entre espais K" tenen la forma f(x) = AX es
pot generalitzar facilment a qualsevol aplicacio lineal entre espais vectorials de
dimensi6 finita, la qual cosa ens permetra convertir el calcul de les imatges a un
producte matriu-vector.

Si definim la matriu de f respecte a un parell de bases d’aquesta manera,

Suposem que B = {vy, Uo, ..., U, } i B’ = {iiy, Uy, ..., U, } SON bases dels espais
de dimensio finita E i E’' i que f : E — E’ és una aplicacio lineal. La matriu
de f respecte a les bases B i B’ és aquesta:

Mipg = [f@)n  f@)p = f(Ta)y]

(les columnes d’aquesta matriu contenen les coordenades de les imatges de
‘B respecte a B').

llavors, les coordenades respecte a B’ de la imatge d’un vector U = o¢; ¥ + &, U, +
- 4+ , U, seran

f@)p = f(oqU) + Vs + - + ‘Xn"—;n)g,
=0 f(V)p + o f (V) + = + &, f (Ty) g
(&3]
[f(i;l)B’ f(W)p - f(i;n)B’] 0(2 = Mg Ug

&n

PROPIETAT 23.3. (COORDENADES DE LA IMATGE)

SiB={V,,0,...,0,} i B = {iiy,Us,..., Uy} SON bases ordenades dels espais
de dimensio finita E i E' i f . E — E’ és una aplicacio lineal llavors, les coor-
denades de la imatge del vector U respecte a la base B’ s’obtenen multiplicant
la matriu M55 per les coordenades de v respecte a la base B:

f@W)g =Mpgpiy o

EXEMPLE 23.4.
Considerem l'aplicaci6 lineal f : R,[x] — R3[x] definida com

flag+ a;x + a,x?) = a,x + (a; —ag)x?+ 2(ay — a,) x>

Trobeu la matriu de f respecte a les bases canoniques C(K,[x]) = {1, x, x?}
i C(Ks[x]) = {1, x,x2,x3} i feu-la servir per calcular la imatge del polinomi
p(x) =1+ x + x2. Trobeu també el nucli i la imatge de f.
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Calculem les imatges de cada vector de C(IK,[x]) iles escrivim com a combinaci6é
lineal dels vectors de la base C(K3[x]):

f(1) = =x? +2x3 S D ew,ixp = (0,0,—1,2)
f(x) =x?—2x3 S (X)) ew,ixn = (0,0,1,-2)
f(x?) =x f(x*)cyxp = (0,1,0,0)

La matriu és aquesta:

Mycactencaaixn = [fWeaixn  f e fODemn] =

= o O
o= o O
S O = O

El vector de coordenades de p(x) = 1 + x + x? respecte a C(K,[x]) és
P (xX)cw,ixn = (1,1,1). Per tant,

S (X)) cacsixn = Mpca,ixncsixnP(X) s, =

N = OO
= OO

 ——

—_

[
Il

O O = O

O O~ O

Aixi que f(p(x)) = x.

La matriu Mgek, 1) c(k,[x)) té rang 2 (la segona columna és proporcional a la
primera). Per tant, els polinomis corresponents a les columnes primera i tercera
son una base de la imatge: Im f = (—x? + 2x3, x).

El nucli el podem calcular resolent el sistema lineal M ¢cx,(x7)c(i,ixn X = 0.
Com que la forma esglaonada reduida d’aquesta matriu és

-1 0
01
0 0
0 0

SO O

la soluci6 és a; = ag, a, = 0. Per tant, el nucli és el conjunt dels polinomis de la
forma ay + agx, és a dir, que Nuc f = (1 + x). o

23.2.2. FORMULA DEL CANVI DE BASES EN UNA APLICACIO LINEAL

Suposem que A = Mg 5 €s la matriu associada a I'aplicacio f entre els espais E
i E’ irespecte a les bases B, i B]. Si canviem les bases B; i B per unes altres, B,
i B; llavors, obtindrem una altra matriu associada a I'aplicacio f, B = Mg, 3.

Per tal de trobar la relacié que hi ha entre les matrius A i B, notem que, si U és
un vector qualsevol de I'espai E,

fW)g =AUg,  f(V)g, = BUs,
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A més amés, entre les dues bases de E hi ha la matriu de canvi de base P = Mg, 3,
i, entre les de E', Q = Mg, 3, aixi que

’Uzn = P’UBQ f(i})B’l = Qf(ﬁ)ﬂ’

2
Substituint aquestes expressions en les anteriors,
S (V) g, = BU,
-1 — _ —17
Q f(v)g’l = BP 'Uﬁ1
f(0)p =QBP™'T,
S 1s
Ay = QBP v,
Com que aquesta expressio és valida per a qualsevol vector U, deduim que
A = QBpP!

, . _ -1
(s a dir, Mg g = Mg g Mz, Mg 5 ).
En resum,

Formula del canvi de bases per a aplicacions lineals
Sl A= MfBIB'l, B = MfBZB',z’ P= MBZBI lQ = MB"ZB,I llaVOrS,

A = QBP!

1z ['esquema segiient justifica I'expressio (23.1): Calcular la imatge f(v) fent
servir les bases B, i B, és equivalent al procés segiient: en primer lloc
canviem de B, a B;, tot seguit calculem la imatge fent servir la matriu de f
respecte a les bases B; i B i, finalment, canviem de B a B,.

o Magy L Memmt L Mgt
Vg, Vg, S W) g, —— f(V)3

T

MfB1Bi
EXEMPLE 23.5.
Trobeu la matriu de I'aplicacio6 lineal f : K,[x] — Kj[x] definida com
flag+a,x+a,x?) =a,x+ (a; —ag)x?+2(ay— a;)x? respecte a les bases
B=1{1,x2,1+x}iB = {x?—2x3,x,x%,1}.
A I'exemple 23.4 hem calculat la matriu d’aquesta aplicacio6 lineal respecte a
les bases canoniques. Comproveu que s’hi verifica la relacié (23.1).

Si expressem les imatges dels vectors de la base B respecte a la base B/,
f(1) = =x? 4+ 2x3 f()g =(-1,0,0,0)

f(x®) =x f(x)g =(0,1,0,0)
fQ+x)=0 f(xz)gf: (0,0,0,0)
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trobem
-1 0 0
010
Misz =1 0 0 o0
0 0O
Les matrius de canvi de base Mg (x,[x]) 1 Mz c(ik,x]) SON
1o 0100
Mpca,ixp =0 01 Mecasixn =| 1 o 1 o
010 2 00 0

En aquell exemple vam trobar que la matriu de f respecte a les bases C(K»[x]) i
C(K;5[x]) és

0 00
o o1
Mrcaorxncosn = | 1 1 o
2 =2 0
Llavors,
r 0 0 0 1 -1 0 O -1
1 01
01 1 O 01 0
My cuixnyMrss Mpe,x) = 101 0 00 0 {0 0 1}
2 00 0]l 0 0 oft0 1O
r 0 0 0
o o1
-1 1 O
L 2 =2 0

Aquesta matriu coincideix amb la matriu M ¢e,ix))c(x,1x) quUe hem calculat a
I'exemple 23.4, aixi que es verifica la relaci6 (23.1). o

23.2.3. MATRIUS ASSOCIADES A UNA APLICACIO LINEAL EN DIVERSES BASES

Suposem que f . K" — K™ és una aplicacio lineal. Si A és la matriu canonica de
f lavors, f(X) = AX. D’altra banda, si elegim unes altres bases, B i B’, hi haura
una altra matriu per treballar amb f, B = Mgy

A cada parell de bases li correspon una matriu associada a f. Llavors, la
questio logica és aquesta: quina és la matriu més adequada per descriure el
comportament de I'aplicaci6 lineal f? O bé, quines son les bases més convenients
per treballar amb f?

La matriu més senzilla és facil de trobar. Tenint en compte que la restric-
ci6 de f als espais fila i columna de A és bijectiva, i els ortogonals dels es-
pais fila i columna sén els espais nul i nul esquerre, si elegim una base B, de
K", que siga la uni6 d'una base de I'espai fila, Bgp = {U, Up, ..., U, }, i Una de
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I'espai nul, Byya = {Uy+1, Urs2,...,Un}, 1 una base de K", B, uni6 d'una ba-
se de l'espai columna, Bcgp = {U,,Us,..., U, }, i una de 'espai nul esquerre,
Brular = {Uyps1, Upio, ..., Uy}, la matriu de f respecte aquestes noves bases sera
o of
A, perqué la dimensio dels espais fila i columna és aquest rang).!

de la forma B = on B;; és una matriu invertible » X v (i v és el rang de

La matriu més senzilla possible seria aquella on B;; fos la matriu identitat.
Aix0 ho podem aconseguir de la manera segiient: si Bgya = {Uy, Uy, ..., U, } és una
base de 'espai fila, llavors les imatges i, = f(v,), 1, = f(Us),..., U, = f(V,),
son una base de I’espai columna i, en conseqiiéncia, B;; és la matriu identitat,
aixi que la matriu associada a f en aquestes bases té la forma

g_|0 0 ~ 1]0 0 ~ of _[1 O
o0 ~ 0[0 0 ~ ol |0 oO
[0 0 ~ 0|0 0 - 0

EXEMPLE 23.6.

-2 -2 -1 =2
SiA= {—4 -1 -2 —4}, trobeu bases de K* i K3, Bi B’, de manera que
4 =2 2 4

la matriu associada a 'aplicacio6 lineal f = AX siga de la forma B = [é 8]

La forma esglaonada reduida de la matriu A és
1 0 1/2 1
R=(0 1 0 O
00 0 O

Aixi que el rang de A és 2 i Bya = {(1,0,1/2,1),(0,1,0,0)} gs una base de
I'espai fila de A. D’altra banda, resolent el sistema lineal RX = 0, obtenim que
Brula = 1(—1/2,0,1,0),(—1,0,0,1)} és una base de I’espai Nul A. Aixi que

B=1{(1,0,1/2,1),(0,1,0,0),(-1/2,0,1,0),(—1,0,0,1)}
és una base de K*.

Les imatges dels vectors de la base B sOn

f (1,0,%,1) - (—%,—9,9)
£(0,1,0,0) = (=2,-1,~2)

L Algun dels blocs pot ser buit. Per exemple, si f és bijectiva, m = n =7 i B = By;.
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aixi que Begia = {(—9/2,-9,9),(—2,—1,—2)} és una base de I'espai columna.
Calculant-ne 'ortogonal, obtenim que Byya+ = {(—2,2,1)} és base de I’espai nul
esquerre. En definitiva,

-l

és una base de K?3.

,—9,9) (=2,-1,-2), (2,2, 1)}

N ©

1 000
La matriu de f respecte a les bases Bi B’ és B = Myggp = [O 1 0 O]. A

0 0 0O
més a més,
1 0 -1/2 -17"
—-9/2 -2 =2 1 0 0 O 0 1 0 0
A= -9 -1 2110 1 0 O 12 0 1 0
) 9 :2 lA 0 OYO OJ 1 o 0 1
My B=M gy . me )

FACTORITZACIO EN VALORS SINGULARS, DIAGONALITZACIO I FORMES REDUI-
DES DE SCHUR I DE JORDAN

Elegir la matriu B;; = I ens proporciona la soluciéo més senzilla, pero no la
més interessant. En comptes de la matriu més simple, convé trobar la matriu i
les bases que descriuen I'aplicaci6 f de la millor manera. Aquesta matriu és la
dels valors singulars i aquestes bases les dels vectors singulars.

En moltes aplicacions, pero, quan els dos espais K™ i K™ son iguals (és a dir,
quan n = m), convé més fer servir les mateixes bases als espais inicial i final;
en aquest cas, la matriu més convenient sera la diagonal dels valors propis o, si
aquesta diagonalitzacio no és possible, les factoritzacions de Schur i de Jordan.

Aix0 és el que estudiarem a la part final d’aquest curs.

23.3. RESuUM

Matriu del canvi de base en un espai vectorial

- Si By = {iiy, Uy, ..., Uy} i B, = {V), Vs, ..., Uy} SON bases de 'espai E i E’, la matriu
del canvi de base de B, a B, és

MBI’BZZ[ulyz uZBZ u"BZ]

Formula del canvi de bases en un espai vectorial

Up, = M31,32u31
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Matrius associades a una aplicacioé lineal

- Si B ={V,,Vy,...,U,} i B = {ily,Us,...,U,,} sonbasesde EiE' i f . E— E és
una aplicaci6 lineal,
la matriu de f respecte a les bases B i B’ és

Mf,B,B’ = [f(i}l)l%' f(ﬁz)s' f(vn)B’]
- Les coordenades de la imatge del vector ¥ respecte a la base B’ son
f({}')ﬂ, = Mf,B,B’i;B
Formula del canvi de bases per a aplicacions lineals

— -1
My 3, = Mgz Mrg, 5 My, g

En forma breu, A = QBP~L.

23.4. EXERCICIS

EXERCICI 23.1. Trobeu les matrius de canvi de base Mpc(i3) i Me sy, on C(K3)
és la base canonica de K3i8B = {(1,0,-1),(0,1,2),(1,0,3)}.
(solucio: pag. 634)

EXERCICI 23.2. Trobeu les matrius de canvi entre la base canonica de K,[x] i
la base B = {1,(x — a), (x — a)?} (a és un nombre real o complex qualsevol).
Feu servir el resultat obtingut per a justificar la féormula de Taylor d'un polinomi
qualsevol de grau 2 (centrada en a).

(soluci6: pag. 634)

EXERcICI 23.3. (a) Justifiqueu que els conjunts
By =1{(-3,2),(2,1)}, By =1{(-1,2),(2,-3)}
son bases de K.
(b) Trobeu les dues matrius de canvi de base entre aquestes bases.
(c) Del vector U sabem que vy = (1,1).
(d) Quines son les coordenades de ¥ respecte a la base B,?

(e) Quines son les coordenades respecte a la base canonica del vector v?
(solucio: pag. 635)

EXERCICI 23.4. Si B; i B, son dues bases de 'espai K", quina relaci6 hi ha entre
les matrius Mg , Mg, i Mg 5,7
(solucio: pag. 636)
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EXERcICI 23.5. De la transformacio lineal f sabem que la matriu M35, on B és

2 1 . , . ..
. Quina és la matriu canonica

la base B = {(1,1),(1,—-1)}, és Mygg = [_1 0

de f?
(solucio: pag. 636)

EXERCICI 23.6. Trobeu la matriu Mg, de I'aplicacio lineal

fiRo[x] — Ry[x]
p(x) ~ f(px)) =p'(x)—px)

respecte a la base B = {1, x,x?} i proveu que f és bijectiva.
(solucio: pag. 636)

EXERCICI 23.7. Trobeu la matriu Mz, de I'aplicacio lineal f : R? — R?, definida
com f(X) = (3x; + x»,x; + 3x,), respecte a labase B = {(1,—1),(1,1)}.
(soluci6: pag. 637)

EXERcICI 23.8. (a) Trobeu la matriu My 5, de I'aplicacio lineal

Ag+ a1x + a x> +azx3 ~  (ag+ay) + (a +ax)x + (a, + az)x?

respecte a les bases B; = {1,x,x + x2,1+x3}iB, = {1,1 + x,x + x?}

(b) Calculeu les coordenades respecte a la base B, de la imatge
F(2+2x +x%+ x3).

(c) Trobeu el nucli de f.
(soluci6: pag. 637)

1 1 1
, 2 1 2

EXERcICI 23.9. Donada la matriu A = 1 0 1l
4 2 4

(a) Determineu les dimensions del nucli i la imatge de la transformacio lineal
f(X) = AX.

(b) Trobeu una base, B;, de R3 que siga la unié d’una base de 'espai fila i una de
I’espai nul de A.

(c) Construiu també una base de R*, B,, de manera que la matriu de f respecte

0
. 0
a aquestes bases siga Mg 5, = ol
0

[N eNell
SO o~ O

(solucio: pag. 638)
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L’algebra lineal és la part de les matematiques que estudia les factorit-
zacions de les matrius com a producte d’altres matrius que tenen una
estructura determinada.

Moltes propietats i molts metodes de calcul en algebra lineal es poden interpretar
(o justificar) com estratégies de factoritzacié de matrius: 1’algorisme de Gauss,
aplicat a una matriu quadrada, és equivalent a obtenir una factoritzacié LU:
A = LU (triangular inferior per triangular superior); el métode d’ortonormalitzacio
de Gram-Schmidt ens proporciona una factoritzacié QR: A = QR (matriu amb
columnes ortonormals per matriu triangular superior).

La férmula del canvi de base en una aplicacié lineal també és la factoritzacio
d’una matriu: si A i B son matrius que representen la mateixa aplicacio lineal en
bases diverses, llavors A = QBP~!, on P i Q son matrius invertibles (les matrius
de canvi de base en els espais inicial i final de I'aplicaci6). Tenint aixo en compte,
sembla raonable preguntar-se per quines séon les bases més adequades per treba-
llar amb una aplicaci6 lineal i quines son les que ens proporcionen la matriu de
I'aplicacio més senzilla o, millor, la més adequada per descriure I’aplicacio.

Suposant que parlem d’aplicacions lineals entre K™ i K™, les millors bases
son les ortonormals, perqueé respecten la geometria dels problemes (distancies,
longituds, angles...); i les millors matrius son les diagonals, perque fan molt
facil I'algebra dels problemes. Aixi que obtindrem la soluci6 ideal si trobem
bases ortonormals per a les quals la matriu corresponent de I'aplicacio lineal és
diagonal (0, més ben dit, una matriu on tots els elements no diagonals son zeros,

1 0 . 1 0 O 10 L .
com ara, , pero també o |0 —2|, perque siles matrius
[0 —2} [0 -2 0} 0 0

no son quadrades no podem anomenar-les diagonals). En termes de matrius, si
f(X) = AX, aquesta soluci6 ideal consisteix a trobar dues matrius unitaries, U
iV, i una matriu amb tots els elements no diagonals iguals a zero, X, tals que
A = UZV*. Aix0 és possible sempre i aquesta factoritzacio és la descomposicio en
valors singulars de la matriu A.

Si f(X) = AX és una aplicacio lineal entre K" i K" (el mateix espai d’eixida i
d’arribada), encara sera més bona la solucio si hi fem servir la mateixa base, és a
dir, si trobem una base ortonormal (una matriu unitaria, U) i una matriu diagonal,
D, tals que A = UDU*.

Malauradament, aix0 només és possible amb algunes matrius especials (les
matrius normals), aixi que, si rebaixem una mica les nostres exigéncies, i ens
conformem amb trobar una base, encara que no siga ortonormal (és a dir una
matriu invertible, P), i una matriu diagonal, D, tals que A = PDP~! llavors trobarem
moltes més matrius per a les quals aixo és possible; aquestes séon les matrius
diagonalitzables.
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La part final del curs la dedicarem a justificar tot aixo i a mostrar els algorismes
que ens permeten factoritzar qualsevol matriu en valors singulars o diagonalitzar-
la (en cas que siga possible). Ho farem, pero, en I'ordre contrari (estudiarem
abans la diagonalitzaci6, perque la manera practica de trobar la factoritzaci6é en
valors singulars (i la prova de la seua existencia) requereix una diagonalitzacio).
Abans, pero, dedicarem un parell de llicons a I'estudi dels determinants de
matrius quadrades (no només de les d’ordre 2), perque, per a obtenir aquestes
factoritzacions, farem servir els determinants.
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LLICO 24. DETERMINANTS

J'ai trouve une methode pour éliminer
les lettres inconnues d’équations.
Presque toute la force du calcul algébric y est contenue

Gottfried Wilhelm Leibniz

En aquesta llic6é introduim els determinants. Probablement ja n’esteu
familiaritzat i coneixeu la seua utilitat per a resoldre els problemes que
hem anat estudiant al llarg del curs i també alguna técnica per a calcular-
los (si més no, quan treballem amb matrius 2 X2 o 3X3). Si és aixi, a hores
d’ara haurieu d’estar convencut que I’Us de les operacions elementals és
molt més practic que no el dels determinants.

En aquest curs en farem un estudi minim. En veurem les propietats
realment basiques i aprendrem a calcular-los, per tal de poder fer-los
servir en el calcul dels valors propis.

Tradicionalment s’ha donat molta importancia als determinants en I’algebra
lineal, perqueé ens proporcionen diversos criteris interessants (per a determinar el
rang d'una matriu, per a decidir si una matriu és invertible) i, encara millor, férmu-
les explicites (per a calcular, per exemple, les solucions d’un sistema d’equacions
o la inversa d’una matriu invertible). De fet, els determinants so6n anteriors a les
matrius (que varen ser introduides precisament per a generar determinants).!

En canvi, actualment els determinants tenen molts detractors, perque el calcul
d'un determinant requereix una gran quantitat d’operacions (fins i tot quan
treballem amb matrius de poques dimensions) i I'is d’altres técniques (com ara,
les operacions elementals i els algorismes del tipus Gauss) permet resoldre els
mateixos problemes amb molt menys esforc.

El que passa realment és que el determinant ha perdut la seua utilitat com
a eina de calcul, enfront d’aquestes técniques forca més eficients, pero encara
conserva un gran interes teoric, pel fet que proporciona formules explicites per
expressar les solucions dels problemes; a més a més, en altres arees —fora de
I’algebra lineal— hi té forca aplicacions.

D’altra banda, els valors propis (que seran I'’objecte de les darreres llicons
d’aquest curs) son les arrels del polinomi caracteristic, que és el determinant d’'una
matriu, aixi que a la part final del curs si que ens seran utils els determinants.

24.1. EL DETERMINANT D'UNA MATRIU

Hi ha diverses maneres equivalents de definir el determinant d'una matriu. Aci
farem servir la que més facilment ens permet de calcular-lo i provar les propietats
dels determinants, tot i que pot semblar una mica estranya, perque definim el
determinant a partir d’algunes propietats que té.

ID’aci el nom de matriu.
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DEFINICIO 24.1. (EL DETERMINANT D’'UNA MATRIU QUADRADA)

El determinant d'una matriu quadrada A, det A, és un nombre que verifica les
propietats seglients:

1. Si es permuten dues columnes de la matriu, aleshores el determinant
es multiplica per —1:

det[@, - d - d, = d,|=-det[d, -~ d, - 4 -~ d,]|

2. Si una columna de la matriu A és una combinacio lineal de dos vectors
llavors el determinant és combinacio lineal de dos determinants:

det[d, d, - oqd,+oeh, - d]

Q

= o det[d, d, oo dg|+oudet]d, d - b o d,

3. El determinant d’una matriu triangular superior és el producte de les
entrades diagonals:

ap; app o Aip
det| - " T =anancanm
0 0 Aun

= De la tercera condici6 de la definici6 es dedueix que el determinant de la
matriu identitat és igual a 1.

i El determinant no és una aplicacio lineal: en general, el determinant de
1A + x»B no és igual a x; det A + «, detB.
Noteu que la segona condici6é de la definici6é vol dir que el determinant
és lineal en cada columna de la matriu. Per aquest motiu, es diu que el
determinant és multilineal.

= El determinant de la matriu A es pot representar com det A o bé com |A|[;
1 -1
2 3
1 -1 1 -1

det o .

ey Yol 7
Al final d’aquesta llic6 enunciarem un teorema que justifica que aquesta

definici6 és correcta. Ara per ara, estudiarem les propietats més interessants dels
determinants i, tot seguit, calcularem el determinant d’'una matriu qualsevol.

Primer de tot, veurem com afecten el determinant les operacions elementals
per columnes i trobarem els determinants de les matrius elementals.

per exemple, si A = , el determinant de A el podem escriure com

detA, |A
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24.1.1. DETERMINANTS I OPERACIONS ELEMENTALS PER COLUMNES

La primera condicié de la definici6 fa referéncia directament a una operaci6
elemental del tipus permutacié. Aquesta condici6 podem reescriure-la com
det(AEl’J) = —detA.

= Una operacio elemental del tipus permutacio de dues columnes multiplica
el determinant per —1.

Per tant, elegint A = I, obtenim detE; ; = —1.

De la segona condicié podem deduir el que passa amb el determinant quan hi
fem una operaci6 elemental del tipus escalat:

det|d, d, - od; -~ d,|=det|d, d -~ o«d+0d; - d,]
- ﬁn]
+0det[d1 d, -~ a

e ]

q

= odet [ELI a,

QU
=
| S

N

= «det [ﬁ.l a,

és a dir, det(AE;(x)) = xxdetA.

= Una operacié elemental del tipus escalat d'una columna multiplica el deter-
minant pel factor d’escala.
I, elegint A =1, resulta que detE;(x) = «.
Per tal de determinar ’efecte d’'una operaci6 elemental del tipus reduccié hem

de provar abans una propietat senzilla.
PROPIETAT 24.1.

Si una matriu té dues columnes iguals, aleshores el determinant d’aquesta
matriu és zero.

Demostracio: Si suposem que d; = d;,

detAzdet[dl weodg o dyo dn]
= —det[d, -~ d; - & - d,|=—detA
Pero det A = — det A només és possible sidetA=0. o

Ara ja podem estudiar I'’efecte de 'operaci6 de reduccio:

det[d, dp - di+od; ~ d; - dy]
—det[a1 a, a; a an]
+ o det [a1 a a; a; ELn]
=det[d1 a, a; a; an]+ao

és a dir, det(AE; ;(cx)) = detA.
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= Una operaci6 elemental del tipus reducci6 per columnes no canvia el valor
del determinant.

[, elegint A = [, resulta que detE; ; (o) = 1.
En resum,

PROPIETATS 24.2. (DETERMINANTS I OPERACIONS ELEMENTALS PER COLUMNES)

1. Si permutem dues columnes de la matriu, el determinant no canvia:
detA = — det(AEl‘J)

2. Si s’escala una columna de la matriu, el determinant es multiplica pel
factor d’escala:
1
detA = = det(AE;(x))
3. Si a una columna se suma un multiple d’'una altra columna, el determi-

nant no canvia
detA = det(AE;;(x))

4. Els determinants de les matrius elementals son

detE;; = —1 detE;(x) = x detE;;j(x) =1 o

De tot aix0 es dedueix que el determinant del producte d’'una matriu A per
una matriu elemental és igual al producte dels determinants de les dues matrius:
PROPIETATS 24.3.

1. SiE és una matriu elemental llavors, det(AE) = det AdetE.

2. Sila matriu B s’obté a partir de la matriu A fent-hi diverses operacions
elementals per columnes, és a dir, si B = AE,E, - E,, llavors,

detB = det(AE,E;,...E,) = detAdetE, detE, ... detE,

Demostracio: La demostracio6 es redueix a una simple comprovacio. Per exemple,
det (AE; ;) = —1detA = detE; jdetA o

El que passa, en realitat, és que el determinant d’'un producte de matrius és
igual al producte dels determinants d’aquestes matrius (encara que no siguen
elementals). Aix0 ho veurem en 'apartat segilient.
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24.2. ELS TRES TEOREMES IMPORTANTS

Primer de tot, provarem la propietat més important d’aquesta unitat: una matriu
és invertible quan el seu determinant és diferent de zero.?

TEOREMA 24.4. (CARACTERITZACIO DE MATRIUS INVERTIBLES)

La matriu A és invertible si i només si detA # 0. '

Demostracio: Si A ésinvertible, aleshores sabem que A és un producte de matrius
elementals. Per tant, el determinant de A sera el producte dels determinants
d’aquestes matrius elementals. Pero com el determinant d’'una matriu elemental
no és zero, tampoc no ho sera el de A.

En cas contrari, és a dir, si A no és invertible, aplicant-hi operacions elementals
per columnes podem transformar-la en una matriu triangular una columna de la
qual només conté zeros. Per tant, el determinant de A és zero. o

Ara ja podem demostrar que el determinant del producte és el producte dels
determinants.
TEOREMA 24.5. (TEOREMA DE BINET)

Per a qualsevol parell de matrius d’ordre n, A iB, det(AB) = det AdetB. I

Demostracio:
Si B no és invertible, aleshores AB tampoc no és invertible, de manera que els
dos determinants, det(AB) i det B son iguals a zero i

detAdetB = detA -0 =0 = det(AB)

D’altra part, si B és invertible, podem escriure-la com un producte de matrius
elementals, B = E;E, ... E,,, de manera que

det(AB) = det(AE,E, ...E,) = detAdetE, detE,...detE, = detAdetB o

TEOREMA 24.6.

El determinant d’'una matriu A i el de la seua matriu transposada AT son iguals.'

Demostracio: Sila matriu A no és invertible llavors la transposada AT tampoc
no ho ésiels dos determinants son iguals a zero. I, en el cas que la matriu A siga
invertible, la demostraci6 també és obvia, perque les transposades de les matrius
elementals son matrius elementals del mateix tipus

ElT,j =E; E; ()T = E;(00) Ei ()T =Eji(x)
i, per tant, com que A és un producte de matrius elementals, A = E;E; ... E,,,

det AT = detE]}, ... detE] detE] = detE,, ... detE, detE; = detA o

2Aixi que una de les coses que determina el determinant és la invertibilitat.
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24.2.1. DETERMINANTS I OPERACIONS ELEMENTALS PER FILES

Del fet que el determinant d'una matriu coincideix amb el de la matriu transposada
es dedueix que tot el que hem fet fins ara treballant amb les columnes de la matriu
A es pot fer igualment treballant amb les files (perqué el determinant no varia si
es transposa la matriu), aixi que

PROPIETATS 24.7. (OPERACIONS ELEMENTALS PER FILES I DETERMINANTS)

1. Sies permuten dues files de la matriu, aleshores el determinant canvia
de signe.

2. Si una fila de la matriu A és combinacio lineal de dues matrius fila,
llavors, el determinant és la combinacio lineal de dos determinants:

A A A
Az Az Az
det A, + B, = «; det A; + o det B,
An A An

3. El determinant d’'una matriu triangular inferior és el producte de les
entrades diagonals de la matriu.

4. Si una fila es multiplica per una constant llavors, el determinant també
s’hi multiplica.

5. Si a una fila se li suma un multiple d’una altra, el determinant no va-
ria. o

24.3. CALCUL DE DETERMINANTS
24.3.1. CALCUL DE DETERMINANTS MITJANCANT OPERACIONS ELEMENTALS

Qualsevol determinant el podem calcular mitjancant I'algorisme de Gauss o
qualsevol altra combinacié d’operacions elementals per files i/o per columnes
que transforme la matriu en una de triangular o en una que siga clarament no
invertible. Com que sabem com es modifica el valor del determinant cada vegada
que hi fem una operaci6é elemental, al final del procés obtindrem el resultat
calculant el determinant d’'una matriu triangular superior (0 comprovant que es
tracta d'una matriu no invertible).
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EXEMPLE 24.1.

Calcul del determinant de la matriu A = {—

Mirarem de reduir la matriu a la forma triangular. Primer de tot, eliminem els
dos elements que hi ha davall a;;. Hauriem de sumar o restar a les files segona i
tercera 3/2 per la primera. Per a evitar I'is de les fraccions, pero, comencarem
multiplicant aquestes dues files per 2. Ara bé, cada vegada que multipliquem una
fila per 2 el determinant es multiplicara per 2, aixi que

2 3 5 1 2 3 5
detA=|-3 4 1| = 52 -6 8 2
3 2 -1 6 4 -2

Ara ja podem eliminar més comodament, sumant a la segona fila el triple de la
primera i restant a la tercera el triple de la primera (aixo no canvia el determinant):

1 2 3 5
detA = >3 0 17 17
0 -5 -17
Dividim la segona fila per 17:
2 3 5
detA = 17 0 1 1
22
0 -5 -17
I tornem a eliminar, sumant 5 vegades la segona fila a la tercera:
2 3 5
detA = 17 0 1 1
22
0 0 —-12

La matriu de la dreta ja és triangular, aixi que el seu determinant és el producte
de la diagonal:

detA = gZ(—lZ) =-102 o

EXEMPLE 24.2.

Calculeu el determinant de la matriu A =

Apliquem I’algorisme de Gauss:

1 -1 2 -1 1 -1 2 -1 |1 -1 2 -1
1 11 1 o 2 -1 2 lo 2 -1 2
detA=1, 906 1/7l0 4 -2 57 lo o o 170
> 03 1 o 2 -1 3 lo o o 1
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(perqueé la darrera matriu té dues files iguals i, per tant, no és invertible). o

En els dos exemples anteriors hem aplicat I'algorisme de Gauss, pero en
general és més eficient fer-hi servir les operacions elementals per files i per
columnes que resulten més convenients.

EXEMPLE 24.3.

-1 -2 1 0
. . -2 -4 2 1

Calculeu el determinant de la matriu A = 1 > 0 ol
0 2 00

Restant el doble de la primera columna a la segona columna obtenim

-1 0 1 0
=2 0 2 1
detA = 100 0
0 2 00
Ara sumem la primera fila a la tercera,
-1 01 0
=2 0 2 1
detA = 00 1 0
02 00
permutem les columnes segona i quarta,
-1 0 1 O
-2 1 2 0
detA = — 00 1 0
0 0 0 2
i ala primera columna li sumem el doble de la segona
-1 0 1 0
01 20
detA = — 00 1 o~ 2 o
0 0 0 2

24.3.2. DESENVOLUPAMENT PER UNA COLUMNA O PER UNA FILA

A continuacié deduirem una férmula recursiva per al calcul del determinant.
Aquesta formula redueix el calcul d'un determinant d’ordre n al calcul d'uns
quants (n) determinants d’ordre n — 1.

Calcularem els determinants 1 X 1, 2 X 2, 3 X 3 i aix0 ens portara a aquesta
formula general.

EL DETERMINANT 1 X1 Una matriu 1 X 1, A = ‘au
detA = an-

, és triangular, aixi que
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EL DETERMINANT 2 X 2 El determinant d’'una matriu 2 X 2 ja ’haviem definit,
alallic6 9 (apartat 9.5) com

ap; a4
det = agag — appds)
[am azz}
Ara comprovarem que la nova definicié ens dona el mateix valor per al deter-
minant; aplicarem aquesta definici6 (i alguna propietat que n’hem deduit) a la
i a a
matriu A = | 1t T2
daz; ap;

La primera columna de A la podem escriure com una combinacio lineal dels

dos vectors de la base canonica: (a;;,a»;) = a;;(1,0) + a,;(0,1). Per tant,

— 1 0 an

detA = an |:0:| + an |:1:| Ay
1 ayp 0 ayp

=a +a
1 0 Ao 21 ‘]. [25%]
i, permutant les dues files, ens quedara

_ 1 ap 1 ax
= an 0 ano a2 0 app

=apdz; —azdyz °o

EL DETERMINANT 3 X 3 En el cas d’'una matriu 3 X 3, A, la primera columna
es pot escriure com (a1, a»1,as3;) = a;1(1,0,0) + a»1(0,1,0) + as;(0,0,1). Aixi
que

1 ap ag 0 ap ap 0 ap ap

detA = ary 0 ary A3 + arq 1 dry dp3 + asy 0 dzy dAp3
0 az as 0 az as 1 a3 ass

L ap ag 1 ax as 1 a3 ass

=ayn |0 azp axp|—ax|0 ap ap|taz;|0 ap ag

0 az as 0 az as 0 ax ax

(els signes davant a,; i as; es justifiquen pel fet que en un cas hem fet una
permutacio de files i, en I'altre, dues). Ara, al primer determinant, restem a la
segona columna la primera multiplicada per a;», i a la tercera li restem la primera
multiplicada per a;s.

1 0 0 1 dyy dy3 1 a3y dsz
detA=ay; |0 ax daxp|—ax|0 app ap|+az|0 ap as
0 az as 0 as as; 0 ax ax
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Si fem el mateix amb els altres dos determinants, quedara

1 O 0 1 O 0 1 O 0
detA=a;; |0 ax daxp|—ax|0 a;p ap|+az|0 ap as
0 as as 0 as as 0 ax ax

a 1 0 ‘ . 1 0 +as, 1 0

0 A 0 A 0 As

Fixem-nos que les operacions elementals que cal fer per transformar la matriu

[(1) AO ] en triangular no modifiquen la primera columna ni la primera fila. Per
il

1 0

tant,
0 Aj

. Aix0 vol dir que

= ‘Ail

detA = a,, \AM] — ay \Am\ +as ]Agl\ (24.1)

EL DETERMINANT n X n La féormula 24.1 és molt interessant, perqueée redueix el
calcul d’un determinant 3 X 3 al de tres determinants 2 X 2 i perqué exactament el
mateix raonament que hi hem fet es pot utilitzar per a reduir 'ordre de qualsevol
determinant n X n:

1 ap - amm 0 ap - am 0 ap - am
detA = ay, 0 azg v Aan| o, 1 Az v Am| o am 0 Az v Agp
0 An?2 Ann 0 aAn2 Ann 1 aAn?2 Ann
1 ap — an 1 axp - axnm 1 any ~  apn
a - a a - a e - a
—ay, 0 22 1 0 12 |y rq, 0 12 n
0 an2 Ann 0 an2 vt App 0 Ap-12 An—1n
(els signes son alternats)
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 a -a 0 a a 0 a a
=an|’ 22 | g, Y 12 g, 12 n
0 ap = apn 0 ap = apn 0 ap-12 - Aup-1n
detA =ay, \AH\ —ay ‘An‘ + ot (=) a,, \AM\ (24.2)

En aquesta expressio, les matrius A;; son el resultat de suprimir les files i i j
de la matriu A.
DEFINICIONS 24.2.
Si A és una matriu quadrada, el menor complementari corresponent a I’ele-
ment a,; €s el determinant de la submatriu A,;;, obtingut eliminant la fila i i
la columna j de la matriu A.
El nombre ¢;; = (=1)i*J ‘Aij
a

Jjr

s’anomena cofactor corresponent a l'element

ije
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= El determinant det A es pot calcular sumant els productes de cada element
de la primera columna de A pels seus respectius cofactors, és a dir,

detA = a1ty + az1Cr1 + -+ aAp1Cnt

de manera que reduim el calcul d’'un determinant n X n al de n determinants
(n—1) X (n—1) ({2n — 1 operacions més, entre sumes i productes).

Aquest és el desenvolupament del determinant per la primera columna. Ara
bé, fent servir la propietat que la permutacié de dues columnes multiplica el
determinant per —1, es veu facilment que la férmula continua sent valida si en
comptes de la primera columna n’escollim qualsevol altra, aixi que

= El determinant det A es pot calcular sumant els productes de cada element
d’una columna (arbitraria) de A pels seus respectius cofactors, és a dir per
a qualsevol j,

detA = aljclj + aZJ'CZJ' + -+ anjcnj [u} (243)

Finalment, com que el determinant de la matriu és el mateix que el de la
transposada, si podem calcular-lo desenvolupant-lo per una columna, també ho
podem fer amb una fila.

i El determinant det A es pot calcular sumant els productes de cada element
d’una fila (arbitraria) de A pels seus respectius cofactors, és a dir per a
qualsevol i,

detA = ai1Ci + Ai»Ci» + -+ ainCip 0O (244)

Aquestes son les formules recursives per calcular el determinant; per exemple,
el determinant d’'una matriu 5 X 5 el podem reduir a cinc determinants 4 X 4;
cadascun d’aquests es redueixen a quatre determinants 3 X 3, i, aquests, a tres
determinants 2 X 2.

El fet que un determinant es pot desenvolupar per una fila o per una columna
es coneix com el teorema de Laplace.
TEOREMA 24.8. (TEOREMA DE LAPLACE)

Si A és una matriu n X n llavors el determinant de A es pot desenvolupar per
qualsevol columna o fila, és a dir,

det A — ayjC1j+ ApjCaj +  + Ay iCyj (per a qualsevol j,1 < j < n)
ai1Cin + apCip + -+ AinCin (per a qualsevoli,1 <i <n) o

EXEMPLE 24.4.

Calculeu el determinant de la matriu

N =
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Podem desenvolupar-lo per qualsevol fila o columna. Desenvolupant per la tercera

columna obtenim:

2 1 4
{1 0 1}:4‘ I

+2’2 1‘

51 -2 1 2 1 10

=4(1-1-2-0)—1(2-14+2-1)+2(2-0—1-1)
=2

Si elegim la segona fila,

2 1 4

1 4 2 4 2 1
I EU - R
o1 12 2 2 2 1

=—1(1-2-4-1)+0-1(22-1—1-(=2))
=-2

Observeu que I'eleccié d'una fila que conté un zero ens ha estalviat el calcul
d’un determinant.

24.3.3. L’ESTRATEGIA OPTIMA

Qualsevol metode per al calcul de determinants és molt ineficient, perque reque-
reix moltes operacions. Ara, dels dos metodes que hem vist aci, el de Gauss és
molt millor que no el d’anar desenvolupant el determinant per files o columnes,
com podeu veure a I'apéndix 24.7.1.

En qualsevol cas, si mai necessitem calcular un determinant, pot ser convenient
una combinaci6 dels dos metodes i, en general, de les propietats conegudes dels
determinants per tal de simplificar al maxim els calculs.

EXEMPLE 24.5.

Calculeu el determinant de la matriu A =

Aquesta matriu té diverses files i columnes amb només dues entrades no
nulles. Farem una operacié elemental per a aconseguir un nou zero en la primera
columna: la segona fila a la tercera (aixo no canvia el valor del determinant):

|Al =

OO = O
— NN
S - O w
NOON
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Ara, com que només hi ha una entrada no nulla a la primera columna,

1 3 2
desenvolupem el determinant per aquesta columna: |Aj]=—| 2 1 0.
-1 4 2
1 3 2
A la tercera fila li restem la primera, |A|]=—| 2 1 0.
-2 1 0
2 1
Desenvolupem per la tercera columna, |A| = —2 ’_2 1l
. - ) 2 1
i ala segona fila li sumem la primera |A| = —2 ‘0 2‘ =-8 o

24.4. EL TEOREMA QUE HO JUSTIFICA TOT

Hem comencat amb una definicié estranya, perqué no hem provat que hi ha una
manera d’assignar a les matrius quadrades un determinant que complisca les
propietats de la definici6 24.1.

Pero hem acabat trobant diverses formules recurrents per a calcular aquest
determinant. Aix0 vol dir que si existeix el determinant, el podrem calcular
amb qualsevol formula d’aquestes. Tot i aixo, estem segurs que el nombre que
calculem amb aquesta formula compleix les propietats que exigeix la definici6?
El teorema segilient respon afirmativament.

TEOREMA 24.9.
L’aplicacio det, que associa un nombre, detA, a cada matriu quadrada A,
definida recursivament com

det A — a SIA = [au] és una matriu 1 X 1
S (=D)'*ay detAy  siA ésuna matriun X n (n > 1)
compleix les propietats segtients:

1. Sies permuten dues columnes de la matriu, aleshores
det[d, - d; = d; = dn|=—det|d - d; -~ d; ~ dn]

2. Si una columna de la matriu A és una combinacio lineal de dos vectors
llavors

-

det[d, d, = o+ b, ~ dy|=oqdet|[d, d, - d; - d,|

+oodet|d, d, ~ b - dy)
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3. Si la matriu és triangular superior,

an a;z v Ain
O a e a
det 22 = a1y = Aypy

A més a més, aquesta és I'tinica aplicacio que compleix aquestes propietats.

Es a dir, que el determinant existeix, és tnic, i sabem com calcular-lo. o
A l'apéndix 24.7.2 provarem aquest teorema. I també mostrarem, a I’apén-
dix 24.7.3, una férmula explicita del valor del determinant.

24.5. RESUM

El determinant

- El determinant d'una matriu quadrada A (detA o ’A‘) és un nombre que verifica
les propietats segiients:

1. Si es permuten dues columnes de la matriu, aleshores el determinant es multi-
plica per —1.
2. Siuna columna de la matriu A és combinacio lineal de dos vectors llavors,
detA=det[d, .. oqd;+ooh .. d,]

- 7

= (; det [dl R PR ﬁn] + «, det [dl . by .. dn]
3. El determinant d’'una matriu triangular inferior és el producte de les entrades
diagonals de la matriu.
Teoremes importants
Matrius invertibles: A és invertible <= detA # 0
Teorema de Binet: det(AB) = detAdetB
Matrius transposades: detAT = detA
Determinants i operacions elementals

1. Si es permuten dues columnes o dues files llavors, el determinant es
multiplica per —1.

2. Si una columna o una fila es multiplica per una constant llavors, el
determinant també s’hi multiplica.

3. Si auna columna o una fila se li suma un multiple d’una altra, el deter-
minant no varia.
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Determinants de les matrius elementals

detE;; = —1 detE;(x) = « detE;j(xx) =1
Menors i cofactors

- Si A és una matriu quadrada, el menor complementari corresponent a I’element
a;; és el determinant de la submatriu A;;, obtingut eliminant la fila i i la columna
j de la matriu A.

- Elnombre ¢;; = (—1)"*/ detA,; s’anomena cofactor corresponent a I’element a;;.
Desenvolupament per una columna
detA = a,ljclj + aszZJ' + -+ a,njcnj

Desenvolupament per una fila

detA = a;Ci + aAirCi> + -+ AinCin

24.6. EXERCICIS

EXERCICI 24.1. Calculeu els determinants de les matrius segiients:

() [(1) _?] (b) [_Z Z] (0 [iti i;ﬂ

1 0 3 1 2 3 1 2 3
(d) |:2 1 4] (e) [4 5 6] ® |:4 5 6}
1 0 -1 3 1 2 2 1 0

(solucio: pag. 640)

EXERCcICI 24.2. Estudieu la invertibilitat de les matrius

Lo 23 s L1
@ A:[—3 1] (b) B= _g ‘21 _} ©@C=ly 06 1
2 03 1

(solucio: pag. 640)

EXERCICI 24.3. Calculeu els determinants segiients, cercant en cada cas el meéto-
de més eficient que pugueu trobar (la matriu de 'apartat (b) té n files).

v x x x l+x 1 1.1
1 1+x 1 .. 1
X
(@ det| i 32’ 32’ M) det| 1 1 1+x.. 1
x y z 1 1 1 . 1+x

(solucio: pag. 641)
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EXERCICI 24.4. Per a quins valors dels parametres son invertibles les matrius de
I’exercici anterior?
(solucio: pag. 642)

EXERCICI 24.5. Lamatriu A ’hem obtinguda, a partir de la matriu identitat fent-hi
les segiients operacions elementals:

1. Hem permutat les files segona i quarta.

2. Alafila tercera li hem sumat quatre vegades la primera.
3. Hem multiplicat la columna segona per —2.

4. Hem multiplicat la fila primera per 3.

5. Hem permutat les files primera i tercera.

Quin és el deteminant de A?
(solucio: pag. 642)

EXERCICI 24.6. Sabent que el determinant de la matriu 3 X 3 A és igual a 7,
calculeu els determinants segiients:

(@) detAT (b) det(2A) (c) det(E; 3A) (d) det(E;3(—5)A)
(e) detA? (f) detA™! (g) det(E>(3)A™1)

(solucio: pag. 643)
EXERCICI 24.7. Demostreu que la matriu
x+1 b'd
X x—1

és invertible (independentment del valor del parametre x) i calculeu-ne la inversa.
(soluci6: pag. 643)

0 1 0 0 O
0 00 20
EXERCICI 24.8. Calculeu el determinant de lamatriu {3 0 0 0 O0].
0 0 0 0 4
0 05 00

(solucio: pag. 643)

—3 2 1 2
5 0o 2 0
6 —4 2 1
L 4 1 -3 -4
(solucio: pag. 644)

EXERCICI 24.9. Calculeu el determinant de la matriu
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EXERCICI 24.10. (Determinant de Vandermonde) Calculeu el determinant de
la matriu de Vandermonde,

1z z5 - z¢
2 n
Zl Z e Z
detV(zg,z1,...,2y) = | 1 1
1 z, z2 - z¢

(solucio: pag. 644)

EXERCICI 24.11. La figura representa el parallelogram ABCD definit pels vectors
U, = (a,a,) i 1, = (ax,a»). Calculeu la seua area (restant a l'area del
rectangle gran AFCI les dels poligons exteriors a ABCD).

Expresseu el resultat que obteniu com un determinant.

H
I C
J - D a
oV
N2 B
& G
Vi ) ayp
A
v \F &a“’aﬂ ax a
A F

(solucio: pag. 646)

EXERCICI 24.12. Si A = LU és una factoritzaci6 LU de la matriu A, quina relaci6 hi
ha entre els determinants de les tres matrius A, L i U? (No és suficient la resposta
det A = detLdetU). Potser us convindra distingir si la factoritzacio6 és estricta o
no ho és.

(solucio: pag. 647)

EXERCICI 24.13. (a) Quina relacié hi ha entre el determinant de la matriu quadra-
da Aiel del'adjunta A*? (b) Proveu que sila matriu A és unitaria llavors el modul
del determinant de A és igual a 1. Deduiu que si la matriu A és ortogonal llavors
detA = +1. (c) Proveu que si la matriu A és hermitica llavors el determinant de A
és real.

(solucio: pag. 647)



24. Determinants 361

24.7. APENDIXS

24.7.1. COMPARACIO ENTRE EL METODE DE GAUSS I EL DE DESENVOLUPA-
MENT PER FILES O COLUMNES

En aquesta llic6 hem trobat dos métodes per a calcular el determinant: el metode
de Gauss i I'aplicacio6 recursiva d’alguna formula de desenvolupament per una
fila o columna. En aquest apendix esbrinarem quina estratégia resultara més
eficient. La millor manera de fer aquesta comparacio consistira en comptar el
nombre d’operacions que cal realitzar en cada cas.

En primer lloc, calcularem el nombre d’operacions necessaries per a calcular
un determinant pel métode de Gauss: Observem que per a canviar per zeros tots
els elements per sota a;; cal fer el segiient calcul: Canviar la fila A; (2 < i < n)
per A; — (a;;/a;1)A;. Aixi, per cada fila de la segona a la n, haurem de

1. Calcular a;;/aq;: una operacio.
2. Canviar a;; per zero: cap operacio.

3. Canviar a;;, 2 < j < n per a;; — (a;;/a;;)a;j: una suma i un producte per
cada j: 2(n — 1) operacions.

Aixo0 fa un total de 1 + 0 + 2(n — 1) operacions per cada fila, és a dir,
m-1)A+2mn-1)=m-1)+2(n-1)2

operacions per a reduir la primera columna. Es clar que per reduir la segona
columna caldra fer (n — 2) + 2(n — 2)2 operacions i aixi successivament. En
definitiva, per reduir A a la forma triangular les operacions que hem de fer son

[(n=D +2m = D2|+[(n=2) +2(n = 2)%| + - + [1 +2(1)?]
=[m-D+mn=-2)+-+1]
+2[(n—1)2+ (n—-2)2+ - +12]
n—-1)m n2n—-1)(n—-1)

== t—%

_nn-1U4n+1)
B 6

Finalment, cal multiplicar els n elements diagonals: n — 1 productes. Aixi
doncs,

= El nombre total d’operacions per calcular un determinant pel métode de
Gauss és
nn—14n+1)

—1+
6

Per a valors grans de n, aixo és aproximadament igual a 2n3/3.
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Vegem ara quantes operacions caldria fer per tal de calcular un determinant
d’ordre n aplicant successivament el métode de desenvolupament per una fila
fins a reduir-lo completament. A la férmula

detA = aljclj + aszZJ' + -+ anJCnJ

s’hi sumen n termes, és a dir, cal fer-hi n — 1 sumes. Cadascun dels termes que
hi sumem és un producte. Per tant, cal fer n productes on un dels factors és un
determinant d’ordre n — 1; en total, n — 1 sumes, n productes i n determinants
d’ordre n — 1. Aixi que, anomenant a,, el nombre d’operacions corresponent a
un determinant d’ordre n, el nombre d’operacions sera aquest:

a,=mn-1)+n+na,_,;

Aquesta és una recurréncia no lineal, i no és gens facil d'obtenir el valor exacte
de a,,; pero podem fer-ne una estimacio:

a,=m-1)+n+na,_,=2n+na,_,—1>na,_, >nn-1a,_, > - > n!

w  Per calcular el determinant desenvolupant per files cal fer més de n! opera-
cions.

El métode de Gauss és molt més rapid que el del desenvolupament per una
fila 0 columna, perqué n! és molt i molt més gran que 2n3/3.

De fet, aquesta diferéncia de velocitats és espectacular, com es veu al quadre
de la pagina segiient, que mostra el nombre exacte d’operacions que requereix
cada meétode (en el cas més desfavorable per als dos metodes, és a dir, que no
ens trobem cap zero que ens estalvie operacions) per a calcular els determinants
de matrius d’ordres 2,3, ..., 25.

24.7.2. DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 24.9
Provarem el teorema per inducci6 (sobre la grandaria, n, de la matriu A):
Demostracio de la condicié primera

1. Per a n = 1 aquesta condicié no té sentit (perque no hi ha columnes que
puguen permutar-se).

2. Per an = 2, la podem provar amb un calcul directe:

P B CA RN

det [G_iZ &1]
= A1pdp — Apaz = —det [al az]

3. Suposem que la propietat és certa per a les matrius (n—1) X (n—1) i mirem
de provar-la per a les matrius n X n. Hem de comparar els determinants
de les matrius

A=[5i1 - dy e d; ﬁn]’ Bz[al e dy e dg an]
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n | Gauss Desenvolupant per files
2 4 3
3 15 14
4 37 63
5 74 324
6 130 1955
7 209 13698
8 315 109599
9 452 986408
10 624 9864 099
11 835 108505110
12 1089 1302061 343
13 1390 16926 797 484
14 1742 236975164803
15| 2149 3554627472074
16 | 2615 56874039553215
17 | 3144 966 858672404 688
18 | 3740 17403456103284419
19 | 4407 330665 665962403 998
20 5149 6613313319248079999
21 5970 138879579704 209680020
22 | 6874 3055350753492612960483
23 7865 70273067330330098091 154
24 | 8947 | 1686553615927922354187743
25 | 10124 | 42163840398198058854 693624

(1 mili6)
(10 milions)

(42 quadrilions)

Nombre d’operacions en el calcul de determinants fent servir
el metode de Gauss i el de desenvolupament

per una fila o columna

detB =b11 det Bll — blZ det BlZ + -+ (_1)1+ibll’ det Bli

(24.5)

+ o+ (=1)'by;detBy; + - + (=1)1*"by, detBy,

En aquesta expressio, tots els termes que se sumen, excepte els correspo-
nents a les columnes k =iik = j, soOn

(_1)1+kb1k det Blk = —(—1)1+ka1k detAlk

perque by, = ay iles matrius By i A;; son iguals, amb una permutaci6 de
les columnes ii j.

Els altres dos termes son especials: by; = a,; i B;; 1 A; tenen les mateixes

columnes, pero en un ordre distint:



364 Capitol 6. Determinants

Az v Api-1 A2ip1 ... Qpjo1 Az Apjy1 - Aop |
Bli =

Ap1 7 Api-1 Api+1 -~ Apj—-1 Ani Apj+1 -~ Apy

A v Api-1 Az Apitl ... Apj-1 Aoj+1 ... dop |
Alj —

An1 " Ani-1 Ani Api+1 - Apj-1  A2j+1 - Apn

Per transformar A, ; en B,; cal fer j — i — 1 permutacions de columnes. Per
tant

(_1)1+ib1idetB1i = (_1)1+ia1j(—1)j7i71 detAU = —(—1)”1(11]- detAlj
De manera analoga,
(—l)HJledetBlJ = —(—1)1+ia1idetA1i

Aixi que, substituint en 'expressio 24.5,
detB = — an detAH + aqp detA12 + - = (_1)1+ja,lj detAIJ
+ - — (=D)'"ia,;detA; + - — (=1)'*"a,, detA,, = — detA
Demostracio de la condicié segona
1. Sin =1, det [(xlﬁ + (XZE] = od+ O(ZE = o det [(i] + o det [E]

2. Suposem que la propietat és certa per a les matrius (n —1) X (n —1) i
mirem de provar-la per a les matrius n X n. Considerem les matrius

[an - A o A apn - by o an
a e a . e a a s b . e a
A= | @21 2i 2n B= |22 2i 2n
LAn1 = Api " Apnp Apyp bni vt Apn
[ay -~ oqay+ oeby o ag,
c= % = dyt Y
LAn1 = XAyt ‘Xani Apn

Volem provar que detC = «; detA + , detB:
detC = C11 detCll + -+ (_1)1+icll’ detCli + -+ (—I)H"Cm detCln
Aci,

- tots els nombres ¢y, son iguals a a, excepte un: ¢y; = x3a;; + & bq;.
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- itots els nombres det C;; son iguals a o; det A, + «, det By, excepte
un: detC;; = detAy;.

Per tant,

detC =ai (0(1 detAH + & det Bll) —ap (0(1 detA12 + & det BIZ) + ...
+ (=D (oqay; + aobyy) detAy;
+ -+ (=D!""ay, (x; detAy, + x; detBy,)

= al(au detA;; —apdetA;, + ...
+ (—=1)'*iay; detAy; + -+ + (=1)'*"ay, det Ay, )
+ <a11 detB;; —a,p,detB;» + ...
+ (=1)'*iby; detAy; + - + (=1)'*"ay, detB,,)
Pero, si k # i, a;, = by i, amés, A;; = By, aixi que

detC = o; detA + x, detB

Demostracio de la condicié tercera

1. Sin =1, det [an] = aq; és (evidentment) el producte de la diagonal de la
matriu.

2. Sila propietat és certa per a les matrius (n — 1) X (n — 1) i A és una matriu

nxn,
Ay Qdpz = Aoy 0 axz = aoum

detA= a,; det A3 An | _ 50 det g3 Asn |y
0 0 - an, 0 0 - ap,

0 ax - am-

+(—1)"*"a,, det 0 as; = Az

0 0 - dpy

Per tant,
detA=aqax...ay, +0+ - +0

Aquesta aplicacié és I'inica que compleix les tres propietats, perqué en
aquesta llicé hem provat que, si existeix, aleshores es pot calcular fent servir
la féormula 24.4. o

24.7.3. EXPRESSIO EXPLICITA DEL VALOR DEL DETERMINANT

Finalment obtindrem una férmula (no recursiva) que ens proporciona explicita-
ment el valor del determinant d'una matriu. Aquesta féormula pot tenir interes
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teoric, pero, a la practica, no és util, perque els metodes de calcul que hem anat
veient a la llic6 s6n molt més eficients.

La deduirem en el cas de les matrius 3 X 3, pero el procés és perfectament
extrapolable a una matriu n X n qualsevol.

Es tracta de calcular el determinant de la matriu A. Com que el determinant
és multilineal i la primera fila de A és

[au a» alg]z[an 0 O]+[O a» 0]+[0 0 a13]

el determinant és

a; O 0 0 apn O 0 0 a3
detA = |a;; ap az|+|dx dx ax|+|dx dx Az
asz; dsp dadss as; dsp Aasz az; Az dss

a; O 0 0 apn O 0 0 ajz

=10 axp axg|t+lanx 0 ax|+lan ax 0

0 as ass az; 0 as3 az azp 0

Si ara apliquem la linealitat a les segones files d’aquests tres determinants ens
quedara

an 0 0 a 0 0
=10 Ao 0O|+1]0 0 a3
0 0 ass 0 asy 0
0 app 0 0 app 0

+ ary 0 O[+1]0 Ao 0

1 0 0 1 0 0
= aq11Aa32A33 01 0 +a11a23(l32 0 0 1
0 01 0
01 0 01 0
+a12a21a33 1 0 0 +0L12a23a31 0 0 1
0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1
+0L13a21a32 1 0 0 +a13a22ﬂ,31 01 O
01 O 0 0

Cadascun dels sis determinants d’aquesta darrera expressié ésiguala 1 o —1,
perque es tracta de matrius permutacié (permutacions de les files de la matriu
identitat). Com que aquestes matrius es poden obtenir com a productes de matrius
elementals del tipus permutacio, si cal un nombre parell de permutacions per
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transformar-les en la identitat, el determinant sera igual a 1; en el cas que en
calga un nombre senar, el determinant sera —1.

Per acabar de trobar la formula que cerquem, anomenarem P;j;, la matriu
permutacio que té els uns en (1,1), (2,j) i (3, k). Llavors, el determinant és

detA = a;1dryass det P123 + a|1an3asy det P132
+ a12a71a33 detPy3 + aypa03a3, detPy3;
+ ay3a;,1a3; detPsyp + agzaasz; detPsy;

Podeu comprovar facilment que aixo és igual a
detA = a;1a:a33 — A11a23a3 — A12A21A33 + A1203031 — A13021A32 T A1302203,

pero el que ens interessa és generalitzar aquesta formula a matrius de qualsevol
dimensi6. Per a fer aixo necessitem escriure adequadament les permutacions.

Una permutaci6 de n elements (per exemple, 1, 2, 3, ..., ) és una reordenacio
d’aquests elements, és a dir, una aplicacié bijectiva del conjunt {1,2,3,...,n} en
ell mateix. Per exemple, la permutacio 1342 és I’aplicacio

o(l)=1 o(2)=3 o(3) =4 o4) =2

El signe (o signatura) de la permutacio és 1 si el nombre de transposicions
(intercanvi de dos elements) necessaries per a transformar-la en la permutacio
identitat és parell i —1 en cas contrari. Per exemple, si o és la permutaci6 1342,
el seu signe és 1 perque fent un parell de transposicions la transformem en 1234:

1342 —» 1243 —» 1234

Naturalment, el signe de la permutaci6 és igual al determinant de la matriu
permutaci6 corresponent. En el nostre exemple,

100 0 1000 1L O0OO
sgloy =10 0 1O _ o100 _jo100_,
000 1 0001 0010
0100 0010 Jo0o01

Anomenem S,, el conjunt de totes les permutacions de 123 ... n. Aquest con-
junt té n! elements?® (hi ha dues permutacions de dos elements, sis permutacions
de tres elements, 24 de quatre elements, etc.).

Doncs bé, si repetim amb una matriu n X n, A, el que hem fet adés amb una
matriu 3 X 3 obtindrem que

3Si coneixeu una mica la teoria de grups, sabreu que S,, és el grup simétric.
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an 0 0 0 0 an 0 0 0 0
0 Ao 0 0 0 0 0 a3 0 0
detA=| +

0 0 0 0 ayl |0 0 0 0 a,,
0 00 — 0 ap
0 0 O Arp—1 0

4+ o+

ay; - 0 - 0 0

és a dir, una suma de n! termes: els productes de les entrades no nulles d’aquestes
matrius, amb els signes que corresponen a les permutacions corresponents: de
la permutaci6

detA= > sg(0)A15(1)A2002) - Ang(n) © (24.6)
gES,

= En el cas d'una matriu 2 X 2, aquesta féormula és la que ja coneixiem:

detA =sg(12)a,,a,» + sg(2l)a;»a»;
= andpp — Aappdy;

En molts textos es defineix el determinant amb la férmula (24.6).



LLIC(') 25. APLICACIONS DELS DETERMINANTS

L'examen de ces Formules fournit cette Régle génerale.
Le nombre des équations & des inconnues étant n,
on trouvera le valeur de chaque inconnue en formant n fractions
dont le denominateur commun a autant de termes qu'ily a
de divers arrangements de n_choses différents

Gabriel Cramer

En aquesta llicd (opcional) mostrem les aplicacions classiques dels deter-
minants dins I’algebra lineal: els calculs del rang i de la matriu inversa i
la regla de Cramer.

25.1. CALCUL DEL RANG D’'UNA MATRIU

En aquest apartat, A és una matriu m X n (no necessariament quadrada). Ja
sabem que el rang de A és igual al nombre de files linealment independents i, al
mateix temps, igual al nombre de columnes linealment independents. Per tant, si
rang A = 7, hi ha exactament 7 files linealment independents; si B és la submatriu
de A que formen aquestes v files llavors,

rangA =rangB = r

D’altra banda, B té exactament ¥ columnes linealment independents, aixi que si
C és la submatriu que queda quan ens quedem només amb aquestes columnes,

rangA = rangB =rangC =r

Aquesta matriu C és quadrada, v X 7, i de rang 7, de manera que C és invertible i
detC + 0.

El que hem provat és que si el rang de A és r llavors, A té una submatriu
quadrada 7 X v el determinant de la qual és no nul. I, evidentment, no hi pot
haver cap altra matriu quadrada més gran que també tinga el determinant no nul,
perque llavors hi hauria almenys » + 1 files linealment independents.

Tot aixo vol dir que podem identificar el rang d’'una matriu amb I'ordre de la
matriu quadrada més gran que tinga el determinant no nul:

PROPIETAT 25.1. (EL RANG D’'UNA MATRIU)

El rang d’una matriu A € M,,«,,(K) coincideix amb l'ordre de la submatriu
de A d’ordre maxim que té el determinant no nul.
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EXEMPLE 25.1.

Calculeu el rang de la matriu A =

El determinant d’aquesta matriu és

0 1 3 2 1 20 0 1 20 0
1 20 0 0 1 3 2 0 13 2
detA=1_1 o 1 0o/771=1 o010~ "o 21 o
0 -1 2 2 0 -1 2 2 0 -1 2 2
12 0 o0
o1 3 2
=7lo 0 -5 —4/=0
00 5 4

De manera que el rang de A no pot ser 4. D’altra banda,

2 00
2 1 0|=4
-1 2 2

aixi que el rang és 3. o

25.2. RESOLUCIO DE SISTEMES LINEALS: LA REGLA DE CRAMER

Quan un sistema lineal de n equacions i n incognites és determinat es pot resoldre
fent servir la regla de Cramer, que consisteix en una férmula per a cada una de les
incognites. Aquestes formules comporten el calcul de n + 1 determinants d’ordre
n, de manera que tenen poca utilitat practica (excepte en el cas de sistemes de
dues o tres equacions, el nombre d’operacions que cal realitzar és grandissim).
Ara bé, les formules de Cramer son utils en algunes demostracions teoriques
i, a més a més, permeten calcular alguna incognita ailladament (en algunes
aplicacions, d'un determinat sistema només ens interessara el valor d’alguna de
les incognites).

PROPIETAT 25.2. (REGLA DE CRAMER)

Si A és una matriu mvertlble i A(i) és la matriu que resulta de Substltulr la
columna i de A pel vector b, aleshores la solucié del sistema AX = b és

o = A
AL

i=1,2,...,n (25.1)
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Demostracié: Si AX = b aleshores,

n
b= del + dez + -+ xndn = Z XJC_iJ
Jj=1

aixi que
detA(i) = det[d, a, i, b o, dyn
=det|a; 4a ai-1 Z Xjdj Ai+1
Jj=1
= xdet [ﬁ1 d, iy dy dipr
+ X det [ﬁl dz ﬁ’l—l G_iZ di+l
+ X det [a1 C_iz o_il—l dl di+l
+ Xn det I:C_il c_iz [ii—l dn ﬁ’i-%—l
= xlO + X20 + -
+ X det I:dl Elz di—l di di+l
= x; detA
De manera que
_ detA(i)

*i T THetA

EXEMPLE 25.2.

Resoleu el sistema lineal B _ﬂ X = [ﬂ

Si el sistema AX = b és indeterminat i el rang A és k, encara podem resoldre’l
fent servir la regla de Cramer: elegim una submatriu invertible de A d’ordre k, A,.
El sistema lineal que resulta de suprimir les files de [A E] que no intervenen
en A, té les mateixes solucions que AX = b (perque té el mateix nombre d’'uns
principals i la resta de files en sén combinacions lineals). En aquest subsistema
es poden elegir com a principals les incognites corresponents a les columnes
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de A, i, passant les incognites no principals al segon membre ens quedara un
sistema que es pot resoldre mitjancant la regla de Cramer.
EXEMPLE 25.3.

Resoleu el sistema lineal

X1+ X2+X3=3
X1+ Xp—Xx3=5
3X1+3X2 +X3:11

Com que els rangs de la matriu de coeficients i el de I'ampliada sén els dos iguals
a 2, el sistema és indeterminat. Elegim una submatriu de A que siga invertible i
d’ordre 2. Per exemple, A; = [} 1, ], que correspon a les dues primeres files i a
les columnes primera i tercera de A. Per tant, suprimim la tercera equacio

X1+ X, +x3=3
X1 +X,—X3=5

i aillem les incognites principals. El sistema que en resulta és:

x1+x3=3—x2(:) 1 Lifx1] _ 3—x
X1 —X3=5-x I —=1f|x3 S—X

Resolent-lo per la regla de Cramer obtindrem:

3 — X> 1‘
5— X2 -1 -8 — 2X2
= = = _4 —
X 11 -2 2
1 -1
1 3 — X
1 5—x 2 1
X; = - = — = —
’ 1 1 -2
1 -1
aixi que la soluci6 general és aquesta: x; = -4 — &, X, = X, x3 = —1. ©

25.3. CALCUL DE LA INVERSA D'UNA MATRIU

DEFINICIO 25.1. (MATRIU DE COFACTORS) Si A és una matriu 7 X, la matriu de
cofactors de A, que representarem com cof A es defineix com la matriu formada
substituint cada entrada de A pel seu cofactor, és a dir,

Cn1 Cn2 - Cun
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TEOREMA 25.3.

Si A és una matriu invertible, llavors A~! = I% (cof A)T

Demostracio: SiA™! = [7(1 Xo .. ?cn] aleshores AA~! =1, de manera que
A[fc1 Ry o fcn] =1

0, equivalentment,

] 0 0
Az = |0, A=, ., Az, =|°
0 0 1

de manera que X; és la soluci6 del sistema AX = (1,0, ...,0), X, la del sistema
AX = (0,1,...,0), etc. Aplicant-hi la regla de Cramer,

1 ap ... a
. 1 0 ar» Aoy | _ 1

X117 FetA |... " detA Al
0 an ... apn
ar 0 .. aAip

x _ 1 ar 1 Arp _ 1 | |

217 detA | ... detA 12
an; 0 ... apn

i aixi successivament. o
EXEMPLE 25.4.

Justifiqueu que la matriu A = [i _11] és invertible i calculeu-ne la inversa.

La matriu A és invertible perqué det A = —3. La matriu inversa és

Al = 1 (COfA)TzL[:l _1] g

detA -3 1 2
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25.4. REsSuUM

El rang d’'una matriu

El rang d’'una matriu A € M,, ., (K) coincideix amb 'ordre de la submatriu de A
d’ordre maxim que té el determinant no nul.

Regla de Cramer

Si A és una matriu invertible i A(i) és la matriu que resulta de substituir la columna
i de A pel vector b, aleshores la solucio del sistema AX = b és

|AG)]

, i=1,2,...,n
|Al

X; =

Calcul de la matriu inversa
€11 €12 Cin
. . C C = C
- La matriu de cofactors és cof A = | 72! “22 n

Cnl Cn2 = Cnn

Si A és una matriu regular, llavors A=l = — (cofA)T.

25.5. EXERCICIS

01 1 4
. -3 1 =5 13

EXERcICI 25.1. Calculeu el rang de la matriu A = 1 0 > 3|
1 1 -1 7

(solucio: pag. 648)

EXERCICI 25.2. Discutiu el sistema i, si és possible, apliqueu la regla de Cramer
per a resoldre’l:

2X1 + 3XZ + 5X3 =10
3x1+7x, +4x3 =3
X1 +2x, +2x3=3

(solucio: pag. 648)

EXERCICI 25.3. Discutiu el sistema i, en els casos determinats, apliqueu la regla
de Cramer per a resoldre’l:

ax, +bx, +x3=1
x;+abx, +x3=>b
X1+bX2+aX3=1

(solucio: pag. 649)
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EXERCICI 25.4. Fent servir els determinants, justifiqueu que la matriu segiient,
A, és invertible i calculeu la matriu inversa A=1.

1 0 0
A=10 2 1
0 -1 2

EXERCICI 25.5. (Valors propis i vectors propis) Trobeu els valors del parametre
A per als quals la matriu

1-A =2 0

-1 1 2—-A

(solucio: pag. 650)

no és invertible i calculeu I'’espai nul de la matriu A, per a cadascun d’aquests
valors.

(soluci6: pag. 651)
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LLIC(') 26. ENDOMORFISMES I MATRIUS DIAGONALITZABLES

Give me that eigenvalue.
That, particle factoring, and a spectral decomp

Tony Stark

Un endomorfisme de I'espai E és una aplicacio lineal en la qual els espais
inicial i el final sén el mateix espai, E. Si E és de dimensio finita i f
un endomorfisme de E llavors, la imatge d’un vector U respecte a la
base B es pot calcular, com varem veure a la llicé 23, com un producte
matriu-vector, f(U)g = AUz (A és la matriu My 5 5). Si canviem de base
obtenim una expressié analoga, amb una altra matriu, B, que representa
I’endomorfisme referit a la nova base.

Al final d’aquella llico, ens preguntavem per la matriu més adequada o
per la base més convenient per representar I’endomorfisme.

En aquesta llicd, comencem a respondre aquelles qliestions.

La qiiestio que ens plantegem és aquesta: quina és la matriu més adequada (o
la base més convenient) per representar un endomorfisme. El problema és que
no hi ha una resposta unica, a aquesta qiiestié. Una resposta possible és aquesta:
des del punt de vista de I’algebra, la matriu més adequada és una matriu diagonal,
perque tot és molt més facil, amb una matriu diagonal. Pero, des del punt de
vista de la geometria, segurament, la millor base és una base ortonormal.

En aquest capitol ens centrarem en la primera resposta: cercarem els en-
domorfismes que es poden representar amb una matriu diagonal. En altres
paraules, si diem que dues matrius A i B son semblants quan representen el
mateix endomorfisme, cercarem les matrius que sé6n semblants a una matriu
diagonal.

26.1. MATRIUS DIAGONALITZABLES. VALORS PROPIS I VECTORS PROPIS

= Diem que dues matrius quadrades A i B sén semblants quan existeix una
matriu invertible P tal que B = PAP~!,

DEFINICIO 26.1.

Una matriu quadrada n X n, A, és diagonalitzable si és semblant a una matriu
diagonal, és a dir, si existeix una matriu invertible, P, i una matriu diagonal,

A, 0 - 0
D= 0 Az , tals que A = PDP~L,
0 0 - A,

Si passa aix0, com que la matriu P és invertible, el conjunt de les seues
columnes, B = {p,, P>, , Pn} és una base de K. A més a més, la relacio A =
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PDP~!, la podem escriure com AP = PD. Aix0, columna a columna, vol dir que

A, 0 - 0
I I . 10 A, -0
Alpr B2 = Bo| =[P B~ Bal|.
0 0 - A,
0 bé Aﬁl = Alﬁl’ AﬁZ = AZﬁZI Ty Aﬁn = Anﬁn

Aixi que la matriu A és diagonalitzable quan hi ha una base formada per vectors
que compleixen aquestes igualtats. Aquests vectors els anomenem vectors propis
de la matriu A.

DEFINICIO 26.2. (VECTORS PROPIS I VALORS PROPIS)

Siga A una matriu quadrada. El vector X # 0 és un vector propi de la matriu
A, associat al valor propi A, si AX = AX.

1 Per diagonalitzar una matriu necessitem trobar una base de I'espai K"
formada per vectors propis de la matriu.

w Totique A0 = 0, el vector 0 no és un vector propi de A, perqué en la
definicio s’exigeix que X # 0.

Vegem com hem de fer per calcular els valors propis i els vectors propis.
Perqué X siga un vector propi de la matriu n X n A, associat al valor propi A, han
de passar dues coses:

1. AX = AX
2. X+0

La primera condici6 podem reescriure-la com AX —AX = 0, 0bé, (A—AD)X = 0,
de manera que X és solucié d'un sistema d’equacions lineals homogeni, és a dir,
X ha de ser un element de 'espai nul de la matriu A — AL

DEFINICIO 26.3.

Si A és un valor propi de la matriu A anomenem espai propi o (millor) subespai
propi associat a A 'espai nul de la matriu A — Al. El representarem com E; (A):

Ex(A) = Nul (A — Al)

= Els vectors propis associats a A son tots els vectors de E, (A) tret del vector
Zero.

D’altra banda, perqueé es complisca la segona condicid, perque el sistema lineal
AX = AX tinga alguna soluci6 no nulla, ha d’haver-hi algun vector distint de zero
en I'espai E, (A), és a dir, cal que la matriu A — Al no siga invertible, la qual cosa
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significa que rang(A — AI) < n o que det(A — AI) = 0. Aquest determinant és un
polinomi en A de grau n (perque restem A a la diagonal de A). Per tant, els valors
propis soén les arrels d’'una equaci6 de grau n.

DEFINICIONS 26.4. (POLINOMI CARACTERISTIC I EQUACIO CARACTERISTICA)

El polinomi caracteristic de la matriu A és det(A — Al). L’equacio caracteristica
de la matriu A és det(A — AI) = 0.

= Els valors propis de la matriu A son les arrels de I'’equaci6 caracteristica.

A més a més, si dues matrius so6n semblants, llavors tenen els valors propis,
perque
PROPIETAT 26.1.

Si les matrius A i B son semblants, llavors les dues matrius tenen el mateix
polinomi caracteristic.

Demostracio: Siles matrius son semblants, existeix una matriu invertible, P, tal
que A = PBP~L, Llavors, el polinomi caracteristic de A és

det (A — AI) = det (PBP~1 — APIP~!) = det (P (B — Al P—l)
= detPdet (B— Al)detP~! =det(B—Al) ©

EXEMPLE 26.1.

Calculeu els valors i els vectors propis i estudieu la diagonalitzabilitat de la
-4 6
-3 5|

matriu A =

En aquest cas, '’equacio caracteristica,

—4—-A 6 _
det [ _3 5_ )\] =0
(=4-A)(5—-A)—6(-3)=0
A2—A—-2=0
(una equacio de segon grau).

Per tant, els valors propis son A; = —1 i A, = 2. Ara calcularem els subespais
propis corresponents:

- El subespai propi corresponent al valor propi A; és I’espai Nul [:g g] =
((2,1)).

- El subespai propi corresponent a A, = 2 és Nul [:g g] =(1,1)).
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Com que els vectors (2,1) i (1,1) so6n linealment independents, el conjunt
{(2,1),(1,1)} és una base de K2 formada per vectors propis de la matriu A:
la matriu A és diagonalitzable:

cERGR -

— : Y * Y
P D p-1

En 'exemple segiient veurem que el problema de la diagonalitzacio és essen-
cialment distint si treballem només amb matrius reals o si ho fem amb matrius
complexes.

EXEMPLE 26.2.
Calculeu els valors i els vectors propis i estudieu la diagonalitzabilitat de la
matriu

w3 o]

(a) considerant-la com una matriu real o (b) considerant-la com una matriu
complexa.

El polinomi caracteristic d’aquesta matriu és

-A 1
-1 -=A

‘=A2+1=(A—i)(2\+i)

de manera que, si la considerem com una matriu real, A no és diagonalitzable,
perque no té cap valor propi. En canvi, com a matriu complexa té dos valors
propis (i, —i), els subespais propis associats als quals s6n

Nul[__li _li]:((—i,l)) Nul[_li ﬂz((i,l))

Per tant, com a matriu complexa, A és diagonalitzable i

BRI i A

El problema de la diagonalitzaci6 és distint en els casos real i complex, perque
un polinomi (real o complex) sempre té arrels complexes, pero les arrels d’'un
polinomi real poden no ser totes reals. Per tant, hi ha matrius reals amb algun
valor propi no real.

i Una matriu amb entrades reals pot ser diagonalitzable com a matriu com-
plexa, pero no ser-ho com a matriu real, perque algun valor propi no és
real.
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En els dos exemples segiients, les matrius tenen tots els valors propis reals;
pero una és diagonalitzable i I’altra no.
EXEMPLE 26.3.

Calculeu els valors propis i els vectors propis de la matriu A = [

i estudieu si és diagonalitzable.

El polinomi caracteristic de la matriu A és

—5—-A 0 -6 -\ -6
3 1-A 3 =(1—)\)‘ 3 4_A‘=(1—A)(—2+A+A2)
3 0 4—-A
=(1-A)2(=2-2)
Per tant, els valors propis son A; =11 A, = —2.

Els subespais propis séon

-6 0 -6 1 0 1
Ep (A) =Nul(A-1) =Nul{ 3 0 3} = Nul {O 0 0] = ((0,1,0),(-1,0,1))
3 0 3 0 0 O

-3 0 -6 1 0 2
Ej,(A) =Nul(A+2[) =Nul| 3 3 3| =Nul|0 1 -1|=((-2,1,1))
3 0 6 0 0 0

Com que els tres vectors propis (0,1,0), (=1,0,1) i (=2,1,1) s6n linealment
independents, la matriu A és diagonalitzable i

-5 0 -6 0 -1 =271 O oyro -1 -2
3 1 31=11 0 1110 1 of1 O 1 o
3 0 4 0 1 1] [0 0 —-2f]10 1 1
. - PN - y ,

A A

~

D Pl

EXEMPLE 26.4.

3 0 —4
Calculeu els valors propis i els vectors propis de la matriu B = [3 -2 —6]
1 0 -1

i estudieu si és diagonalitzable.

El polinomi caracteristic de la matriu B és

3—A 0 —4
3 —2-2A -6
1 0 -1-A

—4

o a3 —A
=(=2 A)’ 1 -1-A

‘z (—2—=2A) (1 —2A+A?

=1 =23(=2-2)
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Per tant, els valors propis son A; = 1iA, = —2.
Els subespais propis séon

20 —4 1 0 -2

E, (B) =Nul(B— 1) =Nul |3 -3 —6]=Nul{0 1 0}=<(2,0,1)>
1 o0 -2 00 0
5 0 —4 1 0 0

E,,(B) = Nul(B+2I) =Nul |3 0 —B]ZNuI{O 0 1}=<(0,1,0)>
1 0 1 000

Tots els valors propis d’aquesta matriu son multiples de (2,0,1) o de (0, 1,0),
aixi que no és possible construir una base de K3 formada completament per
vectors propis. La matriu no és diagonalitzable. o

26.1.1. CRITERIS DE DIAGONALITZABILITAT

En els dos darrers exemples, el polinomi caracteristic és el mateix, (1—A)2(—2—2),
i, en conseqiiéncia, els valors propis també son iguals; tot i aix0, una de les matrius
és diagonalitzable i I'altra no ho és. El fet que el valor propi, A; = 1, siga arrel
doble del polinomi caracteristic sembla exigir que el subespai propi E,, tinga
dimensié dos (com passa a 'exemple 26.3 pero no al 26.4).

DEFINICIO 26.5. (MULTIPLICITAT ALGEBRICA I MULTIPLICITAT GEOMETRICA)

Si A és un valor propi de la matriu A,

- La multiplicitat algébrica de A, malg(A, A), és la multiplicitat de A com
a arrel del polinomi caracteristic.

- La multiplicitat geométrica de A, mgeo (A, A), és la dimensio del subespai
propi E;(A).

EXEMPLE 26.5.

Determineu les multiplicitats algeébriques i geometriques dels valors propis
als exemples 26.3 i 26.4.

En tots dos casos, el polinomi caracteristic és (1 — A)2(—2 — A). Per tant, les
multiplicitats algebriques s6n aquestes:

malg(1,A) =2 malg(1,B) =2
malg(—2,A) =1 malg(—-2,B) =1

Les multiplicitats geometriques son

mgeo(1,A) = dimE,(A) =2 mgeo(1,B) = dimE;(B) =1
mgeo(—2,A) =dimE_»(A) =1 mgeo(—2,B) =dimE_»(B) =1 =&
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Un altre fet clau de la diagonalitzaci6 és que unint les bases dels subespais
propis volem obtenir una base de K", aixi que caldra assegurar que aquestes
bases son independents. Aix0 és el que provarem tot seguit.

PROPIETAT 26.2.

La suma dels subespais propis de A és directa. I

Demostracio: Si A, Ay, ..., A,, sOn els valors propis distints de la matriu A, el
que volem provar és que la suma E,, (A) + E,, (A) + - + E, (A) és directa, és a dir,
que si X; € Ey (A), X, € Ey,(A), ..., X, €E, (A),i % + X, +~ + X, =0, llavors,
X =X,=-=%,=0. )

Per provar-ho, multipliquem I'expressio X; + X, + - + X, = 0 per A, A%, ..., AT~ 1

X+X++%=0
AR+ AXy + - +AX, =0
A%+ A2X, + -+ A2X, =0
AR+ ATTIR, e+ ATTIR, =0

Pero, com que els vectors son propis, aixo equival a
X +X,++% =0
)\15&1 + )\25&2 + -+ Ay)_éy = 6
3R+ A3%, + -+ AZX, =0
AT IR + AR, 4+ + AR, =0

Matricialment,
1 A ?\i e ATTE
. o 1 A, A3 - AxH
[xl X oo xr] oot 2 =0

1 A, A% )\5—1

¢ )
Y

A

La matriu A és invertible, perque és la matriu de Vandermonde amb parametres,
A, Ao, ..., A, distints. Aixi que

[551 552 . 551-] = O o
= Com a consequencia d’aquesta propietat,

dim (Ey, (A) + Ep, (A) + - + Ey (A)) = dim Ey, (A) + dim Ey,(A) + -~ + dim E; (A)
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i el que ha de passar, perque la matriu A siga diagonalitzable, és que qualsevol
vector siga combinaci6 lineal dels vectors propis, és a dir, que aquesta suma
directa ompliga tot 'espai (K" = E, (A) @ E,,(A) ® - & E, (A)). Per tant,

PROPIETAT 26.3. (PRIMERA CARACTERITZACIO DE LA DIAGONALITZABILITAT)

Una condicio necessaria i suficient perqué la matriu n Xn A siga diagonalitzable
(com a matriu complexa) és que la suma de les multiplicitats geométriques de
tots els valors propis siga n.

Una condicio necessaria i suficient perqueé la matriu real n X n A siga diago-
nalitzable (amb matrius reals) és que tots els valors propis siguen reals i la
suma de totes les multiplicitats geométriques sigan. o

La matriu A de I'’exemple 26.3 és diagonalitzable perque
mgeo(1,A)+mgeo(—2,A) = 3. En canvi, en el cas de la matriu B de I'exemple 26.4,
mgeo(1,B) + mgeo(—2,B) = 2 i per aix0, B no és diagonalitzable.

D’altra banda, també es pot provar que les multiplicitats geomeétriques mai
no so6n més grans que les multiplicitats algebriques:

PROPIETAT 26.4.
Si Ay és un valor propi de la matriu A llavors, 1 < mgeo(A;) < malg(A,).

Demostracio: Que les multiplicitats son majors que zero és obvi, perqué hi
ha algun vector propi. D’altra banda, com que E, (A) = Nul(A — A) i K* =
Nul(A — A4I) @ Fil(A — A1), podem construir una base de R" fent la unié d'una
base de I’espai nul i una altra de I’espai fila. Si la multiplicitat geomeétrica de A,
és m,

B={ ‘ﬁl, ,ﬁmj , \ﬁmﬂ, N VA

Base de NGJ(A —A;D) Base de Fﬁ(A - A D
Aleshores, la matriu A és semblant a

A, - 0]0 - 0
L 0 - A |0 - 0
A= 0O - 0

0O - 0

Aixi que el polinomi caracteristic és

det(A” — Al) = det 5 ?\10— ALO O | = (A, = M) det(B — AI)
B— Al
0 0
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i la multiplicitat algebraica de A; és, almenys, igual a m. o
DEFINICIO 26.6.

Direm que un valor propi de la matriu A, A, és geométricament complet (o
semisimple) si malg(A,A) = mgeo(A,A).
Els valors propis que no sén geometricament complets s’anomenen defectius.

PROPIETAT 26.5.

Una condicio necessaria perqué la matriu n X n A siga diagonalitzable és que
tots els valors propis de A siguen geométricament complets. o

Aquesta condicié també és suficient en el cas complex, perqué la suma de les
multiplicitats algébriques sempre és igual a ’ordre de la matriu. En el cas real,
cal afegir també la condicié que els valors propis siguen reals.

TEOREMA 26.6. (SEGONA CARACTERITZACIO DE LA DIAGONALITZABILITAT)

- La matriu quadrada complexa A és diagonalitzable si i només si tots els
valors propis de A son geométricament complets.

- La matriu quadrada real A és diagonalitzable (amb matrius reals) si i
nomes si tots els valors propis de A son reals i geométricament complets.

Demostracio: Segons el teorema fonamental de I’algebra, si p(x) és un polinomi
complex de grau n llavors, la suma de les multiplicitats de totes les arrels de p(x)
és igual a n; aixo, en el nostre context, significa que la suma de les multiplicitats
algebriques de tots els valors propis d'una matriu n X n és igual a n.

Aixi que, si tots els valors propis son geomeétricament complets aleshores, la
suma de les multiplicitats geomeétriques també és igual a n i la suma directa dels
subespais propis és tot 'espai C"*. o

Segons aquesta propietat, per provar la diagonalitzabilitat hem de comprovar
que tots els valors propis compleixen la igualtat mgeo(A, A) = malg(A, A); tot i
aixo, quan la multiplicitat algebrica d’un valor propi és igual a 1 aquesta propietat
es compleix automaticament.

El quadre segiient mostra el procediment practic per estudiar la diagonalitza-
bilitat.
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Estudi de la diagonalitzabilitat d’'una matriu A

1. Resoleu I'equaci6 caracteristica det(A — AI) = 0.

Les arrels d’aquesta equacio son els valors propis.

Les multiplicitats d’aquestes arrels son les multiplicitats alge-
briques corresponents.

= En el cas real: si algun valor propi no és real llavors, la
matriu A no és diagonalitzable.

= Si les multiplicitats algébriques de tots els valors propis
son iguals a 1 llavors, la matriu és diagonalitzable.

2. Calculeu les dimensions dels subespais propis E, (A).

= Aquestes dimensions so6n les multiplicitats geometriques
dels valors propis.

3. Estudieu si cada valor propi amb multiplicitat algebrica més gran que
1 és geometricament complet, és a dir, si les multiplicitats algebrica i
geometrica coincideixen.

i Sj és aixi, la matriu és diagonalitzable; en cas contrari, no ho és.

Diagonalitzacioé d’'una matriu A

En cas que la matriu siga diagonalitzable,

4. La matriu D és la diagonal dels valors propis,

A, 0 - 0
D 0 Ay 0
0 0 - A,

(repetits tantes vegades com indique la seua multiplicitat).
5. Cerqueu una base de cada subespai propi.

6. Construiu la base B com a uni6 de les bases que heu obtingut,
B = {ﬁl,ﬁz,...,ﬁn},ilamatriuP= I:ﬁl ﬁZ ﬁn]

i Pareu compte que I'ordenacio dels vectors i els valors propis ha de
ser coherent: cada p; ha de ser un vector propi associat al valor
propi A;.
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EXEMPLE 26.6.
Estudieu la diagonalitzabilitat amb matrius reals de la matriu

120 0
210 o
A=l 0 0 0 -1

00 0 -1

L’equacio caracteristica és

1-A 2 0 0

1A 2 0
—2 =2 0 0 1 o Al—2 1-a o0 |=o0
0 0 -A -1 . AN
0 0 0 -1-a
1A 2
(:)—A(—l—?\)‘_z 1—)\‘_0

= —A(—-1 —2\)((1 — )2 +4) =0

Aixi que els valors propis son A; =0, A, = =1 A3 =1+ 2iiA; =1 —2i. Tots els
valors propis tenen multiplicitat algebrica 1.

Aquesta matriu no és diagonalitzable (amb matrius reals) perque no tots els
valors propis son reals. o
EXEMPLE 26.7.

Estudieu la diagonalitzabilitat amb matrius complexes de la matriu

120 0
210 o
A=l 0 0 0 -1

00 0 -1

Com hem vist a ’exemple anterior, els valors propis séon A; = 0, A, = —1
A3 =1+2iiAy =1 —2iitotes les multiplicitats geometriques son iguals a 1.

Aixi que aquesta matriu és diagonalitzable. Si volem diagonalitzar-la, hem de
calcular una base de vectors propis. Els espais propis s6on

Ey(A) = Nul(A — 0I)

120 0 100 0
210 0 0100

=Nu| g o 0 1l =M o o 1| =0.0,1,00)
000 -1 0000
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E_,(A) = Nul(A + 1I)

T2 2 0 0
-2 2 0 0
=Nulb g
[ 00 0 O
T 0 0 0
_ 01 0 o0f_
=Nu|g o | _;|=0,0,1,1))
0 0 0 0
Ej40i(A) = Nul(A — (1 +2D)I)
—2i 2 0 0 1 i 00
-2 =2 0 0 00 1 0
=Ny g ci—ai o1 [T 0 0 g
. 0 0 0 -2 —2i 00 0 O
=((-i,1,0,0))
E;_5(A) = Nul(A — (1 - 2))
r2i 2 0 0
—2 2 0 0
=Nulb g o S12i 41
[0 0 0 —2+42i
1T —-i 0 0
0 0 1 0 _
=Nl o o 1|7 (010,00
0 0 0 0

Podem construir una base formada per vectors propis elegint-ne un en cada
espai propi. Per exemple, B = {(0,0,1,0),(0,0,1,1),(-i,1,0,0), (i,1,0,0)},ila
matriu A es pot factoritzar d’aquesta manera:

1 2 0 0 0 0 —i i1[0 O 0 0 0 0 —i i
-2 1.0 0| _|0 0 1 1/|0 -1 0 0 0 0 1 1 .
0 00 -1 1 1 0 o0]]0 O 1+2i 0 1 1 0 O
0 0 0 -1 01 0o oflo o 0 1-2iJlo 1 0 o
X o ; ’ 5 “ o

26.2. ENDOMORFISMES DIAGONALITZABLES

Si E és un espai vectorial, un endomorfisme és una aplicacio lineal f : E — E. Els
valors propis i els vectors propis de 'endomorfisme f es defineixen de manera
similar als valors propis i els vectors propis d’una matriu: el vector ¥ # 0 és un
vector propi de I'endomorfisme f, associat al valor propi A, si f (V) = AD. Si E és
de dimensio6 finita, els valors propis de f so6n els mateixos que el de les matrius
associades a f.
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DEFINICIO 26.7.

L'endomorfisme f és diagonalitzable si existeix una base de E formada per
vectors propis de f.

Si E és un espai de dimensio finita i un endomorfisme de E, f, és diagonalitza-
ble llavors, qualsevol de les matrius que el representen és també diagonalitzable;
perque, si B; és una base de E i Alamatriu de f respecte alabase B, (A = My 5 3 )
llavors, si f és diagonalitzable, hi haura una altra base B, = {?v, Vs, ..., U, } tal
que la matriu D = My 5, 5, sera diagonal, ja que

f('l_jl) = Alﬁl = Alﬁl + 0'[72 + -+ O'Dn Al O 0

f(l_jz) = Azﬁz = 01_;1 + )\2172 + -+ Oﬁn 0 /\2 0
= Mfﬂgz‘Bz =

0 0 -~ A,

f (0, = A, 0, =00, + 00, + - + A, U,

Llavors, si P és la matriu de canvi de base P = Mg g, tindrem que A = PDP~1, la
qual cosa significa que la matriu A és diagonalitzable.

De manera semblant es prova la propietat reciproca: si A és la matriu asso-
ciada a I'endomorfisme f respecte a alguna base, i A és diagonalitzable llavors,
I’endomorfisme f és diagonalitzable.

ww Un endomorfisme en I'espai de dimensio finita E és diagonalitzable si i
nomes si, donada una base qualsevol, B, la matriu A = M 5 5 és diagonalit-
zable.

A més, els valors propis de la matriu A coincideixen els valors propis de
I'’endomorfisme f.

Si 'endomorfisme f, en 'espai de dimensio finita E, és diagonalitzable llavors,
les imatges de qualsevol vector referit a una base de vectors propis es calculen
simplement escalant cada vector propi en la mesura del valor propi corresponent:

f((Xll_}l + 0(252 + -+ O(nvn) = 0(1)\1171 + 0(2)\2172 + -+ anAnﬁn

-4 6
-3 5
valors propis sén —11i 2 i els subespais propis, E_; = ((2,1)) i E, = ((1,1)),

Aixi, si A = [ ] (la matriu de I'exemple 26.1) i f(X) = AX), com que els

f(‘xl(zl 1) + 0(2(11 1)) = _10(1(21 1) + 20(2(1’ 1)
Geometricament, 1'orientacié del vector (2,1) s’inverteix i el vector (1,1) es

duplica, aixi que les imatges canvien de sentit en la direccié (2, 1) i es fan el doble
de llargues en la direcci6 (1,1).
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—4 06].
f(x)f{_3 5:|X
it = py + p» 2p;
p»
- S N L /A
P1 J@i) =—-p; + Zy/

EXEMPLE 26.8.
Demostreu que I'endomorfisme

fiRy[x] — Ry[x]
a+bx ~ f(a+bx)=(5a—6b)+ (3a—4b)x

és diagonalitzable i trobeu una base B tal que M 5 5 siga diagonal.

Primer de tot, cercarem la matriu de f respecte a la base canonica de R;[x],
C(Ry[x]) ={1,x}:

f(1)=5+3x _oa_|5 -8
f(x)=-6—4x 3 —4

L’endomorfisme f sera diagonalitzable si ho és la matriu A. L'equaci6 caracteris-
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tica d’aquesta matriu és

‘S—A -6

— 2 _A_92 —
; _4_2\‘—0@;\ A-2=0

aixi que els valors propis sén —1 i 2. Com que la multiplicitat algébrica de tots
dos és igual a 1, la matriu A (i I'endomorfisme f) és diagonalitzable.
Els espais propis de la matriu A s6n

5+1 —6 6 —6 1 -1
E_l(A)=Nul[ 3 _4+1]=Nul[3 _3}=Nul[0 0}=<(1,1))

5—-2 -6 3 —6 1 -2
E>(A) :Nul[ 3 _4_2] = Nul [3 —6} = Nul |:0 0} =((2,1))

Aix0 vol dir que
A_12_12—101271
Tl o171 1] o 2f|1 1

Pero ara no ens interessa la diagonalitzacié de la matriu A, sin6 la de I’en-
domorfisme f. Que els vectors (1,1) i (2,1) siguen vectors propis de la matriu
A, associats als valors propis —1 i 2, vol dir que els polinomis p;(x) = 1 + x
i po(x) = 2 + x sbn vectors propis de 'endomorfisme f, associats als valors
propis —11i 2. Per tant, B = {1 + x,2 + x} és una base de R,[x] tal que

S +x)=-1(1+x), fR+x)=22+x) o

26.3. REsuMm

Matrius diagonalitzables
- Les matrius A i B son semblants si hi ha una matriu invertible P tal que A = PBP~L.

- Una matriu n X n A és diagonalitzable si és semblant a una matriu diagonal.

Ay 0 - 0
L. . 1 0 A, = 0

ww A és diagonalitzable < A =PDP~!, D =| "
0 0 - A,

Valors, vectors i subespais propis
- X és un vector propi de A associat al valor propi A si ¥ = 0 i A% = AX.

= A és diagonalitzable si i només si hi ha una base de E formada per vectors
propis de A.

- El subespai propi (o I'espai propi) de A associat a A és Nul(A — AI).
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L’equacio6 caracteristica

- L’equacio caracteristica de A és det (A — AI) = 0.

ww Els valors propis son les arrels de ’equaci6 caracteristica

- Multiplicitat algebrica de A: multiplicitat de A com a arrel de I'’equacio
caracteristica.

- Multiplicitat geométrica de A: dim Nul(A — Al).

Les multiplicitats algeébriques mai no s6n més petites que les geomeétriques:

0 < mgeo(A) < malg(A), VA € o(A)

Un valor propi A és geométricament complet (0 semisimple) si mgeo(A) =
malg(A).

Criteris de diagonalitzabilitat
Cas complex: A és diagonalitzable si i només si
— Tots els valors propis son geomeétricament complets.
Cas real: A és diagonalitzable si i només si
— Tots els valors propis son reals i geometricament complets.

Diagonalitzaci6
Estudi de la diagonalitzabilitat
1. Resoleu I'equaci6 caracteristica det(A — AI) = 0.
- Les arrels d’aquesta equaci6é son els valors propis.

- Les multiplicitats d’aquestes arrels son les multiplicitats algeébriques.

= en el cas real, si algun valor propi no és real llavors,
la matriu A no és diagonalitzable. o©

2. Si les multiplicitats algébriques de tots els valors propis sén iguals a 1
llavors, la matriu és diagonalitzable. o

3. Calculeu les multiplicitats geometriques:

mgeo A, A) = dimE, (A) = n —rang(A — AI)

4. Siles multiplicitats algebriques de tots els valors propis son iguals a les
multiplicitats geometriques la matriu és diagonalitzable;

en cas contrari, la matriu no és diagonalitzable. o
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Diagonalitzacio de la matriu

En cas que la matriu siga diagonalitzable,

AL O -0
5. La matriu D és la diagonal dels valors propis, D = O A 0
00 A,

(repetits tantes vegades com indique la seua multiplicitat).
6. Cerqueu una base de cada subespai propi.

7. Construiu la base B com a uni6 de les bases que heu obtingut,
B = {ﬁh ﬁZl LR ﬁnh
ila matriu P = [ﬁl po - ﬁn].

w  Ordeneu els vectors i els valors propis de forma coherent:
cada p; ha de ser un vector propi associat al valor propi A;.

Endomorfismes diagonalitzables
- ¥ ésun vector propi de f associat al valor propi A si U # 01 f(¥) = AD.

- Un endomorfisme f : E — E és diagonalitzable si hi ha una base de E
formada per vectors propis de f.

- Si A = My g4 éslamatriu de f respecte a una base B,
f és diagonalitzable si i només si A és diagonalitzable.

w  Els valors propis de f son iguals als valors propis de A.

26.4. EXERCICIS
MATRIUS DIAGONALITZABLES

EXERCICI 26.1. Estudieu si son diagonalitzables les matrius

(@ [_g _‘75} o) [_i ﬂ

En cas que ho siguen, diagonalitzeu-les.
(solucio: pag. 652)

EXERCICI 26.2. Estudieu si les matrius
40 -4 1 21 111 000
(a)A:[—13 2] (b)B=|:O—11:| (C)Cz[lll] (d)O:[ooo]
10 0 0 03 111 000

son diagonalitzables. En cas que ho siguen, diagonalitzeu-les.
(solucio: pag. 652)
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EXERCICI 26.3. Determineu per a quins valors del parametre a és diagonalitzable

la matriu real
a —a 6
A=1]0 1 3
o 1 -1

EXERCICI 26.4. Proveu que si la matriu complexa n X n A té n valors propis
distints, llavors aquesta matriu és diagonalitzable.

(solucio: pag. 654)

(solucio: pag. 655)

EXERCICI 26.5. Determineu per a quins valors del parametre a és diagonalitzable
la matriu
1 0 1
A=10 a O
a 0 a
Diagonalitzeu-la en el cas a = 0.
(solucio: pag. 656)
EXERCICI 26.6. Proveu que els valors propis d’'una matriu triangular son els
elements de la diagonal principal d’aquesta matriu.

(soluci6: pag. 657)

EXERCICI 26.7. Proveu que la matriu n X n

1 1 1
Azll 1
1 1 1

és diagonalitzable i trobeu dues matrius P, invertible, i D, diagonal, de manera
que A = PDP~! (podeu inspirar-vos en un exercici anterior).
(soluci6: pag. 657)

EXERCICI 26.8. Una matriu escalar és una matriu diagonal amb totes les entrades
diagonals iguals, és a dir, una matriu de la forma al.
Proveu que les iniques matrius diagonalitzables que tenen només un valor
propi son les matrius escalars.
(solucio: pag. 658)

ENDOMORFISMES DIAGONALITZABLES

EXERCICI 26.9. Estudieu si son diagonalitzables els endomorfismes de R? o R3
seguents:

(a) f(xl, Xz) = (2X1 — X, _4X1 + 2X2)
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(b) f(xy,x7) = (x; +ax,,ax,) (segons els valors de a € R)
(c) f(x1,x2,x3) = (3x; + 2x5 +4x3,2x, + 2x3,4x; + 2x» + 3Xx3)
(d) f(x1,%2,x3) = (—x1 — 3xp — 9x3,5X, + 18x3, —2X, — 7X3)
(e) f(xy,x2,x3) = (2x1 + 5x, + 6x3, —3x, + 2x3,5X3)
®) f(x1,x2,x3) = (X1 + X2, =X + Xp,5X3)
(solucio: pag. 658)

EXERCICI 26.10. Estudieu si els endomorfismes de R3

F(x1,Xx0,x3) = (=2x1, %1 + X5, X1 + X2 + X3)

g(x1,x2,x3) = (—2x1, X1 + X2, X1 + X3)

son diagonalitzables. En cas que ho siguen, trobeu una base de vectors propis.
(solucio: pag. 661)

EXERCICI 26.11. Estudieu sil’endomorfisme de l'espai M, (R) definit per f(A) =
A + AT és diagonalitzable. En cas que ho siga, trobeu una base de vectors propis.
(solucio: pag. 662)

EXERCICI 26.12. En aquest exercici trobem un endomorfisme diagonalitzable en
un espai de dimensio infinita.

(a) Demostreu que I'endomorfisme de K;[x] f3(p(x)) = p(x) + xp’(x) +p"'(x)
és diagonalitzable i trobeu una base de K;[x] per a la qual la matriu de f és
diagonal.

(b) Demostreu que I'endomorfisme de K, [x] f,,(p(x)) = p(x)+xp'(x) +p" (x)
és diagonalitzable.

(c) Demostreu que I'endomorfisme de K[x] f(p(x)) = p(x) + xp'(x) + p"' (x)
és diagonalitzable.

(solucio: pag. 662)



LLICO 27. DIAGONALITZACIO UNITARIA. MATRIUS NORMALS

Ayewuétpntog undeis €icitw
(Que no hi entre ningu que no sdpiga geometria)
Frontispici de CAcadémia de Plato

En aquesta llicé provarem que les matrius hermitiques, les antihermitiques
i les unitaries s6n diagonalitzables unitariament, és a dir, que qualsevol
matriu d’aquests tipus, A, es pot factoritzar en la forma A = UDU*, on D
és una matriu diagonal i la matriu U és unitaria. Dit d’una altra manera,
existeix una base ortonormal de K™ formada per vectors propis de A.
En particular, si la matriu A és real i simeétrica, podrem escriure-la com
A = PDPT, amb D diagonal i P és ortogonal.

Les matrius que es poden diagonalitzar unitariament sén les matrius
normals.

A la llic6 anterior hem vist que no totes les matrius sén diagonalitzables. Ara
comencarem provant que el que si que passa, amb qualsevol matriu, és que és
semblant a una matriu triangular. De fet, qualsevol matriu es pot factoritzar en
la forma A = UTU*, on U és unitaria i, T, triangular superior. Aixo és el que es
coneix com factoritzacio de Schur.

Si comparem les dues possibilitats, la diagonalitzacié aporta I’avantatge de
trobar una matriu diagonal semblant a A, mentre que la triangulaci6é de Schur
només ens garanteix una matriu semblant a A que és triangular; pero, a la facto-
ritzacié de Schur la matriu de pas és unitaria, aixi que I'endomorfisme f(X) = AX
té una matriu triangular respecte a una base ortonormal.

= Si diagonalitzem la matriu A obtenim una base respecte a la qual la matriu
de f és diagonal; si hi fem una factoritzacié de Schur, la matriu no és tan
bona, pero la base a la qual correspon aquesta matriu és ortonormal.

Podriem dir que la diagonalitzacié ens proporciona la millor solucié des del
punt de vista de I’algebra, pero la factoritzacié de Schur és millor des del punt
de vista de la geometria.

Per aixo, la situacio ideal sera aquella en qué podem obtenir una diagonalitza-
ci6 unitaria, és a dir, quan la matriu A es pot diagonalitzar fent servir una matriu
de canvi de base que siga unitaria (ortogonal, en el cas real).

En aquesta llic6, a més de trobar matrius triangulars semblants a una matriu
donada, respondrem a la qiiesti6 segiient: podem factoritzar la matriu A en la
forma A = UDU*, on U és unitaria i D diagonal? O, més ben dit, com ha de ser la
matriu A perque la puguem factoritzar d’aquesta manera?

27.1. REDUCCIO A UNA FORMA TRIANGULAR

La diagonalitzacié no és sempre possible; el que si que passa és que tota matriu
és semblant a una matriu triangular complexa.
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PROPIETAT 27.1.
Si A és una matriu quadrada, llavors, existeixen dues matrius complexes, P
(invertible) i T (triangular superior), tals que A = PTP~L. A més a més, les
entrades diagonals de T son els valors propis de A.

Demostracié: Primer de tot, calculem un valor propi, A;, i un vector propi
associat a A, p;, i completem una base de K", B, = {p;, V>, ..., U»}. Aleshores,
tindrem que

Ap, = A1,

AUy = b1ppy + bopUp + -+ + Dpp Uy,

A"_jn = blnﬁl + bZn"_;Z + ot bnnﬁn

és a dir,
A | by - by,
Al o o w=[p 5o w]| 0]t b

A=V, [Al bﬂ vt
0| A
Aci, V; és una matriu invertible i A; una matriu quadrada (n — 1) X (n — 1), aixi
que, si A fora una matriu 2 X 2 ja hauriem acabat, perqué la matriu A, es reduiria a
Ay | b}
0| A
amb la matriu A,;, de manera que podrem expressar-la com

A | BE ],
A1=W2[02 Az}wzl
2

un nombre i [ } seria triangular. Si no, ara podem repetir el mateix procés

Aleshores, tindrem que

B* 0*
A=v1[/})1 Zl:|V11:A:V1|:(‘1j \(/)v]
1 2

Vo
Després de n — 1 passos, A,,_; sera una matriu 1 X 1 i haurem obtingut el que
desitjavem. o
EXEMPLE 27.1.

3 0 —4
Reduiu la matriu B = [3 -2 —6] a una forma triangular.
1 0 -1

Ja sabem, per I'’exemple 26.4, que els valors propis d’aquesta matriu sén A; = 1
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(amb multiplicitat algébrica igual a 2) i A, = —2 (amb multiplicitat algébrica igual
al)ique p;, =(2,0,1)1ip, = (0,1,0) sbén vectors propis (B(2,0,1) = (2,0,1) i
B(0,1,0) = —2(0,1,0)). Llavors, si p3 és qualsevol vector independent d’aquests
dos, tindrem que Bp; és combinaci6 lineal de p,, p, i p3. Per exemple, si p3 =
(0,0,1),

3 0 —47f(0 -4 2 0 0
1 0 —-1]]|1 -1 1 0 1

I tenim que
-1

2 0 0]l 0 -27[2 0 O
B=|0 1 of|lo —2 —6||0 1 0O 5
1 0 1]lo0 o 1f|l1 0 1

27.1.1. LA FACTORITZACIO DE SCHUR

Al darrer exemple, el vector p; ’hem escollit arbitrariament: qualsevol vector
independent amb els dos vectors propis ens hauria proporcionat una triangulacio
de la matriu. De fet, hi ha diverses maneres de trobar una matriu triangular
semblant a una matriu quadrada A. Com que les bases més interessants son les
ortonormals, en aquest apartat mostrarem que podem triangular la matriu fent
servir una matriu de canvi unitaria. A més a més, fent servir la factoritzacié QR,
la demostracio és molt senzilla.

PROPIETAT 27.2. (TEOREMA DE SCHUR)

Si A és una matriu n X n llavors, existeix una matriu triangular superior, T, i
una matriu unitaria, U, tals que A = UTU*,

Demostracio: Si A és una matriu quadrada, ja sabem que podem trobar una
matriu invertible, P, i una matriu triangular, T,, tals que A = PT;P~!. Aleshores,
si P = QR és una factoritzacié QR de la matriu P, tindrem

A = QRT;(QR)"! = QRT,R'Q*

Elegint U = Q (matriu unitaria) i T = RT;R™! (triangular superior, perqué és un
producte de matrius triangulars superiors) tenim el que desitjavem. o

1z Una factoritzaci6é d’aquest tipus (A = UTU*, amb T triangular superior i U
unitaria) és una factoritzacio de Schur de la matriu A.

EXEMPLE 27.2.

Trobeu una factoritzaci6 de Schur de la matriu B = [

A Texemple anterior hem factoritzat la matriu B en la forma B = PT,P~!, on
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2 00 1 0 -2
P= [0 1 O]ile [O -2 —6}.D‘altrabanda, aquesta és una factoritzacio
1 01 0 0 1
OR de la matriu P:
2//5 0 =1//5][V/5 0 1/4/5
P= 0 1 0 0 1 0
/5 0 2//5 0 0 2/\/5
. . N . ,
Per tant,
B = QRT,R1Q*
J5 0 15111 0 —217v5 0 1/45]
=Ql0 1 o0 |lo -2 -6|]0 1 o0 Q*
0 0 2//5[10 0 1]|lo0o o0 2/4/5
1 0 -5
0 -2 =35
0 0 1
2/V/5 0 —1/51[1 0 =5 12/v/5 0 —1/451"
= o 1 0 0 -2 =35 0 1 0 o
1//5 0 2//5 |10 o0 1 1//5 0 2/4/5

27.2. MATRIUS DIAGONALITZABLES UNITARIAMENT

Una matriu quadrada A és diagonalitzable unitariament si existeix una matriu
unitaria, U, i una matriu diagonal, D, tals que A = UDU*, és a dir,

A O .. 07

IO N 0O A, ... O uxr
Az[ul iy ... un] 2 2
0 0 .. A,llax

la qual cosa es pot reescriure com

aixi que A és una combinaci6 lineal de matrius de rang 1, les columnes i les files
de les quals son vectors propis i, els pesos, els valors propis de la matriu.

Per comprovar que no tota matriu diagonalitzable es pot diagonalitzar uni-
tariament, observem que, en cas que ho siga, la matriu adjunta de A = UDU*
és

A* = (UDU*)™ = U**D*U* = UDU*
Aleshores, A*A = AA*, perqué AA* = UDDU*, A*A = UDDU* i DD = DD pel fet
que D és una matriu diagonal.
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= Si A és diagonalitzable unitariament llavors, A*A = AA*.

Com que és facil trobar matrius diagonalitzables que no compleixen aques-
ta condici6, podem concloure que hi ha matrius diagonalitzables que no sé6n
diagonalitzables unitariament.

27.2.1. DIAGONALITZACIO UNITARIA DE LES MATRIUS NORMALS

Una matriu quadrada A és normal si A*A = AA*. El que acabem de provar és que
les matrius diagonalitzables unitariament sén normals. Ara demostrarem que
aquesta condicié també és suficient, és a dir, que totes les matrius normals s6n
diagonalitzables unitariament.

PROPIETAT 27.3. (EL TEOREMA ESPECTRAL)

Una matriu quadrada complexa A és diagonalitzable unitariament si i només
si és normal.

Demostracié: Ja hem provat que les matrius diagonalitzables unitariament s6n
normals. Per demostrar la propietat reciproca, que si A és normal llavors és
diagonalitzable unitariament, prendrem una factoritzacié de Schur de A, A =
UTU*, i provarem que la matriu T és diagonal. Si A és normal, llavors, T també és
normal, perqué

A*A = AA* = UT*U*UTU* = UTUFUT*U* < T*T =TT*

Vegem que aixo implica que la matriu triangular superior T és diagonal. Si
T= A1 tikz ,
O T
ero [A0 O [A TRl I N,
tlZ Tik O Tl Al tlz tlztikz + TTTl

TT* — |:2(\)1 _fiKZ] [E O*j| — |:|)\1|2 tHTIZH ETZTT]

tip Ty Tyt T, TY

I, com sabem que T*T = TT*, aixo vol dir que |2\1\2 = |2\1|2 + Hfle, aixi que

> _=z2.- A O
tlZ =0iT= 0 Tl .
Sila matriu T és 2 X 2, ja haurem provat que és una matriu diagonal; si no,
Ay 0O
repetim el mateix raonament amb la matriu T; obtindremque T={ 0 A, O
O 0 T,

Iterant successivament el procés, finalment obtindrem que la matriu T és diago-
nal. o

La classe de les matrius normals inclou algunes de les matrius més interessants
que ja coneixem, com ara, les hermitiques i les unitaries:
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i Evidentment, les matrius hermitiques sén normals, perqué de A* = A es
dedueix clarament que AA* = A*A.

1z També s6n normals les matrius antihermitiques (AA* = —AA = A*A)iles
unitaries (AA* =1 = A*A); i, en el cas real, les matrius simeétriques, les
antisimetriques i les ortogonals.

Aixi que totes aquestes classes de matrius es poden diagonalitzar unitariament.

Una altra propietat de les matrius normals és que K" és la suma directa
ortogonal dels subespais propis: del fet que la matriu és diagonalitzable se
segueix que la suma directa és l’espai total; i, com que podem triar una base
ortonormal, els subespais propis son ortogonals entre ells.

Gracies a aixo, podem formular I'algorisme segiient, per diagonalitzar unitari-
ament una matriu normal.

Diagonalitzaci6 unitaria d’una matriu normal A

1. Calculeu els valors propis A, Ay, ..., A,.
2. Calculeu els subespais propis E,, (A), E,,(A), ..., Ey (A).

3. Calculeu bases ortonormals By, By, ..., B, dels subespais propis (per exem-
ple, aplicant a una base qualsevol del subespai propi el metode de Gram-
Schmidt).

4. B=B; UB, U - U B, ésuna base ortonormal de K" formada per vectors
propis de A.

EXEMPLE 27.3.

2 =2 =2i
Diagonalitzeu unitariament la matriu hermitica A = [—2 -1 —4i] .
2i 41 -1

(a) Els valors propis son les arrels de I’equaci6 caracteristica, A; = —6 (amb
multiplicitat algebrica 1) i A, = 3 (amb multiplicitat algebrica 2). Curiosament,
tot i tractar-se d’'una matriu amb alguna entrada que no és real, tots els valors
propis son reals.

(b) Els subespais propis son E_g(A) = ((1,2,—2i)) i E3(A) = ((2,1,2i),(—2,2,i)).
(c) Per obtenir la diagonalitzaci6 unitaria, hem de canviar les bases {(1,2, —2i)} i
{(2,1,2i),(=2,2,i)} per altres que siguen ortonormals.

En realitat, aci no cal emprar el méetode de Gram-Schmidt, perqueé els tres
vectors ja son ortogonals, aixi que els normalitzem, dividint-los entre les
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seues normes, i obtenim

By =1(1/3)(1,2,-2i)} B, = {(1/3) ((2,1,20)),(1/3) ((=2,2,0))}

(d) El conjunt B = {(1/3) (1,2, —-2i),(1/3) ((2,1,2i)),(1/3) ((—2,2,i))} és una
base ortonormal de C3 formada per vectors propis de la matriu A, aixi que
aquesta matriu es pot factoritzar com

2 -2 —2i] [ 1 2 —2][-6 0 0], 1 2 -21°
—2 -1 ~dif=z| 2 1 2/ 03 o0[z] 2 1 2 5
2i  4i -1 —2i 2i i|]l o o 3 —2i 2 i

El fet que els valors propis de la matriu A d’aquest exemple siguen reals no
és cap casualitat, perque els valors propis de les matrius hermitiques sempre
ho s6n: sila matriu A és hermitica i A = UDU* n’és una diagonalitzacié unitaria
llavors, A = A* < UDU* = UD*U* < D = D*. Per0, com que la matriu D és la
diagonal dels valors propis, aixo vol dir que A} = Ay, Ap = Ay, ..., A, = A, €S A
dir que tots els valors propis son reals.

= Sila matriu A és hermitica llavors, els valors propis de A son reals.

A l'apartat proper, aprofitarem aquest fet per diagonalitzar ortogonalment les
matrius reals simetriques.

27.2.2. DIAGONALITZACIO ORTOGONAL DE LES MATRIUS SIMETRIQUES REALS

Les matrius reals simétriques sén hermitiques, aixi que els podem aplicar tot el
que acabem de veure.

En particular, els valors propis de les matrius reals simetriques son reals.
D’altra banda, els subespais propis son els espais nuls Nul(A — AI), on Ai A sén
reals, aixi que existeixen també bases d’aquests espais formades per vectors reals.
En conseqiiéncia, la matriu es pot diagonalitzar fent servir inicament matrius
reals. D’aquesta manera, el teorema espectral es tradueix en aquest:

TEOREMA 27.4. (EL. TEOREMA ESPECTRAL PER A MATRIUS REALS SIMETRIQUES)

Si A és una matriu real i simétrica aleshores, A és diagonalitzable ortogonal-
ment, és a dir, A = QDQ, on D és una matriu diagonal i Q és una matriu
ortogonal. o

EXEMPLE 27.4.

7 4 4
Diagonalitzeu ortogonalment la matriu simétrica A = [4 1 —8}.
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(a) L’equacio6 caracteristica és

7—A 4 4
4 1-A =8 |=0Q+A)O-2)?2=0
4 -8 1-A
aixi que els valors propis son A; = —91i A, = 9, amb multiplicitats algebraiques

li2.

(b) Els subespais propis son

16 4 4 1 0 1/2
E9(A)=Nul[4 10 —S}ZNuI[O 1 —1}2((—1/2,1,1))

4 -8 10 00 O

-2 4 4 1 -2 =2
Eq(A) =Nul[ 4 -8 —8] = Nul [0 0 0] =((2,1,0),(2,0,1))
4 -8 -8 0 0 0

-1/2 2 27[-9 0 O][—-1/2 2 2
A= { 1 1 O] { 0 9 O} { 1 1 O}
1 0 1 0 0 9 1 01

és una diagonalitzacio de A.

Llavors,

(c) Per obtenir la diagonalitzacié ortogonal, hem de canviar les bases {(—1/2,1,1)}
i{(2,1,0)(2,0,1)} per altres que siguen ortonormals. Hi apliquem el métode
de Gram-Schmidt:

(c.1) La base del subespai E_qg només conté un vector, aixi que inicament cal
normalitzar-lo: com que ||(=1/2,1,1)| =3/2,B; = {(2/3) (—1/2,1,1)}
és una base ortonormal.

(c.2) En el cas de E,, aplicant-hi el métode de Gram-Schmidt obtenim la base

By = {(1/+/5) ((2,1,0)), (1/(3/%)) ((2,—4,5))}.

(d) Per tant,

—1 2 2 1 —1 2 2 97
3 V5 35 9 0 0 3 V5 35
P e e | P L
3. V5 35| g 0 9] 3 V5 35
2 5 2 5
z 0o — - 0o —
| 3 3.5 | 3 3./5 4
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27.3. REsSuUM

Reduccio6 a una forma triangular

- Si A és quadrada hi ha una matriu P, invertible, i una matriu T, triangular superior,
tals que A = PTP~L.

- Les entrades diagonals de T son els valors propis de A.
La factoritzacio de Schur

- Si A és quadrada hi ha una matriu U, unitaria, i una matriu T, triangular superior,
tals que A = UTU™L.

Diagonalitzacié unitaria
- Una matriu quadrada A és normal si A*A = AA*.

i  Les matrius hermitiques, les antihermitiques i les unitaries sén normals.
Les matrius reals simetriques, les antisimétriques i les ortogonals son
normals.

- Una matriu és diagonalitzable unitariament si existeixen U, unitaria, i D, diagonal,
tals que A = UDU*.

- Teorema espectral: una matriu quadrada és diagonalitzable unitariament si i
nomeés si és normal.

Diagonalitzaci6 ortogonal

- Una matriu real és diagonalitzable ortogonalment si existeixen Q, ortogonal, i D,
diagonal, tals que A = QDQ".

- Les matrius simétriques sén diagonalitzables ortogonalment.

27.4. EXERCICIS

FORMES TRIANGULARS. LA FACTORITZACIO DE SCHUR

5 —7 5
EXERCICI 27.1. Sabent que la matriu A = 2 17 —7] té ununic valor propi,
—4 2 5

Ay =9, trobeu-ne una factoritzacio de Schur.
(solucio: pag. 665)

EXERCICI 27.2. Es possible que una matriu siga diagonalitzable perd que cap
forma de Schur d’aquesta matriu no siga diagonal?
(solucio: pag. 666)
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DIAGONALITZACIO UNITARIA. MATRIUS NORMALS
. 0o i, e o .
EXERCICI 27.3. Proveu que la matriu A = _i o ¢sunitariai diagonalitzeu-la

unitariament.
(soluci6: pag. 666)

EXERCICI 27.4. Diagonalitzeu ortogonalment les matrius simétriques segiients

- 0 0 4 010
(a) A=[_6 _2] (b) B=[0 —2 o] (©) c={1 0 o}
4 00 000

(solucio: pag. 667)

1 1 1
EXERCICI 27.5. Diagonalitzeu ortogonalment la matriu simetrica [1 1 1].
1 1 1
(solucio: pag. 669)

6 -2 -2
EXERCICI 27.6. Expresseu la matriu A = {—2 7 O} com una combinacio
-2 0 5

lineal de matrius de rang un, A = A,d;41 + A2d»d3 + A3dsdl, on Ay, A3, A3 son els
valors propis i {4, 4d>,d3} és una base ortonormal de vectors propis.
(solucio: pag. 670)

EXERCICI 27.7. Proveu que les iniques matrius reals que son diagonalitzables
ortogonalment son les simetriques.
(solucio: pag. 671)

EXERCICI 27.8. Proveu que si A és una matriu real qualsevol, llavors tots els
valors propis de la matriu ATA son reals no negatius.
(solucio: pag. 671)



LLICO 28. APLICACIONS DE LA DIAGONALITZACIO

La géométrie n'est pas vrai, elle est avantageuse
Henri Poincaré

Vam comencar el curs presentant alguns problemes que es resolen mit-
jancant técniques de I'algebra lineal. Alguns d’aquells problemes (i molts
altres) es poden resoldre facilment si s’hi pot aplicar la diagonalitzacié
de matrius.

28.1. POTENCIES D’'UNA MATRIU

El calcul de la poténcia A™, si el nombre m no és molt petit, requereix moltes
operacions (tinguem en compte que només per multiplicar dues matrius 3 X
3 cal fer 45 operacions, entre sumes i productes. Ara bé, si la matriu A és
diagonalitzable tindrem

A = PDP~!
A2 = PDP~1PDP~! = PD2P~!
A3 = PD2p~!pDP~! = PD3p~!
i, en general,
A™ = pDp™~lp~lppDp~1 = pD™p~!

Com que el calcul de D™ només suposa calcular les poténcies dels elements
diagonals, aquesta formula significa que trobar A™ es redueix, essencialment, a
multiplicar tres matrius.

EXEMPLE 28.1.

Calculeu A™, si A = [_

Aquesta matriu és diagonalitzable,

[33-0 306 Sk 3

A

-

o<

T
L

vy
A
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m -1
1 -2((2 0 1 -2
m — mp—1 —
I 3 N
I R N A 0 l 1 2
2 1 0 (-3)"m|5|-2 1
1 1 -2
= (zm [2} [1 2] + (—3)m[ 1] [—2 1])
_£12+(—3)m 4 =2 .
T 5|2 4 5 -2 1
Hi ha diversos problemes que requereixen el calcul de les poténcies d'una
matriu (com ara, la resoluci6é d’equacions en diferéncies o de sistemes lineals
mitjancant metodes iteratius). En la resolucié de totes aquestes qiiestions, la
diagonalitzacio6 (o, si més no, ’estudi de les propietats dels valors propis i els

vectors propis) sol ser un instrument forca util, com veurem en els apartats
seguents.

Per tant,

28.2. EQUACIONS EN DIFERENCIES (O RECURRENCIES) LINEALS

Un dels exemples que presentavem a la primera unitat és aquest:
EXEMPLE 28.2.
La successi6 {a,,} es defineix de manera recurrent com

ayg = 0
a1 = 1
Am — 31 +2a,,_>=0

Trobeu una expressio explicita (no recurrent) del terme general.

Aquest tipus de problemes es coneixen com equacions en diferéncies. La nostra
equacié en concret és d’ordre 2, perqueé un terme qualsevol, a,,, es pot calcular
si ja es coneixen els dos termes anteriors (a,, = —2a,,_» + 3a,,_1)- Aquesta
equacio és equivalent a una altra recurréncia, d’ordre 1 pero vectorial: si definim
la successio de vectors d,, = (A, A1) tindrem

-~ 10 = | am | _ am 0 1 |am-1]| _ A=
@0 = [1} Am = [amH] - [—Zam_1+3am] - [—2 3] [ ay |~ Adm

La soluci6 d’aquesta equacio és, obviament, d,, = A™d, i, si la matriu A és
diagonalitzable sera molt facil calcular el terme general. L’equaci6 caracteristica
és

A 1|, _
det[_2 3_}\]—2\ 3A+2=0
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els valors propis son A; = 1i A, = 2 i els espais propis

-1 1
E,(A) = Nul [_2 2} = ((1,1))

E»(A) = Nul [:3 ﬂ = ((1,2))

[ ol

llavors A = PDP~! i la igualtat a,, = A™d, és equivalent a

e | KRl R

Per tant, el terme general de la successi6 original és a,, = —1 +2™. ©
De forma més general, a,,,» + & a1 + Xgay, = 0 (ON &y, ®; SON nombres
coneguts) és una equacio en diferéncies lineal homogeénia de segon ordre. Fent
el canvi d,, = (a,,,a,+1), aquesta equacié és equivalent a I'’equacié matrici-
ald, = 0 1 dm-1- En el cas que la matriu A = [ 0 1 ] siga
—Xyg —& — Xy —«&;
diagonalitzable (A = PDP~1), 1a soluci6 de I'equacié matricial és

i — — 1l1a
an = 3w arm] (0| 0))

Com que d,, = (a,,am,+1), aix0 ens proporciona la soluci6 de I'equacié en
diferéncies.

de manera que, si

28.2.1. ELS NOMBRES DE FIBONACCI

La successio de Fibonacci es defineix mitjancant la recurréncia

Si=1
fo=1
fm =fm72 +fm71

aixi que podem trobar-ne el terme general seguint un procés semblant al de
I'exemple anterior. Com que la successié comenca al terme f;, afegirem un primer
terme f; = 0 (que no modifica la recurrencia, perqué f, = f, + f, continua sent
igual a 1). Definint la successio de vectors fm = (fm» fm+1) tindrem

f = 0 F = fm — fm _ 0 1 fm7 _ -
Jo= |:1] ’ Jm = |:fm+1:| - |:fm1 +fm:| - [1 1:| [ fm1:| =Afm-1
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i, llavors, fm =A™ ﬁ). Diagonalitzem la matriu A: I’equaci6 caracteristica és

det[_)\ 1 }=2\2—A—1=0

1 1-A
o 1+4/5 1-4/5 . .
de manera que els valors propis sén A; = > id, = > i els espais
propis
_ [—2A, 1 _
By, (A) = Nul | 7) 1_2\1} = (1,A1)
_ [ -2, 1 _
EAZ(A)—Nul_ 1 1—2\2} = ((1,A))
aixi que
a1 1A 0 1] 1 1A o] 1 A, -1
)\1 AZ 0 )\2 A] )\2_ Al )\2 O AZ AZ - Al _Al 1

En conseqiiéncia,

et e a] )5S

1 amoam -1
TR A AP A |

Si ens quedem amb la primera fila.

— 1 —_\m m
fm_AZ_Al( A1 +A2)

505

28.3. RESOLUCIO DE SISTEMES LINEALS. METODES ITERATIUS

Tot i que els algorismes del tipus Gauss ens proporcionen, teoricament, la soluci6o
exacta de qualsevol sistema compatible AX = b, ala practica, quan la matriu
és molt gran, aquests métodes sén molt costosos (quant al nombre d’operaci-
ons que requereixen) i poden presentar forca problemes d’errors, pel fet que
necessariament haurem de fer servir una aritmetica no exacta. A més a més, sila
matriu A és buida (és a dir, que té forca zeros), la resolucio6 del sistema hauria de
requerir poques operacions, pero els algorismes del tipus Gauss, quan esglaonen,
produeixen matrius que ja no son buides.
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Per aixo, la recerca d’estratégies alternatives als métodes exactes és una de
les qiiestions basiques en l'algebra lineal numérica.! Una d’aquestes estratégies
consisteix a fer servir els metodes iteratius.

Podem definir un métode iteratiu com un algorisme que construeix una suc-
cessio d’aproximacions successives a la solucié dun problema. En el nostre cas, si
A és una matriu invertible i volem resoldre iterativament el sistema (determinat)
AX = b, es tracta de construir una successio Xo, X1, ..., Xm, ... que convergisca a
la solucié. Un métode general per fer aix0 consisteix a descompondre la matriu A
en la forma A = M — N, on M també és una matriu invertible; aleshores el sistema
lineal el podem transformar en un altre d’equivalent,

AX=h<eMX—-NX=b<MX=NX+b

la soluci6 del qual és X = M~INX + M~1b. Llavors es construeix la successio X,
de la manera segiient:

(1) Elegiu un vector inicial arbitrari, X,.

(2) Peram =1,2,..., resoleu el sistema lineal Mx,,, = NX,,,_; + b (aci, X,,_; ja
és un vector conegut, aixi que la incognita és X,,).

Si aquesta successio és convergent, és a dir, si existeix el limit X = lim X,,,
aleshores, X és la soluci6 del sistema lineal, perque

lim%,, = X = limM&,, = limNX,,_, + b < MX =NX + b

(suposant que coneixem que és el limit d’'una successio de vectors i que el limit
es pot intercanviar amb el producte matriu-vector; pero, ara per ara, no ens
preocupem d’aixo).

El que si que convé notar és que aquest algorisme consisteix a resoldre un
sistema lineal en cada pas, aixi que, perque resulte avantatjos, cal que aquest
sistema lineal siga més senzill que no el sistema original AX = b. Evidentment, el
cas més favorable és quan M és una matriu diagonal: si la matriu A no conté cap

all O . 0
. . . . 0 Ary 0 .
zero a la diagonal i anomenem D la matriu diagonal D = | i
0 0 pen ann

si N =D — A, el métode iteratiu que en resulta és el que es coneix com métode de
Jacobi:

LEls métodes numeérics no soén I'objectiu d’aquest curs, pero aci en fem un tast, per la utilitat que hi
tenen els valors propis.
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Algorisme de Jacobi

Donada la matriu invertible A (sense zeros a la diagonal),

a’ll 0 s 0
SiguenD=| = 42 7 O liNn=D-A
O 0 . a‘Vl‘Vl

1. Elegiu un vector inicial arbitrari, X.

2. Peram = 1,2, ..., resoleu el sistema lineal D%,, = NX,,_; + b.

En els dos exemples segiients, 'aplicacié del metode de Jacobi no té cap
interes practic, perqueé amb un sistema de dues equacions amb dues incognites,
la solucié és immediata, pero el fem servir per mostrar com s’hi aplica aquest
algorisme i trobar les dificultats que presenta la seua convergencia.

EXEMPLE 28.3.

Apliqueu el metode de Jacobi per a resoldre el sistema lineal [7

1]. o
Hem de prendre les matrius D = 0 0 ] iun vector inicial

2
0 3 1 0
arbitrari, per exemple, X, = (0,0). Llavors, construim la successio {X,,}:

iN=D-A= [
Calcul de %,: Resolem el sistema DX, = NX, + b:
2 0|, _[o 1]fo] [4] o 2a=4 _ . 2
0 3|7 [1 off[of |3 3x, = 3 T
Calcul de X,: Resolem el sistema DX, = NX; + b:

2 0l o 1]f2] [4] o =5 o 5 _|502
0 3|7" |1 0o]f1 3 3x, =5 7 |5/3

En passos successius, fent servir un paquet de calcul matematic, obtenim
- |2,83333 % = 2,91667 P 2,99961
*3711,83333 | 47 [1,94444| 0 X107 |1,99974

Aixi que la successio {X,,} sembla convergir a X = (3, 2) (que, efectivament,
és la solucio6 del sistema). o
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EXEMPLE 28.4.

Apliqueu el meétode de Jacobi per a resoldre el sistema lineal [_é j] X = [3]

Primer de tot, observem que la matriu de coeficients és el resultat de permutar les

files de la matriu de I'exemple anterior, aixi que es tracta de sistemes equivalents

ila solucio és la mateixa: X = (3,2). Tot i aix0, quan apliquem I’algorisme de
Jacobi, trobarem que ara no és convergent.

. -1 0] . 0

Prenem les matrius D = 0 -1 iN=D-A= >

inicial arbitrari, per exemple, X, = (0,0). Llavors, construim la successio {X,,}:

. -4 -13] . -371 . —o1] . —235
XU= 3| X2 1| T 29| MT |77 ¥ T |-185

Aixi que la successio6 {X,,} és divergent. o

-31.
0 1 un vector

Notem que la resolucio successiva dels sistemes lineals que hi apareixen és
immediata, pel fet que la matriu de coeficients és diagonal. Pero la qiiestio és
aquesta: per que el meétode de Jacobi convergeix en el nostre primer exemple i
divergeix en el segon, si, essencialment, es tracta del mateix sistema lineal?

Per respondre-hi, haurem de mirar de trobar condicions perque els algorismes
iteratius que estem estudiant convergisquen. Per fer aixo, ens fixem en el pas
iteratiu, MX,, = NX,,,_; +b. Com que la matriu M és invertible, la soluci6 d’aquest
sistema lineal és X,, = M7INX,,_; + M~1h. I, com que la solucié del sistema
AX = b també compleix la igualtat ¥ = M~INX + M~!b, resulta que la diferéncia
entre una aproximacio i la solucio és

X — X =M INZ,_; + M71h — M7INX — M~ 1h
= M~IN (Rt — %)

= (M7IN)* (Zpny — %)

= (M7IN)" (%) — X)

Doncs bé, com que el que volem és que la diferéncia x,, — X és faca més i
e . . , < . _ m .
més petita, el que necessitem és que les poténcies (M~IN) " s’acosten a la matriu
Zero.

Suposem que la matriu M~!N és diagonalitzable,

A, 0 = 0

0 A, = 0

M-IN =P Pt

0 0 - A,
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Llavors,
Aam0 - 0
(MIN)™ =P 0 A 0
0 0 - Am

Aleshores, perque aixo convergisca a la matriu zero, el que ha de passar és
que
imA" =0 limAP=0 .. limAj}=0

aixi que,

< . -1 m . .
= perque la successio (M~IN)™ convergisca a la matriu zero, cal que tots els
valors propis de M~IN siguen, en valor absolut, més petits que 1.

En I'exemple 28.3, els valors propis de la matriu M~!N sén A; = \/1/6 = 0,41
iA, = —/1/6 ~ —0,41. En canvi, en I'exemple 28.4, A; = —/6 =~ 2,45i A, =
—/6 = —2.,45.

Es pot provar que la condici6é que tots els valors propis siguen, en valor absolut,
menors que 1 assegura la convergeéncia també en el cas que la matriu M—'N no és
diagonalitzable.

28.4. EQUACIONS DIFERENCIALS LINEALS

L'equacio diferencial lineal general de primer ordre és I’'equacio v’ = f(t)y+g(t),
on y . R — [ és una funcio real o complexa desconeguda de la variable real t i
on (per simplificar) suposarem que f i g son funcions continues en R. La soluci6o
general d’aquesta equacio és

y= (c + Jg(t)e—ffmdfd t) el f(Ddt (28.1)

En aquesta expressio, C és una constant arbitraria; donant-hi tots els valors
possibles, s’obtenen totes les solucions de I'equacio.?

Com a cas particular, si I'’equaci6 és homogénia i de coeficient constant,
v’ = ay, on a és una constant, la formula (28.1) es redueix simplement a
v = Ce®t,

Aci ens interessen els sistemes d’equacions diferencials lineals (amb coefici-
ents constants) de la forma

Yi=anyi+apy,+ -+ amys
Yy =an Y1+ andot+ -+ Ay Vp

’

Yn = auY1+ appYo + "+ AunVn

2Provar que les funcions de la forma formula (28.1) son solucions de I'equacio és un exercici trivial
(vegeu l'exercici 28.8.). Que totes les solucions son d’aquesta forma és un resultat conegut (pels
que coneixen la teoria d’equacions diferencials).
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(on ¥y, ..., ¥, sOn les funcions incognites i els a;; constants conegudes). En forma
matricial,

ap Adpp ... Aip
- ar ayy Aoy | -
[—
Yy = y
ayy Anp2 ... Ayn
e
Yy =Ay

Si la matriu A és diagonalitzable, podrem escriure aquesta equacio com

¥ =PDP 1y
P13 =DP 'y

aixi que podem fer el canvi de funci6é Z = P~y (0 ¥ = PZ) i obtindrem el sistema

equivalent
Z'=DZ

L’avantatge d’aquest sistema és que és desacoblat, en el sentit que cada equacio
conté unicament una funcié incognita:

Z'=DZ
Ay O 0
=, 0 A ... 0],
Z' = z
0 0 ... A,
és a dir,
z1 = A2y, z5 = Arz,, vy Zn=Anz,

Les solucions generals de cadascuna d’aquestes equacions sén, segons acabem
de veure,
z, =GNt z, =Ceht, L, z, = CpeMt
Si ara desfem el canvi y = PZ obtindrem la soluci6 general del sistema original
V' =Ay:

y =Pz
C,eMt
L L 1| Coetet
= P 21
Cne)\nt

co és,

‘37 = C,eM'P) + Gt Py + - + Crenlpy,
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EXEMPLE 28.5.
Calculeu la soluci6 general del sistema d’equacions diferencials lineals

Y1 =50 —6y;3
Ys= 3yi+3:+3y;
3= 3»n + 43

-5 0 —6
La matriu A = [ 3 1 3] I’hem diagonalitzada a I'’exemple 26.3 (pagina 383),
30 4
-5 0 -6 0 -1 —-27[1L 0 o0][0 -1 —27 "
31 3l=11 0 1110 1 0] |1 0 1
3 0 4 0 1 11 [0 0 —=2]10 1 1
x o ; 5 P

Per tant, la soluci6 general del nostre sistema és

0 -1 -2
y=Cet|1|+Cet| 0| +Ce72| 1
0 1 1

(0]
Y1 = — Czet — 2C3€72t
v, = (et + Cye2t
Y3 = + Czet + Cge_Zt o

Quan la matriu A no és diagonalitzable, també podem fer servir una estratégia
semblant per a resoldre el sistema, aprofitant el fet que sempre hi ha una matriu
triangular que és semblant a A (per exemple, una forma de Schur): si A = PTP1,
el canvi ¥ = PZ ens proporciona el sistema equivalent

Ayt .t i

0 A ... byt
Z2=TZ=|.. Z

0 0 . Apy toin

0 0 .. 0 A,

que podem resoldre amb un procés de substitucié regressiva: la soluci6é de
I"altima equacio, z,, = A,,z,, és z,, = C,eM!; aleshores, 'equacio n — 1 és z),_; =
Ap1Zn + th_12Cre™? i la podem resoldre fent servir la formula (28.1). T aixi
successivament.
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28.5. FORMES QUADRATIQUES

Una forma quadratica és una aplicacié f . R® — R en la qual la imatge
f(xy,X5,...,X,) ésun polinomi homogeni3 de grau dos, per exemple, les funcions

Sxp,x) =x3—x3  g(xy,x2,Xx3) = 2x§ — x5 — 6x3 — 10x,x, + 6x5X3

son formes quadratiques.

Fins ara, només ens hem ocupat de les aplicacions lineals, perquée es poden
calcular, fent servir matrius, com f(X) = AX. Les formes quadratiques podem
expressar-les en la forma f(X) = XTAX. Per exemple, les formes quadratiques f
i g es poden escriure com

. 1
o =n x|y 3|[5|-x-x
2 —10 071 I'x;

gxuxx3) = [x1 % x3][0 -1 6] |x
0 0 —6] |x;3

Aquesta representacié matricial, pero, no és Unica; per exemple, en el cas de
I’aplicaci6 g, també podem triar

2 =5 0 X1
glxxa,x3) = [x1 x x3||=5 -1 3||x
0 3 6] [x

Aix0 és perquée
ap Adpp Az | |Xi
[Xl X2 X3] Azy dzx Azz| | X2
aszp dzp asz] [ X3
=a; X} + anXx3 + axi + (ap + a)x,x: + (a3 + az)x1x3 + (A3 + ar3) X2X3

de manera que, en el cas de I'aplicacié g, podem elegir lliurement els elements
no diagonals sempre que ens assegurem que d;» + a»; = —10, a;3 +as; =01
a»3 + as> = 6. Com que el que ens interessara és la diagonalitzacié unitaria de la
matriu, els triarem de manera que ens assegurem que la matriu resulte simeétrica.

i Qualsevol forma quadratica f | R"™ — R es pot representar en la forma
f(X) = XTAX, on A és una matriu simeétrica.

Com que la matriu A és simetrica, podem diagonalitzar-la ortogonalment, aixi
que, si Ay, Ao, ..., A, sOn els valors propis, hi ha una base ortonormal de vectors
propis B = {G,,4>, ...,4,} de manera que

A, O 074l

L. _ 110 a ol|al
A=QDQT=[011 d .. qn] g qz
0 0 .. A,llgr

3Un polinomi és homogeni si tots els monomis que en formen part sén del mateix grau.
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Llavors, si fem el canvi de variables X = QYy,

f(®) =XTAX = XTQ'QDQTQY = ¥'DY = A, ¥{ + A5 + - + Ay Vi
f(X) = X[DXp
El fet que D siga una matriu diagonal vol dir que qualsevol forma quadratica es
pot expressar sense termes mixtos (del tipus x,x3). Aquesta és la forma reduida
de la forma quadratica.
EXEMPLE 28.6.
Trobeu la forma reduida de la forma quadratica

2 =5 0
xT [—5 -1 3] X = 2x% — x5 — 6x5 — 10x1x; + 6xx3
0 3 -6

2 =5 0
Els valors propis de la matriu {—5 -1 3] son Ay = =3, A, =61iA; = —81,
0 3 -6

els subespais propis associats,

E_3=Nul(1,1,1)
Eg =Nul (—5,4,1)
E_g=Nul(-1/3,-2/3,1)

Aixi que

B - {iu,l,n,i(—s,z&.l),i

V3 V42 V14

és una base ortonormal de vectors propis. L'expressio de la forma quadratica
referida a aquesta base és

(=1/3,-2/3, 1)}

30 0
Y| 0 6 0[y=-3y7+6y;—-8y] o
00 -8

28.6. REDUCCIO DE CONIQUES

Una conica és una corba plana definida per una equaci6é polinomica de segon
grau amb coeficents reals, és a dir una expressio de la forma a;;x? + 2a;,x,x, +
a»x3 + byx, + box, = c. Per exemple, les corbes segiients son coniques:

(x1 — h)? n (x2 — k)? _

2 B2 1.

- L’ellipse
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(x1 — h)? (x2 — k)? _
a? T p2 B

- La parabola a(x; — h) = (x, — k)2.

- La hipeérbola 1.

- Larectaa(x; —h) +b(x, —k) =0.

En realitat, totes les coniques son ellipses, hiperboles, paraboles, rectes o
parelles de rectes, és a dir, que es pot trobar una base ortonormal respecte a la
qual I'equaci6 de la conica és d'un d’aquests quatre tipus (reduir la conica és
escriure-la d’aquesta manera).

Observem que, a I'equacio de la conica, hi ha una part quadratica (a;;x? +
2a1,X1X, +a» x3), una de lineal, (b, x; + b, x,) i una de constant (c) i que I'equacio
es pot escriure com

ap dap||X: X1 _
[Xl Xz] |:a12 a22:| |:X2:| + [bl bz] |:X'2:| =C
XTAX + D% =c¢

La part important del procés de reducci6é de la conica consisteix a eliminar
el terme mixt x;x,; aix0 s’aconsegueix diagonalitzant la matriu simeétrica A (o
la forma quadratica XTAX); si la diagonalitzem, obtindrem una base ortonormal
base X = Q¥ I'equacio de la conica, respecte ala nova base, sera ¥y Dy +dTy = ¢,
és a dir,

B = {4, 4>} iuna matriu diagonal, D = } , de manera que, fent el canvi de

Myi+ x5 +diyy +dyy, = ¢

A partir d’aci, per identificar la conica, haurem de distingir diversos casos,
segons com siguen els valors propis A; i A»:

- Si A; = A, = 0 llavors, la conica és d;y; + d»y» = ¢, és a dir, una recta.

- Siun valor propi, per exemple, A, és zero il’altre no, 'equacio es redueix a
A3 +dyy, +dyy, = c. Aleshores,

- Sid; = 0, tenim I'equacié A,y3 +d,y, = ¢ que, completant el quadrat,
es pot escriure com A, (Y, — k)2 = d, que és I'equacio d’un parell de
rectes: Yy, — k = £./d /A,

(pero, si d/A, < 0, ’equacio és impossible amb nombres reals, aixi que
diem que la conica consisteix en dues rectes imaginaries).

- Sid; # 0, també podem completar el quadrat i 'equacio A, 3 +d;y; +
d,y, = ¢ es pot escriure com A,(y, — k)2 = a(x; — h), aixi que es
tracta d’'una parabola.

- Si els dos valors propis s6n no nuls, completem els dos quadrats, de manera
que I'equacio pren la forma A, (y; —h)? + A, (y, —k)? =d i
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- sid # 0, la corba és una ellipse o una hipérbola, segons que els signes
dels dos valors propis siguen iguals o distints.
Aci també hi ha un cas degenerat: si A; i A, son positius i d negatiu (o
quan A; i A, s6n negatius i d positiu), la conica seria una ellipse, pero,
en realitat,® no conté cap punt; en aquest cas es diu que és una ellipse
imaginaria.

-sid =0iA14, <0,A;(v1—h)2+A,(1,—k)?2 =0 <= =/|A{[();—h) =
v/ 1A2] (v, — k) consisteix en un parell de rectes.

-sid=01iA;2,>0,A,(y; —h)?+ Ay, —k)?=0<= vy, =h,y, =k,
ila conica es redueix a un punt.

EXEMPLE 28.7.

Reduiu la conica 9x7 — 24x,x, + 16x3 + 10x; — 5x, = 1 I

En forma matricial, la corba és

%T[_lg _}E]FH—[IO —5]%=1

1[4 3][o o]1[4 3
%T_ - - _ %:
X 5[3 —4] [0 25]5[3 —4]x+[10 5]%=1

. 14 3. o100 Of o o
Fent el canvi y = 5[3 _4] X, quedara y [O 25]y+[5 IO]y =1,ésa
dir,

2524+ 5y, + 10y, =1
5y, +1)2 45y, =2

aixi que es tracta d’'una parabola. L’equaci6 reduida d’aquesta parabola és

(-3 eed)

(4/5,3/5)
/>/

4Perqué estem parlant de nombres reals!
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28.7. RESUM

Poténcies d’'una matriu
- Si A =PDP~1, A" = pD™P1L,
Equacions en diferéncies

- Per resoldre 'equacio6 en diferéncies a,,,» + &, a1 + Xoa,, = 0, feu el canvi
Eim = (A Ans1)-

-

Llavors obtindreu I'’equacio6 d,, = [ 0 1 ] d,_1- Si A és diagonalitzable

&y T
—

(A = PDP1), la solucio serd d,, = [A]"F, AL'p, | (P*l [ZOD
1
Metodes iteratius
- Si Ai M son invertibles i A = M — N, el sistema lineal AX = b és equivalent a
MX = NX + b.
- Si la successio MX,, = NX,,_; + b és convergent, el limit de la successi6 és la
soluci6 del sistema lineal.
- Aix0 passa si i només si els valors absoluts de tots els valors propis de la matriu
M-1 N s6n més petits que 1.
= Si Ano té zeros a la diagonal i M = D (la diagonal de A), s’obté el métode
de Jacobi: DX,, = NX,,_, + b.
Sistemes d’equacions diferencials lineals
- Sila matriu A és diagonalitzable (A = PDP~1), la solucié del sistema d’equacions
diferencials ¥’ = Ay és
y = CeM'p, + CreMtpy + - + Cpen'p,

(on A; son els valors propis (les entrades diagonals de D) i p; les columnes de P).
Formes quadratiques

- Una forma quadratica és una aplicaci6 f : R" — R on f(x,X»,...,X,) ésun
polinomi homogeni de grau dos.

- Sempre es pot expressar com f(X) = XTAx, on la matriu A és simétrica.

- Diagonalitzant ortogonalment la matriu A, si B és una base de vectors propis
ortonormal i D la diagonal dels valors propis, f(X) = X3DX .

Aquesta es la forma reduida de f (perqueé no conté termes mixts).
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Reduccio6 de coniques

- Una conica és una corba plana definida per 1'equaci6
a ap||x X IR >
[xl xz] o2 ! +[b1 bz] ll=ce= XTAX + D% =c
aqp (259 X5 X> e — ——
forma quadratica ~ forma lineal

- Si B = {q,,d,} és una base ortonormal de vectors propis i A = QDQ™!, si fem el
canvi de base X = Q¥ l'equacio6 de la conica sera ¥'Dy + d"y = ¢, o bé,

Myi+ 0y +diy +dyy, =c¢

28.8. EXERCICIS
EQUACIONS EN DIFERENCIES

EXERCICI 28.1. Calculeu el terme general de la successié a, = 1, a; = —1,
a, =—4a,_,=0,sin = 2.
(solucio: pag. 672)

EXERCICI 28.2. Resoleu 'equaci6 (matricial) en diferéncies X,, = AX,,_;, on
1 1 1
A=|1 1 1
1 1 1

EXERCICI 28.3. Suposant que la matriu quadrada, m X m, A és diagonalitzable
(A = PDP~!, amb D diagonal), trobeu el conjunt de totes les solucions de I'equacio
en diferéncies d, = Ad,,_;.

(soluci6: pag. 672)

(soluci6: pag. 673)

EQUACIONS I SISTEMES DIFERENCIALS LINEALS

EXERCICI 28.4. Resoleu el sistema d’equacions diferencials lineals

Yi=x1+tr+t s
Yy=V1+Yot+ 3
Yi=2t+ oty

i trobeu la solucié particular que compleix les condicions inicials

»1(0) = —=1,5,(0) = 2,y3(0) = 1.
(soluci6: pag. 673)
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EXERCICI 28.5. Resoleu el sistema d’equacions diferencials lineals
-, |3 —1{|_.

EXERCICI 28.6. (a) Proveu que el conjunt de totes les solucions del sistema d’e-
quacions diferencials lineals ' = Ay és un subespai vectorial de I’espai C; (R).
(b) Proveu que, si A és una matriu real i Z és una funci6 complexa de variable
real llavors, Z és soluci6 del sistema lineal y’ = Ay, si i només si les parts real i
imaginaria de Z en so6n solucions. (c) Proveu que, si A és una matriu real i Z és
una funcié complexa de variable real, i si Z és soluci6 del sistema lineal y' = Ay

llavors, el conjugat Z també és solucio del sistema.

(solucio: pag. 674)

(soluci6: pag. 675)

EXERCICI 28.7. (a) Trobeu totes les solucions complexes del sistema d’equacions

lineals [il, i yzy } (b) Trobeu, tambg, totes les solucions reals.
2~ T

(solucio: pag. 675)

EXERCICI 28.8. Proveu que les funcions y = (C + [g(t)e~[fdtq t) el findt op
C és una constant arbitrariai f(t) i g(t) funcions continues en K, soén solucions
de I’equaci6 diferencial lineal y' = f(t)y + g(t).

(solucio: pag. 676)

EXERCICI 28.9. Trobeu totes les solucions reals de les equacions lineals de segon
ordre

@ y'"+y=0 b)) y'—y=0

fent servir el canvi y; = y,y, = y'.
(solucio: pag. 676)

FORMES QUADRATIQUES

EXERcICI 28.10. Una forma quadratica f(X) = XTAX és definida positiva si
f(X) > 0 per a tots els vectors no nuls. Proveu que aixo vol dir que tots els valors
propis de la matriu A sén positius. Si f(X) = 0 per a tots els vectors, llavors la
forma quadratica és semidefinida positiva; i si la funci6 pren algun valor positiu i
algun de negatiu, llavors es diu que la forma quadratica és indefinida (la forma
quadratica f és definida positiva, semidefinida positiva o indefinida, quan ho és
la matriu simeétrica A).

(a) Caracteritzeu les formes semidefinides positives i les indefinides segons els

signes dels valors propis.
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(b) Estudieu si cadascuna de les matrius seglients son definides positives, semi-
definides positives o indefinides.

{1 0 {1 o0 |1 0
Sl O I O R
1 2 1 2 3 2
Sl ER I L I N
(solucio: pag. 677)

REDUCCIO DE CONIQUES

EXERCICI 28.11. Reduiu la conica 31x2 + 10+/3x, x5 + 21x3 + x; + /3%, = 3/4.
(solucio: pag. 678)



LLICO 29. LA FORMA REDUIDA DE JORDAN

La forme canonique est Linvention simultanée

d’une forme de représentation et de procédeés opératoires

qui montrent les étapes successives d une pratique algébrique
de réduction indissociable d’un idéal de simplicité

Fréderic Brechenmacher

A la llicé 26 hem vist que no sempre és possible diagonalitzar una matriu
quadrada A. En aquesta llico responem a la pregunta i quan la matriu
no és diagonalitzable...? trobant una matriu J, semblant a la matriu A,
que quasi és diagonal i conté el minim nombre d’entrades no nulles (la
forma reduida de Jordan).

Ja sabem que sempre és possible trobar una matriu triangular superior
(com ara la forma de Schur) semblant a la matriu A. Pero, en general, la
forma reduida de Jordan conté molts més zeros: és una matriu bidiagonal,
que a la diagonal principal conté els valors propis de A i a la diagonal
situada a la dreta de la principal, alguns uns; tota la resta d’entrades sén
zeros.

La forma canonica de Jordan té més interés teoric que no practic, atés que
numericament és molt sensible a pertorbacions: un petit error en les entrades
de la matriu pot conduir al calcul d’'una matriu de Jordan molt allunyada de la
correcta. La forma de Schur és molt més estable.!

Per aix0, podeu considerar aquesta llico com opcional, o llegir-ne només els
primers apartats, per entendre quina és I'estructura de la matriu de Jordan i
aprendre a calcular-la en el cas de matrius de dimensions petites. Encara que la
prova de I'existéncia que farem és ben interessant. En tot cas, hem provat de fer
una presentacié minimal: direm només el minim imprescindible per descriure la
matriu de Jordan i provar la seua existéncia.

29.1. BLOCS DE JORDAN I CADENES DE JORDAN

Comencarem amb un exemple. La matriu segiient té la forma de Jordan:

2 1 0|0 O 0]0]O07
02 1|{0] 0 0}]0]O0
00 2|0 0 0]0]0O0
{0 0 0]2 0 0]0|0
)= 00 0|0]—-1 110]0
00 0|{0] O —-1]0]0
00 0|0] O 01]3]0

|0 0 0|0 O O0]0] 7]

IDe tota manera, el tema és ben interessant i ens proporciona una forma canonica, cosa que sempre
ens fa felicos, als matematics.



29. La forma reduida de Jordan 427

Aquesta matriu és diagonal per blocs (els blocs no diagonals s6n tots matrius
zero) i cada bloc de la diagonal és un bloc de Jordan.

Com que és una matriu triangular superior, sabem que els valors propis de la
matriu J sén

- Ay = 2 (amb multiplicitat algebrica igual a 4),

- A, = —1 (amb multiplicitat algebrica 2),

Az = 3 (amb multiplicitat algébrica 1) i
- A4 = 7 (amb multiplicitat algebrica igual a 1).
Si calculeu el rang de la matriu J — 2I comprovareu que la matriu J no és

diagonalitzable, perqué mgeo(A,)) = 2.

1 Un bloc de Jordan d’ordre k és una matriu k X k de la forma

A1 0 -~ 0 O

O A1 - 0O

0O 0 A - 0 O

0O 0 0 - A1

0O 0 0 - 0 A
)i O -~ O

Una matriu quadrada J té la forma de Jordan si) = O J , on les

o 0 - J,

matrius Ji,J», ...,J,, s6n blocs de Jordan.

= Una matriu diagonal té la forma de Jordan (amb tots els blocs de Jordan
d’ordre 1).

L’objectiu d’aquesta llico és provar que tota matriu quadrada complexa, A, és
semblant a una matriu, J, que té la forma de Jordan, és a dir, que hi ha una matriu
invertible, P, tal que A = PJP~! (0o AP = PJ) (la matriu J és la forma de Jordan de la
matriu A). Si passa aixo0 i el primer bloc de Jordan és d’ordre k, tindrem que

Apy =Py AP, =P+ AP ... APk = Pro1 + AP
Es a dir,
(A— )\11)131 = 6 (A— )\1I)ﬁz = ﬁl o (A= All)ﬁk = ﬁk—1

Amb els altres blocs s’obtenen expressions analogues.
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DEFINICIO 29.1.

Una cadena de Jordan de longitud k de la matriu A és un conjunt ordenat de
vectors, {1, iy, ..., U} tals que

A'l_/il = Alﬁl Aﬁz = 'l_/il + AlﬁZ Aﬁk = ﬁk—l + Alﬁk

(on A és un valor propi de la matriu).

En termes d’aplicacions lineals,
DEFINICIO 29.2.

Una cadena de Jordan de longitud k de I'endomorfisme f . E — E és un
conjunt ordenat de vectors, {ii,i,,..., 4} tals que

fiy) =1 f(idp) =0+ Atiy .. f(Hg) = Uy + AT

(on A és un valor propi de I'endomorfisme).

En una cadena de Jordan, {ii;, i, ..., Uy}, el vector i, és un vector propi, aixi
que 7i; € Nul(A — Al); el vector i, és al nucli Nul(A — AI)?, perqué

(A—AD21, = (A—ADii; =0

Analogament, ii; € Nul(A — AI)3, ..., ii;, € Nul(A — AD. Per aix0, els anomenem
vectors propis generalitzats.

ww  Un vector propi generalitzat (associat al valor propi A) és un vector no nul
del nucli d'una poténcia de la matriu A — AL

El subespai propi generalitzat (associat al valor propi A) és el conjunt de tots
els vectors propis generalitzats associats a A.
DEFINICIO 29.3.
Una base de Jordan de I'espai E respecte a I'endomorfisme f (o respecte a la
matriu A) és una base de I'espai formada per cadenes de Jordan de f (o de A).

Que tota matriu complexa A siga semblant a una matriu que té la forma de
Jordan significa que, per a tot endomorfisme d'un espai vectorial complex de
dimensié finita E, existeix una base de Jordan de E respecte a ’endomorfisme.

=  El que provarem, més endavant, en aquesta llico és el teorema segiient:

TEOREMA 29.1.

Si f . E — E és un endomorfisme de 'espai vectorial complex de dimensio
finita E llavors existeix una base de Jordan de E respecte a f.

També provarem que si diversos vectors propis son linealment independents
llavors les cadenes de Jordan corresponents també son linealment independents.
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Abans de fer la prova, pero, en veurem algunes conseqiiéncies i algun métode
per trobar la forma i la base de Jordan d’'una matriu.

29.2. OBTENCIO DE LA FORMA REDUIDA DE JORDAN

Quan les dimensions de la matriu sén grans, hi ha moltes possibilitats, pel que fa
al nombre i les longituds de les cadenes de Jordan, pero per a les matrius 2 X 2 o
3 X 3, trobar la factoritzacié de Jordan no és massa complicat.

Comencarem per aci.

29.2.1. EXEMPLES SENZILLS

Si A és una matriu 2 X 2, el problema és trivial: notem que, o bé la matriu és
0 A
propi amb multiplicitat algébrica igual a 1. En aquest cas, la forma de Jordan ha

de ser ) = [%1 /\1 ] i per a trobar la matriu de canvi P = [1’9’1 ﬁz] hem de fer
1

diagonalitzable (1 la forma de Jordan és J = ), 0 bé hi ha un tnic valor

dues coses:

- trobar un vector propi p;, resolent el sistema lineal (A — A;)X = 0 i elegint
qualsevol solucié no nulla i

- trobar el vector p», resolent el sistema (A — A1) X = p;.

EXEMPLE 29.1.

Trobeu la forma reduida de Jordan, J, de la matriu A = [3

1 5:| 1 una matriu

P tal que A = PJP~1.

L’equacio caracteristica d’aquesta matriu és
3—-A -1 | _
det [ 1 5 _ )\] =0
A2—8A+16=0

Aixi que hi ha un valor propi, amb multiplicitat algeébrica igual a 2, A; = 4.
Els vectors propis son les solucions del sistema lineal

3—-4 -1 |. = -1 —-1|. =

[ 1 5_4])(—0(:)[ 1 1}x—O
és a dir, els vectors de la forma X = (—1,1). Per tant, la multiplicitat geomeétrica
de A, ésigual a 1ila matriu A no és diagonalitzable. La forma reduida de Jordan

de la matriu A és ] = [3 411]
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Per a trobar la matriu P, hem de construir una base B = {p,,p»} tal que
A= [fil ﬁz] A, és adir, (A—4Dp, = 01 (A—4Dp, = B,.

Les solucions de la primera d’aquestes equacions sén els vectors propis; per
exemple, p; = (—1,1); i hem de trobar el vector p, que complisca la segona
equacio:

L, -1 -1, -1 1 1. 1

La soluci6 general d’aquest sistema és p, = (1,0) + B(—1,1). Aixi que podem
elegir B = 0 i obtindrem la base de Jordan B = {p, P>} (5; = (—=1,1), P, = (1,0)).
La matriu A es pot factoritzar d’aquesta manera:

EREE RS

A P J p-1

Aquesta és una factoritzacié de Jordan de la matriu A. ©

Si la matriu A és 3 X 3 llavors, les formes reduides de Jordan de A poden ser

de tres tipus
Ay 0 O Ay 10 Ap 10
0 A, O 0 A, O 0 A 1
0 0 A; 0 0 A 0 0 A

Aci, els valors propis Aj, A, i A3 no tenen perqueé ser distints. I encara és molt
facil saber quina és la forma de la reduida de Jordan de la nostra matriu: sila
suma de les multiplicitats geometriques és 3, llavors la matriu és diagonalitzable;
si és 2, tindrem dos blocs de Jordan i, si és 1, n’hi haura un de sol, amb longitud
igual a 3.

Quan la matriu no és diagonalitzable, per als valors propis que tenen multipli-
citat geometrica igual a 1, no hi ha cap problema a I’hora de cercar una cadena
de Jordan:

EXEMPLE 29.2.

2 -1 2
Trobeu la forma reduida de Jordan de la matriu A = [1 0 1} i la matriu
0 00

de canvi de base, P, corresponent.

L’equacio caracteristica de la matriu A; és det(A; —Al) = —A3 +3A2 —-3A+1=
(1 —A)3 = 0. Aixi que hi ha un unic valor propi, A; = 1, amb malg(A;) = 3. La

0O 00
Aixi que la dimensio6 de ’espai propi és 1 i només hi ha una cadena de Jordan.

1 -1 2
multiplicitat geomeétrica és 3 —rang(A; —I) = 3 —rang {1 -1 1} =3-2=1.
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1 1 0
La matriu J; és {0 1 1}. Per trobar la matriu P, resolem successivament els
0 0 1

sistemes d’equacions (A, —I)X = 0, (A; —I)¥ = , (on p, és una soluci6 no nulla
del primer sistema) i (A; —I)X = P, (on P, és una solucié del segon sistema).

1 -1 2
(A1—1)>%=6<:>[1 -1 1])?=6<‘:>?c=0<(1,1,0)
0 0 0

1 -1 2 1
(A; =X =(1,1,0) = {1 -1 l}fc= {1] < X =(1,0,0) + x(1,1,0)
0 0 0 0

1 -1 2 1
(A} —DX =(1,0,0) <= [1 -1 1] X = [0} = X =(-1,1,0) + «(1,1,0)

0 00 0
1 1 —17
Aixi que podem elegir P, = |1 0 1]i
0 0 0]

2 -1 2 1 1 —-1771 1 olr1 1 —-17"
1 0 1l={1 0 1|lo 1 1||l1 0o 1 5
0 0 0 o0 oflloo 1]lo o o

Ara bé, I'obtencio de la base de Jordan, quan algun valor propi té una multipli-
citat geometrica major que 1, ja no és tan trivial, perque no tots els vectors propis
formen part de cadenes de Jordan de la longitud adequada. Aixo ho veurem en
I'exemple segiient.

EXEMPLE 29.3.

7 3 1
Trobeu la forma reduida de Jordan de la matriu A, = { 1 5 —1] ila
-4 12 12

matriu de canvi de base P.

En aquest cas, també hi ha un tinic valor propi, A; = 8; pero ara la multiplicitat

-1 3 1
geometrica és 3 —rang(A; —2I) = 3 —rang [ 1 -3 —1} =3 —1 = 2, aixi que
-4 12 4

8 1 0
hi haura dues cadenes de Jordan i la matriu J, és [O 8 O].
0 0 8
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L’espai propi és

-1 3 1
Nul(A — 8I) = Nul[ 1 -3 —1] =((3,1,0),(1,0,1))
-4 12 4

Aix0 sembla indicar que hi haura dues cadenes de Jordan, una de longitud 1 i
I’altra de longitud 2, i que comencen amb els vectors (3,1,0) i (1,0, 1), aixi que
el que hem de fer és resoldre el sistema (A — 8I)X = (3,1,0) o bé el sistema
(A—8I)Xx = (1,0,1).

Provem amb el primer: esglaonem la matriu ampliada,

-1 3 113 1 -3 -1]0
1 =3 1111810 0o ol1
-4 12 410 0O 0 010

i deduim que amb el vector ii; = (3,1,0) no es pot construir una cadena de
Jordan de longitud 2. Amb el segon vector, ii, = (1,0, 1),

-1 3 1]1 1 -3 —-11]0
1 =3 =110l 1o o ol1
-4 12 41 0 0 010

aixi que tampoc podem trobar-hi una cadena de Jordan amb dos vectors.

Aix0 no significa que no n’hi hagen, de cadenes amb dos vectors. El que
passa és que cap d’elles comenca amb els dos vectors propis que hem trobat.
L’alternativa és fer servir un vector propi qualsevol,

U= oy + iy = (30 + 0y, Ky, )

és a dir, discutir el sistema lineal (A — 81)X = ;1 + &»ii, i trobar els escalars
;1 &, que el fan compatible.
Si esglaonem la matriu ampliada,

—1 3 1 30(1+(X2 G 1 -3 —1 30(1+(X2
1 -3 -1 o 1o 00 0 4o+
-4 12 4 x 0 0 0 0

trobem que el sistema és compatible quan 4x; + &, = 0. Per exemple, ¢; =11
o> = —4. En conseqiiencia, el vector #l = i, — 41, = (—1,1,—4).

Efectivament, elegint aquest vector, per construir una cadena de Jordan,
haurem de resoldre el sistema

-1 3 1 -1
1 -3 —-1|x= 1
-4 12 4 —4

que és indeterminat. Per exemple, podem elegir la solucié v = (1,0,0): el parell
de vectors ©i = (—1,1,—4), v = (1,0,0) és una cadena de Jordan.
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Si hi afegim un altre vector propi independent d’aquests, per exemple, i,

(3,1,0), obtindrem una base de Jordan: podem triar la matriu P, = [ii v ﬁl]
i obtenim la factoritzacio

7 3 1 -1 1 318 1 0][-1 1 37"
1 5 —1|l=| 1 0 1|lo 8 o|| 1 0 1 .
4 12 12 ~4 0 0]lo o 8]/]]|-4 0 o

29.2.2. SUMA DIRECTA DELS SUBESPAIS PROPIS GENERALITZATS

Alallico 26 vam veure que la suma dels subespais propis és directa i, en conse-
queéncia, la matriu n X n, A és diagonalitzable si aquesta suma omple I'espai:

A és diagonalitzable <= Nul(A — A1) & Nul(A — AyI) @ - @ Nul(A — A, I) = K"

Aix0 no passa sempre; en canvi, la suma dels subespais propis generalitzats
si que omple I’espai, perque si les multiplicitats algebriques dels valors propis,
AL, A, ..., A, SON M, M, ..., M, llavors els vectors propis generalitzats son els
vectors no nuls dels subespais Nul(A — A;)™:, Nul(A — A,)™2, .., Nul(A — A, )™,

Per tant, el fet que tota matriu té una base de Jordan significa que la suma
d’aquests espais nuls és directa i, a més, aquesta suma és igual a C":

Nul(A — A;))™ & Nul(A — A,1)™ & - @ Nul(A — A, )™ = C"

Una base de Jordan és una unio6 de diverses bases, una de cadascun d’aquests
subespais; i cada base d’aquestes és formada per una o diverses cadenes de Jordan.
De fet, el nombre de cadenes de Jordan és igual a la multiplicitat geomeétrica del
valor propi.

= La multiplicitat algeébrica del valor propi A indica el nombre de vectors de
la base de Jordan que sén vectors propis generalitzats associats a A.

ww  La multiplicitat geomeétrica indica el nombre de cadenes de Jordan de la
base que aporta el valor propi A.

29.2.3. NOMBRE I LONGITUD DE LES CADENES DE JORDAN

Tot aix0 ens dona pistes sobre I'estructura de la base de Jordan (i, per tant, de la
matriu J), pero no acaba de descriure aquesta estructura: el nombre de cadenes
de Jordan associades a cada valor propi és igual a la multiplicitat geometrica
corresponent, pero no sabem quines longituds tenen les cadenes de Jordan; amb
matrius petites, com que hi ha poques alternatives, no sol ser dificil determinar-la.
Ara per ara, pero, no sabem quina és aquesta estructura en general. Una manera,
si més no teorica, de trobar-la consisteix a fer el raonament seglient:
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Sim és la multiplicitat algébrica de valor propi A i anomenem n, la
dimensio del subespai Nul(A — Al), n, la de Nul(A — AI)2... com que

Nul(A — AI) C Nul(A — AI)? C - C Nul(A — AD™

la base de Jordan contindra n, vectors propis, altres n, — n, vectors
(independents dels propis) procedents del segon nucli, n; —n, del tercer,
i aixi successivament fins a completar els m vectors necessaris.?

Suposem, per exemple, que ; = dimNul(A—AI) = 3, n, = dimNul(A—AI)?2 =
5, 13 = dimNul(A — AI)® = 7, n, = dimNul(A — AI)* = 8 i dimNul(A — AI)> = 8.
Aix0 vol dir que a la base de Jordan hi ha:

- 3 vectors propis (de Nul(A — AI)).

5 vectors de Nul(A — AI)? (els 3 propis i dos més).

7 vectors de Nul(A — AI)3 (els 5 anteriors i dos més).

- 8 vectors de Nul(A — AI)* (els 7 anteriors i un més).

I aixo completa la base, perqué el fet que ns = n, = 8 implica que la multiplicitat
algebrica és 8 (aix0 ho deixem com a exercici).

Per tant, tenim tres cadenes de Jordan i la més llarga és de longitud 4 (només
una, perqué només hi ha un vector de la base que no és al subespai Nul(A — AlI)3):

Uy, Uz =(A—ADUy, U, =(A—ADuz, U, =(A—2ADU,

A més amés, el fet que a Nul(A — AI)3 hi ha dos vectors més que a Nul(A — AI)?
vol dir que hi ha dues cadenes de longitud més gran que 2 (és a dir, de longitud
3 0 4); ara, ja sabem que, de longitud 3 n’hi ha una; per tant, només hi ha una
cadena de longitud 3:

U3, U= (A—=ADT3, U = (A-ADD,

De cadenes de longitud 2 no n’hi ha cap, perque, com que hi ha dos vectors més
a Nul(A — AI)2 que no a Nul(A — Al), sabem que hi ha d’haver dues cadenes de
longitud dos o més (i ja les tenim!).

Finalment, dels tres valors propis, dos son a les cadenes que ja coneixem, aixi
que hi queda una tercera cadena, de longitud 1:

w,
La part de la base de Jordan corresponent al valor propi A (i ordenada correc-
tament) és
Brula-ans = iy, Uy, Uz, Uy, Us, Uy, Uy, Wy}

2De fet, aquesta és la idea basica de la prova constructiva de I'existéncia de la base de Jordan que
sol trobar-se habitualment als textos.
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i la matriu J té aquesta estructura

A1 0 0|0 O 0|0 1

0O A1 0|{0 0 010

0 0 A 1|0 0 010

0 0 0 A|1 0 010 0
J=10 0 0 0|A 1 0|0

0 0 0 0|0 A 110

0 0 0 0|0 O AJO

0 0 0 0|0 O O]A

i (0] Ji

(la matriu J; conté les cadenes de Jordan corresponents als altres valors propis).

L’esquema segiient mostra la distribucio dels vectors de la base a les cadenes
de Jordan.

Uy vectors de Nul(A — AI)# que no sén a Nul(A — Al)3
Uy Uy vectors de Nul(A — AI)3 que no sén a Nul(A — AlI)?2
i, U vectors de Nul(A — AI)2 que no so6n a Nul(A — Al)
i, v, uw, vectorsde Nul(A— Al)

Aquest exemple ens dona les claus per determinar les longituds de les cadenes:
- Considerem la successio de les dimensions dels subespais nuls
Ng=0,1n1,Mp,... , Ng_1, Ny Mgy ---
- ng = 0, perqueé la matriu (A — AI)° = I és invertible).
- Aquesta successio acaba quan dos termes consecutius son iguals.

- La diferéncia entre dos termes successius d’aquesta successio, n, — ny_;
és el nombre de cadenes que tenen una llargada de n, vectors o més.

- La diferéncia, (ny —ny_1) — (ng.1 —ny) és el nombre de cadenes de longitud
exactament k, perqué al nombre de cadenes de longitud almenys k li restem
el de cadenes de longitud almenys k + 1.

En conseqiiéncia,

1w Sin, = dimNul(A — AI)%, el nombre de cadenes de Jordan de longitud k
(respecte al valor propi A) és (n, — ny_1) — (Mg — Ng).

Pero és més convenient expressar aquest nombre en funci6 dels rangs de les
matrius: si la matriu A és n X n i1y, és el rang de la matriu (A — AI)X, sabem que
N, = n — 7. Per tant,

M =Ng—1) = (M1 — M) = M= =N+ 1) = (M= 1y — N+ 7y)

= (Vg1 — 1) — (g — 1)
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i Sit, = rang(A—AD, el nombre de cadenes de Jordan de longitud k (respecte
al valor propi A) és (7441 — %) — (Ve — Vi—1)-

Nombre i longituds de les cadenes de Jordan
Aquest algorisme determina la forma de Jordan de la matriu quadrada
mXn)A

Per a cada valor propi A,
Calculeu els rangs de les poténcies successives...

1o = rang(A — A)° = n,7; = rang(A — A1, 7, = rang(A — AI)? ...

fins que rang(A — AI)¥ = rang(A — A)k*!

El nombre de cadenes de Jordan de longitud k és igual a

(g1 — 1) — (g — 1x—y)

Una forma comoda de calcular aquestes longituds és fent servir I’esquema
de diferencies finites segiient (els elements de les columnes segona i tercera es
calculen restant els dos nombres adjacents a la columna anterior):

"o
> -7

n > —7,) — (r; — 1») cadenes de longitud 1
> -1

2 > — 713) cadenes de longitud 2
> -7

LE]

V-1
> V-1 = Tk

Tk (ry—1 — 1) — (1 — ¥r41) cadenes de long. k
Yk = Vi1

Yik+1

Aci, ¥y = rang(A — A)? = n i la successio {r;} acaba quan dos termes successius
son iguals.
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EXEMPLE 29.4.

Trobeu la forma de Jordan, J, de la matriu
1 1 2 0 2 0
0 1 1 0 1 0
A— 0 2 5 0 4 0
0 0 0 1 0 0
0 -2 —4 0 -3 0
0 0 0o -2 0 2

L’equaci6 caracteristica és (1 — A)>(2 — A) = 0. Per tant, hi ha dos valors
propis, A; = 11i A, = 2, amb multiplicitats algébriques 51i 1, respectivament. El
valor propi A, no presenta cap problema. Pel que fa al valor propi 1, les poténcies
successives de A —11i els seus rangs son

(A-D%=1 rang(A—1) =6
0 1 2 0 2 0
0 0 1 0 1 O
0 2 4 0 4 0
A-1= 0 0 0 0 0 0 rang(A—1) =3
0 -2 —4 0O —4 0
0 0 0o -2 0 1
0 O 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 2 0
(A=1)2 = 00 0 0 00 rang(A—1)2 =2
0O 0 -2 0 -2 0
[0 O 0o -2 01
0 0 O 0 0 O
0O 0 O 0O 0 O
0O 0 O 0O 0 O
(A=D3 = 000 00 0 rang(A—-1)3 =1
0O 0 O 0O 0 O
|0 0 0 -2 0 1
(A=-D*=(A-1)3 rang(A—D*=1

L'estructura de la matriu J la podem determinar fent servir I'esquema de diferén-
cies finites
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6
3
3 2
1 Hi ha 2 cadenes de longitud 1 i 1 de longitud 3, associades al
2 ) 0 valor propi A; = 1.
1 1

0
1

La forma de Jordan de la matriu A és

SO OO O
eNeoNeNeN
[eNeNel N =
SO~ OO O
O~ OO OO
N O OO OO

29.2.4. CALCUL DE LA BASE DE JORDAN

Ja hem justificat (a I'exemple 29.3) que partir dels valors propis per cercar les
cadenes de Jordan no és una bona idea, perque, a priori, no sabem quins vectors
propis son els adequats. Per aix0, és més recomanable construir la base en sentit
invers, és a dir, comencant pels ultims vectors de les cadenes.

La forma efectiva de fer-ho es basa en la idea segiient: si necessiteu una
cadena de Jordan de longitud k, cerqueu vectors del subespai Nul(A — AI)X que no
pertanguen al subespai anterior Nul(A — AI)X~! i que siguen independents de les
cadenes que ja heu calculat. Ho veurem amb un exemple.

EXEMPLE 29.5.

Trobeu la base de Jordan de la matriu

ol eoBeNeNeN S
OMNON = =
NO=OOO
O WO
N O OO OO

A Tl'exemple anterior ja hem trobat la forma de Jordan, J, d’aquesta matriu: per
al valor propi A; = 1 hi ha una cadena de Jordan de longitud 3 i dues de longitud
1iperaA, =2, una de longitud 1.

Comencarem cercant la cadena de longitud 3; si {p,, P>, P3} és una cadena de
longitud 3, el vector p; és al subespai nul de (A —I)3 pero no al de (A —I)2. El
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subespai nul de (A —1)3 és

0 0 O 0 0 O 1 0 0 0 0
0 0 O 0 0 O 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0 1 0 0
— 3: =
NulA=D7=Rulg 5 0 0 0 0 <0'0’0'1’0>
0 0 O 0 0 O 0 0 0 0 1
0 00 -2 01 0 0 0 2 0
Dit d’'una altra manera, les columnes de la matriu
1 0 0 0O
01 0 0O
B— 0 01 0O
10 0 01 0
0 0 0 01
0 00 20

son una base de I’espai propi generalitzat. Si ara multipliquem (A—1I)? per aquesta
matriu,

0 0 1 0 1

0 0 0 0 0

; 0 0 2 0 2
—T)2B =

(A=D"B 0 0 0 0 0

0 0 -2 0 -2

0 0 0 0 0

trobem que les columnes tercera i cinquena de B no sén a I'espai Nul(A —1)2, aixi
que qualsevol de les dues es pot elegir per construir la cadena de Jordan. Per
exemple,

;= D3 =1(0,0,1,0,0,0)

2 = (A_I)ﬁ3 = (2!1!4101 _4!0)
= (A_I)ﬁz = (1!012’0!_210)

PL =S

Les altres dues cadenes de Jordan corresponents al valor propi 1 son vectors
propis, p4 i ps, linealment independents entre ells i amb p;. El subespai propi és

0 1 2 0 20 01000 0
0 0 1 0 10 00101 0
w02 4 0 4ol oo o 10 —12
Nula=D=Nul}y 5 5 o o0 0o/=™o 0000 o
0 -2 —4 0 —4 0 00000 0
0 0 0 -2 01 00000 0
= ((1,0,0,0,0,0),(0,0,0,1,0,2),(0,0,—1,0,1,0))

in’hem de traure dos vectors independents de p3; per exemple, p, = (1,0,0,0,0,0)
ips=(0,0,0,1,0,2).
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Tot aixo vol dir que el conjunt
{(1,0,2,0,-2,0),(2,1,4,0,—4,0),(0,0,1,0,0,0),(1,0,0,0,0,0), (0,0,0,1,0,2) }

és una base de Jordan del subespai propi associat al valor propi 1.
L’altre valor propi ens ha de proporcionar un vector independent: calculem el
subespai propi, que és de dimensio 1,

E>(A) = Nul(A - 2I) = ((0,0,0,0,0,1))

El vector (0,0,0,0,0,1) és una cadena de Jordan respecte a A, = 2. Aquest sera
el vector iig que inclourem a la base de Jordan.

B=1{(1,0,2,0,-2,0),(2,1,4,0,—4,0),(0,0,1,0,0,0),
(1,0,0,0,0,0),
(0,0,0,1,0,2),
(0,0,0,0,0,1)}

és una base de Jordan de C6 respecte a la matriu A. Aquesta matriu es pot
factoritzar com

1 2 01 0 0171 1 0j0|0]|O0 1 2 01 0O
0 1 0 00 0/|0 1 1/0|0]|0 0 1 0 0 0O
A— 2 4 1 0 0 Of(0 0 1{0|0|0 2 4 1 0 0 O :
0 0 001 0|/]|0 O O0j1]0]O0 0O 00 01 0
-2 -4 000 O0[|0O O O0|0O|1]|0|]]|]-2 -4 0 O 0 O
0 0 0 02 1110 0 00|02 0O 0 0 0 2 1

El cas general és bastant més complex. El descrivim en I'algorisme segiient:
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Calcul d’una base de Jordan
Aquest algorisme troba una base de Jordan de la matriu quadrada A

Suposem que ja es coneix la forma de Jordan de la matriu A.

Per a cada valor propi, ordeneu els blocs de Jordan corresponents
per ordre de longitud, del més llarg al més curt. Calcularem
successivament les cadenes de Jordan seguint aquest ordre.

Per a cada valor propi, A;,

Obtencio de la primera cadena: Si k és la longitud de la cadena
més llarga,
- calculeu una base de Nul(A — A, D)X,
- cerqueu un vector d’aquesta base que no pertanga a
Nul(A — A; D)k 1
- construiu una cadena de Jordan acabada en aquest vec-
tor.

Obtencio de les cadenes successives: Si k és la longitud de la
cadena que voleu construir,
- calculeu una base de Nul(A — A;I)%,
- calculeu una base de Nul(A — A;T)k—1,

- feu la uni6 d’aquesta segona base amb totes les cadenes
que ja heu construit i

- elegiu un vector de la base de Nul(A — A;,1)¥ que no siga
combinacio lineal d’aquesta unio.

- Construiu una cadena de Jordan acabada en aquest vec-
tor.

Aplicar aquest algorisme directament, a mad, és molt complicat. Pero, si més
no per a matrius no gaire grans, es pot aplicar facilment amb I'ajut d’algun
programari matematic.
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29.3. REsuM

Blocs de Jordan i cadenes de Jordan

- Una cadena de Jordan de longitud k de la matriu A és un conjunt, {ii,, il,, ..., U}
tals que

Aﬁl = Alﬁl Aﬁz = 'I_/il + Al’l_/iz ceey Aﬁk = ﬁk*l + Alﬁk

(on A és un valor propi de la matriu).

- Una cadena de Jordan de longitud k de 'endomorfisme f : E — E ésun conjunt,
{1, Uy, ..., 1} tals que

f('l_/ll) = Alﬁl f('l_/iz) = ﬁl + )\11_/12 ey f(ﬁk) = ﬁk*l + Alﬁk

(on A és un valor propi de 'endomorfisme).

A1 0 0 0
0 A 1 0 0
- Un bloc de Jordan és una matriu del tipus 0 A 00
0 0 O Al
0 0 O 0 A
h 0 - O

- Una matriu quadrada J té la forma de Jordan si ) = O J2 , on les

o 0 - J,
matrius J,,J», -..,J,, sén blocs de Jordan.

- Una base de Jordan respecte a la matriu A (o respecte a I’endomorfisme f) és
una base de 'espai formada per cadenes de Jordan de A (o de f).

La forma reduida de Jordan

- Si A és una matriu quadrada complexa i els seus valors propis son A, A,, ..., A,,
amb multiplicitats algeébriques m,, m,, ..., m,,

Nul(A — A,)™ & Nul(A — A,1)™2 @ - & Nul(A — A,I)™r = C"

- Si f . E — E és un endomorfisme de I’espai vectorial complex de dimensio
finita E llavors existeix una base de Jordan de E respecte a f.

- Si A és una matriu quadrada complexa, existeix una matriu J que té la forma de
Jordan i una matriu invertible P tals que A = PJP~1.

w  Les entrades diagonals de J son els valors propis de A.

- El nombre de cadenes de Jordan associades al valor propi A és mgeo(A).

- Si A és un valor propi i , = rang(A — A)¥, el nombre de cadenes de Jordan de
longitud k és (v — 7)) — (¥ — Vi—1)-
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29.4. EXERCICIS

EXERCICI 29.1. Trobeu les formes de Jordan de les matrius segilients, una base
de Jordan per a cadascuna d’elles i mostreu-ne una factoritzacié de Jordan.

3 00 000 200 200
@ A=|-1 20| (b) B=f220| (¢ C=]020| (d D=|f120
-1 -11 112 112 012

(soluci6: pag. 680)

EXERCICI 29.2. Trobeu la forma de Jordan J de la matriu A = iuna

OO OO
[eNeNeINES
SO Q8
O QA = ==
QA R~~~

matriu P tal que A = PJP1L.
(solucio: pag. 682)

EXERCICI 29.3. Trobeu la forma de Jordan, J, de la matriu A =

— = =W
SO wo
—_N OO
s = O O

una matriu P tal que A = PJP~1.
(solucio: pag. 684)

EXERcICI 29.4. El polinomi caracteristic de la matriu A és A2(1 — A)5(2 — A). A
més amés, rangA = 7, rang(A—1I) = 6, rang(A—1)2 = 4 irang(A—1)3 = 3. Quina
és la forma de Jordan de la matriu A?

(solucio: pag. 686)

EXERCICI 29.5. Proveu que, si A és un valor propi de la matriu A i dim Nul(A —
AD¥ = dim(Nul(A — AI)¥*1 1lavors aquesta dimensio és igual a la multiplicitat
algebrica de A.

(solucio: pag. 686)

29.4.1. POLINOMIS ANULLADORS

Sip(z) =apz"+ an,_12" '+ +a,z + ayz® és un polinomi amb coeficients
complexos i A és una matriu, podem substituir la indeterminada z per la matriu
A:

P(A) = anAn + &ln_lA"_l + -+ alA + aol

Per exemple, si A = [i (2)

SEEERERE L

}ip(z)=x3—2x+1,
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= Un polinomi anullador de la matriu A és un polinomi p(z) tal que p(A) = O.

EXERCICI 29.6. (El teorema de Cayley-Hamilton) Demostreu que el polinomi
caracteristic de la matriu A n’és anullador.
(solucio: pag. 687)

EXERCICI 29.7. (El polinomi minim) Si els valors propis de la matriu A sén A,
Aoy, Ay iy, Ly, ..., I, sON les longituds maximes de les cadenes de Jordan
corresponents, el polinomi minim de la matriu A és m(A) = (A — A (A —
Al (A=A,

Demostreu que (a) el polinomi minim de la matriu A n’és anullador, (b) el
polinomi minim és divisor de qualsevol altre polinomi anullador i (c) la matriu A
és diagonalitzable si i només si m(A,A) = (A —A) (A —Ay) ... (A —A,).

(solucio: pag. 687)

El polinomi minim no ens dona tota la informacio per trobar la forma de Jordan,
perqué només ens informa de la longitud maxima de les cadenes de Jordan, pero
no del nombre i les longituds de totes les cadenes.

Tot i aixo, amb matrius de dimensions menudes, si que pot ser bastant util.

EXERCICI 29.8. Trobeu el polinomi minim i la forma de Jordan de la matriu

2 0 0 0O
0 2 0 01
A=10 0 1 0 Of.
00 010
1 0 0 0 2

(solucio: pag. 688)

EXERCICI 29.9. Trobeu el polinomi minim, la forma de Jordan i una base de
Jordan de la matriu

30 -100 0
13 -100 0
A_|00 2000
00 0201
01 0030
00 00 0 3

(solucio: pag. 689)

EXERCICI 29.10. Queé podem dir sobre el polinomi minim i la forma de Jordan
d’una matriu A si totes les multiplicitats geometriques son iguals a 1?

(soluci6: pag. 691)
EXERCICI 29.11. Resoleu el sistema d’equacions diferencials lineals
Yy = [3 _1] v, fent servir la forma de Jordan de la matriu de coeficients.

1 5
(solucio: pag. 691)
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29.5. APENDIX: DEMOSTRACIO DEL TEOREMA D’EXISTENCIA

En aquest apendix provarem el teorema 29.1.

29.5.1. INDEPENDENCIA LINEAL DE LES CADENES DE JORDAN

Una cadena de Jordan {ii,, Uy, ..., Uiy} (de la matriu A amb el valor propi A) sempre
és linealment independent, perque, si «;i; + XUy, + X3tz + = + i = 0,
multiplicant per A — Al,

o (A= ADii; + oo (A — ADilp + 3 (A — ADdig + = + o (A — Al = 0

0(2111 + 0(31_/12 + -+ O(kﬁk,1 =0

Aixi que, si hi multipliquem reiteradament per A — Al, obtindrem

0(1711 + 0(2?7!,2 + 0(317!,3 + -+ O(kﬁk =0
0(21711 + (X317£2 + -+ O(kﬁk—l =0

D(g'l:il + -+ O(k'ljl/k,Z =0

O(kﬁl =0

i d’aqui es dedueix que o = ;1 == =0. ©

Diverses cadenes de Jordan, amb el mateix valor propi A, i amb els vectors
propis inicials linealment independents, també fan un conjujt linealment indepen-
dent. Per simplificar la prova, ho farem només amb dues cadenes de longituds
31 2, respectivament: suposem que tenim les cadenes {ii,, i, U3z} i {V;,V>}; si
hi tenim una combinaci6 lineal nulla, «;ii; + &oils + &3ils + B17; + Both = 0,
multiplicant-hi dues vegades per A — Al tindrem

O(Iiil + 0(21_/12 + 0(31_/’13 + Blﬁl + 32172 =0
0(217[1 + 0(3112 + ,82171 =0
0(3111 =0

De la tercera igualtat es dedueix que x3 = 0. Llavors, la segona igualtat es
redueix a «,ii; + Bo7; = 01, com que els vectors propis #i; i U; son linealment
independents, també &, = >, = 0. I, per la primera igualtat, ¢, = f; =0. ©

Finalment, les cadenes de Jordan amb vectors propis distints també s6n
independents. Novament, farem la prova només amb dues cadenes: si {ii;, ti», 13}
i {7V, V,} son cadenes de Jordan, amb els valors propis, distints, A; i A, i

(Xl'l_/il + 0(2112 + 0(31713 + Blijl + Bzﬁz B 6 (291)
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multiplicant-hi dues vegades per A — A1, obtindrem

Koty + o3ty + (A= A D (B17; + BT
a3tly + (A=A D2(B 7 + BaTy

(29.2)
(29.3)

)
)

Ara multipliquem per A — Ay,

o3 (A — A1)l + (A — AL (A — A D2(By Uy + BaTh) =0
o5 (A — A1)ty + (A= A D2(A = A1) (B Ty + Botn) =0
(perqueé les matrius A — A;1i A — A,I commuten)
a5 (A — A1), + (A — A D2(BoDy) =0
0 (A = A1) iy + By (A2 = 20,A + Afl) 7, =0

X3 (Ap = Ap) 1y + B2(A3 = 2414, + A1) T = 0
&3(A; = Ap)ihy + oAy —A1)%T; =0
Llavors, com que i, i U; so6n linealment independents i A; # A,, &3 = B> = 0. Per
tant, 'expressio (29.3) es redueix a
(A—A\D2B 1, =0
(A2 = A))*B1Uy = 0

I, per tant, 8; = 0. Finalment, anant a (29.2), trobem que &, = 01, en la combinaci6
lineal original, (29.1), ¢; = 0. ©

== Un conjunt format per cadenes de Jordan de la matriu A (amb els vectors
propis corresponents al mateix valor propi independents) és un conjunt
linealment independent.

29.5.2. DEMOSTRACIO DE L’EXISTENCIA DE LA BASE DE JORDAN

Abans de tot, observarem que si coneixem una factoritzacié de Jordan de la
matriu A, A = PJP~1, i ¢ és un nombre qualsevol, llavors

A—cl=PJP~l — cPIP~L = P(J — c)P~!

aixi que la forma de Jordan de la matriu B = A — cI s’obté restant c a la diagonal
de J (els valors propis de B son els A; — ¢ i la base de Jordan de A també és una
base de Jordan de A). Aix0 ho utilitzarem en la demostracio.

TEOREMA 29.1.

Si f . E — E és un endomorfisme de 'espai vectorial complex de dimensio
finita E llavors existeix una base de Jordan de E respecte a f.
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Demostracio: Ho provarem pel métode d’induccio:?

Si la dimensi6 de I’espai E és igual a 1, no hi ha res a demostrar: qualsevol
vector no nul és una base de Jordan. Aixi que suposarem que el teorema és cert
per a qualsevol espai de dimensi6é menor que n i mirarem de provar-lo per a un
espai E de dimensi6 n.

En distingirem dos casos:

Cas 1: f : E — E no és bijectiva.

En aquest cas, el conjunt imatge, Im f, és un subespai de E de dimensi6
r < n. [ T'aplicaci6 f, restringida a aquest subespai és un endomorfisme
de Im f. Per tant, per la hipotesi d’induccio6, hi podem trobar una base de
Jordan By, r = {X1, X5, ..., X, }.

Completarem aquesta base a una base de Jordan de tot 'espai E. Tenint en
compte la formula de les dimensions,

dimE = dimIm f + dim Nuc f
— R

n v

resulta que dimNuc f = n — v i també sén n — ¥ els vectors que ens falten
per completar la base. Pero no és cert que una base del nucli complete la
base de E, perque la suma de la imatge i el nucli no té perqueé ser directa. En
altres paraules, és possible que el subespai Im f N Nuc f continga només el
vector zero o que hi haja més vectors.

En qualsevol cas, si p és la dimensi6 del subespai Im f N Nuc f, com que el
nucli de f és I'espai propi associat al valor propi zero, a la base By, ; hi ha
p cadenes de Jordan que comencen amb un vector propi en Im f N Nuc f.
Cadascuna d’aquestes cadenes és de la forma {w,, w», ..., W}, amb

f(wl) = 071/1 f(wz) = sz + ﬁ}l f(ﬁ/k) = O'LT/k + ﬁ/k_l

Pero 1w, € Im f, aixi que ha d’haver-hi un altre vector wy..; amb f (W) =
Wy, és a dir, f(Wy4,) = 0wy, + Wy. I tenim (en E) la cadena de Jordan
{0y, W5, ..., Wi, Wit}

= Cada cadena de Jordan de f associada al valor propi zero en Im f
s’allarga en un vector per formar una cadena de Jordan de f en E.

Aixi que, a la base de Im f, hi afegirem els vectors ., que anomenarem
Yr+1 Vr+2s--0 yr+p-

Ara bé, com que la dimensio del nucli és n — 7 i hi ha p vectors del nucli
independents que son a la imatge Im f, podem completar-hi una base del

3En aquest curs, hem evitat les proves per induccio, sovint camuflant-les amb algun «i aixi successiva-
ment» 0 quelcom semblant. Pero la prova que presentem aci és més simple i entenedora que altres
demostracions. I evitar la inducci6, amb el métode que farem servir, no és facil (ni segurament
possible).
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nucli afegint n — 7 — p vectors nous, Z, 41, Zy4p+2, --- » Zn- Aquests vectors
sOn vectors propis associats també al valor propi zero i ens proporcionen
n — v — p cadenes de Jordan de longitud 1.

El conjunt

BE = {551:5521 1557} U {J_;V+1:5;1f+2, ,J_;r+p} U {zr+p+1,zr+p+21 szn}

és una base de Jordan de E associada a 'endomorfisme f, perque ja hem
vist que la uni6 de cadenes de Jordan amb vectors propis independents és
independent.

Cas 2: f . E — E és bijectiva.

Elegim un valor propi qualsevol, A. Llavors I’endomorfisme
g(X) = f(X) — AX no és bijectiu i hi podem aplicar el cas anterior:

Existeix una base de Jordan de E respecte a I'endomorfisme g,
BE = {)%1,)?2, !7(11}

Pero, tenint en compte el comentari previ al teorema, aquesta també és una
base de Jordan corresponent a 'endomorfisme f. o
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LLIC(') 30. VECTORS SINGULARS I VALORS SINGULARS

Para responder a la pregunta ;qué son los valores singulares?
podemos formular otra pregunta:
ccudl es la imagen de la circunferencia unidad
(la de centro el origen de coordenadas y radio 1)
por una aplicacion lineal?

Jon Zaballa

Acabarem el curs justificant que qualsevol aplicacio lineal f entre K" i
K™, f(X) = AX és, essencialment, un isomorfisme entre els espais fila i
columna de la matriu A: hi ha una base ortonormal de I’espai Fil A, Bgj a,
i una altra de I'espai ColA, Bcgia, tals que les imatges dels vectors de
Briia s6N multiples dels vectors de Bcgia-

Aix0, en termes matricials, és la descomposicié en valors singulars: qual-
sevol matriu m X n, A, es pot escriure en la forma A = UXV*, on UiV sén
matrius unitaries; a més, les entrades no diagonals de la matriu X sén
totes nulles; és a dir, que podem diagonalitzar qualsevol matriu, elegint
bases diferents en els espais vectorials inicial i final.

30.1. DESCOMPOSICIO EN VALORS SINGULARS D’UNA APLICACIO LINEAL

Perque la transformacio lineal f(X) = AX siga bijectiva, el que ha de passar és
que la matriu A siga invertible; en aquest cas, 'aplicacio f~! també és lineal i
es pot calcular com f~1(¥) = A~'3. Si f no és bijectiva, no hi ha una aplicacié
inversa perqueé algun vector de ’espai d’arribada no té cap antiimatge, o algun
en té més d’una (o les dues coses a I’hora). Ara bé, al capitol 22 hem vist que la
restricci6 als espais fila i columna

f: FilA — ColA
X o~ f(X) =A%

si que és bijectiva. A més, aquesta aplicacio6 restringida és suficient per conéixer
la transformaci6 f, perque qualsevol vector U de l'espai original és la suma
U = Upia + Unuias, ON Upa €s un vector de 'espai fila i Uygax € NulA*, de
manera que

S (V) = f (Urna) + f (Unuax) = f (Uria)

En termes de coordenades, si Bgja = {Uy, Us,..., U, } és una base de FilA i
Brnua = {Ups1, Upgo, ..., Uyt €s una base de Nul A, llavors By = {V;, Uy, ..., Uy} €S
una base de K" i

f(Xlﬁl + X2{52 + ot Xnﬁn) = le(ﬁl) + XZf(ﬁZ) + ot er({;r) (30.1)

A més, el conjunt Begia = {f (D)), f(Do),..., f(¥,)} ésunabase de I'espai columna
(perque 'aplicacié f entre els espais fila i columna és bijectiva).
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El que veurem en aquesta llico és que podem elegir bases ortonormals dels
quatre subespais,

Brila = {171,1_52.---.@} BColAz {ﬁpﬁz,---,ﬁr}

Brula = {Urs1, Upgos ooy vn} Byulax = Ui, Uy, ... ;um}
tals que les imatges dels vectors vU; son multiples dels vectors ii;:

f(0y) = o,

f(0) =iy, f(U,) = 0yiiy, )
f@pi1) = f(Wyi0) = = f(U,) =0

= Els vectors ¥; els anomenarem vectors singulars drets; els vectors i;, vectors
singulars esquerres i els escalars o;, valors singulars (de la matriu A o de
I'aplicaci6 lineal f).

Si fem servir les bases Byn = Brija YU Bauia 1 B = Beoia U Bruiax, 'expres-
sio (30.1) es pot escriure com

f(xlﬁl + Xzﬁz + -+ xnﬁn) = Xlo_lﬁl + X20'2ﬁ2 + -+ er'Tﬁ,, (302)

Aquesta formula és la descomposicié en valors singulars de I'aplicaci6 lineal f.

Notem que la descomposici6 en valors singulars descriu perfectament I'apli-
cacio lineal f: les imatges dels vectors singulars drets sén multiples dels vectors
singulars esquerres i la imatge de qualsevol altre vector és una combinacio lineal
dels vectors singulars esquerres 1ii;; els valors singulars mesuren el pes dels
vectors singulars en la transformacio.

w  Qualsevol aplicacio lineal f(X) = AX, es pot interpretar com un canvi d’es-
cala en la direcci6 de cada vector singular dret, seguit per una aplicacié que
transforma els vectors singulars drets v;, 7, ..., U, en els vectors singulars
esquerres i, Uy ..., U,.

Els factors d’escala son els valors singulars de la matriu A.
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Sf0) = 1,5u,

@ f('l_jz) = 0,517,2 \

= La hiperesfera unitat en I'espai fila,
{2101 + x0T + -+ x, Ty 0 X+ xF 4+ xE =1
es transforma en un hiperellipsoide de I’espai columna,
{(rlxlﬁl + 0pXoly + o + Oy X T, L X+ XS+ XxE = 1}»

Les longituds dels seimieixos d’aquest hiperellipsoide son els valors singu-
lars, i les direccions dels semieixos, els vectors singulars esquerres.

D’altra banda, és facil comprovar que la hiperesfera unitat n-dimensional,
{xlﬁl + xoUp + = 4+ XUy 0 XT+ X5+ + X2 = }

es transforma en la superficie limitada per un hiperellipsoide de semieixos els
valors singulars,

{lelﬁl + 0uXoly + o+ O X T, L XT XS+ xE < 1}
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30.2. DESCOMPOSICIO EN VALORS SINGULARS D’'UNA MATRIU

Per tal de provar que 'aplicacio lineal f(X) = AX es pot descompondre en valors
singulars, observem que la férmula (30.2) sera certa si i només si, la matriu de f
respecte a les bases Bgn i Brm €s

oy, 0 -~ 0|0 - 0]
s=[0 0 - o,/0 - 0
0O 0 - 010 —~ 0
L0 0 - 0|0 - 0]
aixi que, siV = [171 Uy - 17”] iu= [ﬁl Uy - ﬁm] llavors, A = UZV*.

Aci, les matrius U i V sén unitaries i 3 és una matriu m X n amb totes les
entrades no diagonals iguals a zero; no podem dir que la matriu X és diagonal,

N . L . ) 3 0
perqué aquesta matriu només és quadrada quan ho és A; en realitat, 3 = [ (1)1 0
on X;; és una matriu diagonal.

A més a més, encara que fins ara no ho hem necessitat, provarem que les
entrades diagonals de la matriu ;;, son nombres reals positius, ordenats del
més gran al més petit: o; > 0, > ...0, > 0. Aix0 és el que anomenem una

descomposicio en valors singulars de la matriu A.

Per exemple,

1L 111
2 2| 2 2 2221
3 6 0 1 1| 1 1 3 3 3
-5 2 -4 2 2| 2 2 r 2 2
5 -2 4 11 11 3 3 3
3 -6 0 2 2172 2 2 1 2
) o2 111 3 73 3
L2 21 2 24 ~ /

-

O bé, si f és I'aplicacio lineal f(X) = AX,
f(O(ll_;l + 0(2172 + 0(3'(73) = 120(1ﬁ1 + 60(2%2112
El nostre objectiu és provar que, efectivament, qualsevol matriu es pot facto-
ritzar d’aquesta manera.
30.2.1. CONSTRUCCIO DE LA DESCOMPOSICIO EN VALORS SINGULARS

Per aconseguir una descomposicio en valors singulars de la matriu A, el que
necessitem és
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Trobar una base ortonormal de I'espai fila, {v;, U», ..., 7, }, de manera que el
conjunt {Av;,Av,, ...,AV,} siga ortogonal.

és a dir, que AT; - AT; = U;"A*A7; = 0. O que la matriu

siga diagonal; per tant, el que necessitem és diagonalitzar unitariament la matriu
A*A. Afortunadament, aixo ho podem fer, perqué aquesta matriu és hermitica:
existeix una matriu unitaria V, les columnes de la qual son vectors propis de A*A,
i una matriu diagonal D, la diagonal dels valors propis de A*A, de manera que
A*A = VDV* o, equivalentment, V¥*A*AV = D.

Les entrades de D son els productes escalars d;; = U;"A*AU; = Av; - Av;, aixi
que,

- sii # jllavors, Av; - AU; = 0 (el conjunt {AV;, A, ...,AD,} és ortogonal)
- isii=jllavors, A; = Av; - AU; = 0 (els valors propis son no negatius).

A més a més, com que rang A*A = rang A = 7, hi ha exactament » valors propis
que no son zero, aixi que podem ordenar els valors i els vectors propis de manera
que tinguem A; > A, > -+ > A, > 01

2 A, O - 0]0 - 0
oF 0 A =~ 0|0 = 0
Dk A*A[le By o Dy | Dy i;’n]zD: 0 0 -~ A |0 = 0
T, 0 0 ~ 00 ~ 0
| o | Lo 0 «~ o0 .. ol

(Uy41, ..., Uy SON els vectors propis associats al valor propi zero).

Ja hem provat que el conjunt {Av;,Av,,...,A?,} és ortogonal. Com ens in-
teressa trobar una base ortonormal de I’espai columna, dividirem aquests vectors
per les seues normes. La norma de Av; és

|AT | = AT - AT; = A,

aixi que, si i; = (1/,/2\1') A7;, el conjunt {ii,,,,...,U,} és una base ortonormal

de I’espai columna de A i Av; = \/)\_iﬁi 1<i<w).
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DEFINICIO 30.1.
Els valors singulars de la matriu A son les arrels quadrades no negatives dels
valors propis de la matriu A*A.

Els valors singulars es representen habitualment amb la lletra o (0; = \/2\_1-) i
es presenten ordenats del més gran al més menut.

El que tenim, doncs, és que Av; = 0;ii; (1 < i <7).

Per tant, construirem les bases By. i B~ de la manera segiient:
(a) La base Bgn és la unio de

(al) una base ortonormal de FilA, Bpya = {U1, Uo, ..., U, }, formada per vectors
propis de A*A associats als valors propis no nuls i

(a2) una base ortonormal de Nul A, Byua = {Uys1, Uyi2y-en s Unlt-
(b) La base By és la unio6 de

(b1) la base ortonormal de ColA, Bcgia = {11, Uy, ..., U, }, formada pels vec-
tors i; = (1/0;)Av;, i

(b2) una base ortonormal de Nul A*, Byuasx = {Uys1, Upgnyen, U }-

Només ens queda construir la matriu >:

AV=[A171 AV, -AD, Al - Aﬁn]
=[0117L1 ooily, o, 0 - f)]
roy, 0 010 0
0 o 010 0
_ylo 0 o, | 0 0
0 0 00 0
| 0 0 0]

o, 0 07
0 o 010 0
o o o, | 0 0] s
A=U50 00 o]V
[0 0 ~ 00 -~ 0]

D’aquesta manera, hem provat la propietat segiient:
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PROPIETAT 30.1. (TEOREMA DE DESCOMPOSICIO EN VALORS SINGULARS)

Si A és una matriu m X n de rang v llavors, A es pot factoritzar com A = UZV*
on

(a) U és una matriu unitaria m X m,
(b) V és una matriu unitaria n X n,

(c) 3 és una matriu m X n que té aquesta forma:

rop 0 - 00 - 0]

S = [2(1)1 8} =0 0 =~ o,/0 ~ 0
0 0 - 010 — 0

Lo 0 - 01]0 - 0

A més a més, oy = 0, = - = 0, > 0 s6n nombres reals no negatius. o

Hem definit els valors singulars de la matriu A com els valors propis de la
matriu A*A. Els vectors singulars es defineixen de manera analoga:
DEFINICIONS 30.2.

Els vectors singulars drets de la matriu A son els vectors propis associats als

valors propis de A*A.
Els vectors singulars esquerres de la matriu A sén els vectors propis associats

als valors propis de AA*.

i Si A = UXV* és una descomposici6 en valors singulars, llavors, les entrades
de la diagonal principal de X son els valors singulars de A, les columnes
corresponents de U son vectors singulars esquerres i, les de V, vectors
singulars drets.

A més a més, hem trobat un métode per construir aquesta descomposicio:
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Descomposicié en valors singulars de la matriu A

1. Calculeu els valors propis, A;, de la matriu A*A i ordeneu-los del més gran
al més petit.

Les arrels quadrades no negatives, ¢;, d’aquests valors propis son els
valors singulars de la matriu A. Quedeu-vos amb els no nuls.

Aix0 determina la matriu diagonal X,;.

2. Calculeu bases ortonormals dels subespais propis de A*A.
Aixo defineix la base By, i la matriu V. Els vectors propis vy, ¥, ..., Uy,
corresponents als valors propis no nuls, son una base de I'espai fila, B a.
3. Calculeu els vectors #; = (1/0;)Av;, 1 <i <.
Aix0 ens proporciona una base ortonormal de I’espai columna.

4. Afegiu-hi una base ortonormal de I’espai nul esquerre, per tal de completar
la base Bx.

Aixi obtenim la matriu U.

= Sila matriu A és real, llavors els vectors propis de A*A = ATA els podem
elegir reals, aixi que hi ha una descomposicié en valors singulars de la forma
A =U3SVT,

ExXEMPLE 30.1.

Trobeu una descomposici6 en valors singulars de la matriu A =

Calculant el producte A*A obtenim

510
XA —
AA_[IO 20}

Els valors propis d’aquesta matriu sén A; = 251 A, = 0, aixi que els valors
singulars de A sén 0, = 51i 0, = 0. El subespai propi de A*A, associat al valor
propi Ay, és

B 20 10| _
Nul(A*A—ZSI)—Nul[ o _5}—«1,2))

Elegim el vector v, = %(1, 2) perqueé siga unitari. El conjunt {7;} és una base
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ortonormal de I'espai fila. El subsepai propi associat al valor propi 0 és

1 2
2 4|
0 0

Aixi que, si U, = %(—2, 1), {¥»} és base de I’espai nul. D’aquesta manera, la

. . v |15 2745
matriu V sera aquesta: V = [2/\@ _1/\/5].

Ara calcularem els vectors i, i, i3 i 1i4. El primer ha de ser

1 2 1
1. 12 4l 1[1]_ 1|2
h=GA =310 ¢ _[2]_ﬁ 0

0 0

I ’'hem de completar amb una base ortonormal de l’espai nul esquerre; per
exemple,

1 2 00 1

*: = —_ —
Nul A Nul[2 4 0 0] <\/§( 2,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)>
Amb tot aix0 ja podem armar la descomposicio en valors singulars:

1 2 1/V/5|-2//5 0 0][5]|0

2 4f _l2/v/5] 1/v5 0 of|0]0]|[1/V5  2/V5]

0 0 0 o 1 oflo|o|[2/v/5 —1//5]

0 0 0 0 0 11100

EXEMPLE 30.2.

Trobeu una descomposici6 en valors singulars de la matriu B i 8 8]

Com que aquesta matriu és I'adjunta de la de I’exemple anterior, podem trobar la
descomposici6 sense cap calcul addicional, perqué A = USV* < A* = VI*U* =
VEU*. Es a dir,

1//5 2/V/5 0

12 0 o] _[1/+v/5 2//5][5 0 0 0]|-2/v/5 1/4/5 0
2 4.0 0 2//5 —=1//5[|0 0 0 O 0 0 1
0

— o O O

0 0

5 Aquest exemple mostra que els valors singulars de A* son els mateixos que
els de A.
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30.2.2. DESCOMPOSICIO EN VALORS SINGULARS REDUIDA

A la factoritzacio A = UXV*, en realitat, no necessitem conéixer explicitament les
bases dels espais nuls, perque, si dividim les matrius Ui V en blocs de la forma
U= [Ul UZ] iv= [V1 VZ], on els blocs U, i V, corresponen a les bases dels
dos espais nuls

sh O] [vi S VE
A=[U; U] [ o 0] [vﬁﬁ} =[ui U] [ 'S 1} = U3y, Vi

= La descomposicié en valors singulars reduida de la matriu A és ’expressio
A = U1211V>1k.
En aquesta factoritzacio, la matriu 3,; és diagonal, perque ara si que és

quadrada; en canvi, les matrius U; i V; tenen les columnes ortonormals,
pero no tenen perque ser quadrades.

EXEMPLE 30.3.

Trobeu una descomposicio en valors singulars reduida de la matriu
1 2

A:

S ON

4
ol
0

En I'exemple 30.1 hem trobat la descomposicié en valors singulars

12 1//5|-2//5 0 0]15]0
2 4| _12/v/5] 1/v/5 0 o|[0[0][1/V/5 2/V5]
0 0 0 o 1 of|lo]|o|[2/v/5 —1//5]
0 0 0 0 o0 1Jlojo

aixi que aquesta seria una descomposicio reduida:

2 1//5
o| = || 1[5 23] -
0 0

SO N =

En aquest exemple no hem hagut de fer cap calcul, perqué ja coneixiem una
descomposicio en valors singulars completa. En general, pero, i tal com hem dit
adés, en calcular la descomposici6 reduida ens estalviarem el calcul de les bases
dels dos espais nuls.
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Descomposici6 en valors sigulars reduida de la matriu A
1. Calculeu els valors propis, A;, de la matriu A*A i ordeneu-los del més gran
al més petit.

Les arrels quadrades no negatives, o;, d’aquests valors propis son els valors
singulars de la matriu A. Quedeu-vos amb els no nuls. Aixo determina la
matriu diagonal 4.

2. Calculeu bases ortonormals dels subespais propis de A*A corresponents
als valors propis no nuls.

Si B, és la uni6 ordenada d’aquestes bases, la matriu V, és Mg, .

3. Calculeu els vectors u; = (1/0;)Av;.

Aix0 ens proporciona la matriu U;.

EXEMPLE 30.4.
Trobeu una factoritzacié en valors singulars reduida de la matriu

2 -1 0 O
A=]2 2 0 0f.

0 0 3 0

(a) Els valors propis de la matriu A*A = son 9 (doble), 4 i 0. Aixi

0
0
0
0
que els valors singulars no nuls de A, ordenats del més gran al més petit, son

8§ 2 0
2 50
0 0 9

0

3 00
3,3,2. Lamatriu2;; és [0 3 0.
0 0 2

(b) Els espais propis de A*A associats als valors propis no nuls sén

[—1 2 0 0 1 -2 0 O
2 =4 0 0 0 0 0 1
* —_ = =
Nul(A*A — 9I) = Nul 0 00 0 Nul 0 00 0
. 0 0 0 -9 0 0 0 O
= ((2//5,1/1/5,0,0),(0,0,1,0))
4 2 0 0 1 1/2 0 0
21 0 O 0 0 1 0
kA = =
Nul(A*A — 4I) = Nul 00 5 0 Nul 0o 0 0 1
0 0 0 —4 0 0 0O

_ <(_1_/\/§,2N§,0,0)>
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Els conjunts
{(2/+/5,14/5,0,0),(0,0,1,0)} , { (=1/V/5,2/7/5,0,0)}

son bases ortonormals dels dos espais propis.

La matriu V, és aquesta:

2/v/5 0 —1/4/5
v, = |UV5 0 2/45
! 0 1 0

0 0 0

(c) Per a trobar la matriu U; calculem

zl(i£0)=<i io>
ER VANV A WS
%(0,0,3) = (0,0,1)

- E

Aixi, hem obtingut la descomposicio

A

! v
3 1
1
7/L2:§A172
LA
2 3

A

2 -1 0 0 1/4/5 0 =2//5]1[3 0 0 2//5 1//5 0 0
[2 200]= 2//5 0 1/4/5 [030] 0 0 1 0f o
0 0 3 0 0 1 0 0 0 2f|-1//5 2//5 0 0

- Y ~

A U, P Vi

30.3. EL SIGNIFICAT NUMERIC DE LA DESCOMPOSICIO EN VALORS SINGULARS
Els valors i els vectors singulars so6n importants, com ja hem dit, perque la féormula
F U + x50, + - + X, Up) = X101 + X050, + - + X,0,,

descriu de manera perfecta I'aplicacio lineal f(X) = AX. Pero, a més a més, la
versié matricial d’aquesta formula és molt important al camp de 1’algebra lineal
numerica. Per trobar aquesta versié matricial, notem que la descomposicié en
valors singulars es pot reescriure de la manera segiient: si el rang de A és r i
A = U3, V¥, tenim

o 0 - 07[FF

L - 0 o 0||vy
A=[u1 iy ... uy] o 2
0O 0 - o]lLUf
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Les matrius ;U son de rang un, perqué les seues columnes soén multiples del
vector singular 1i;, per tant,

== qualsevol matriu és una combinaci6 lineal de matrius de rang un (productes
dels vectors singulars), amb pesos iguals als valors singulars.

Sembla que totes les matrius ii;U; tenen la mateixa grandaria, perque son el
producte d’un vector unitari per la matriu transposada d’un altre vector unitari.
Si aix0 és cert, quan expressem la matriu A com la combinacio lineal (30.3), les
primeres matrius de la suma sén les més significatives, perque estan multiplicades
pels pesos més grans. Per a justificar aixo (que totes les matrius ;¢ sén igual
de grans), necessitem una mida de la grandaria d’'una matriu. I, com en el cas
dels vectors, aquesta mida és el que anomenem la norma de la matriu.

Per trobar una definici6 adequada de norma (d'una matriu) hi tenim diverses
opcions, entre les quals hi ha la norma de Frobenius i la norma espectral. Nosaltres
farem servir la norma espectral, que mesura la dilataci6 maxima dels vectors
quan s’hi multiplica la matriu A.!

DEFINICIO 30.3.
La norma espectral de la matriu A és el suprem del conjunt de totes les
normes de AX corresponents als vectors X de norma igual a 1:

IAll, = sup{||AX| : [|X]| =1}

Si recordem que, a I'aplicacié f(X) = AX, la imatge de la hiperesfera de radi
un és la superficie limitada per un hiperellipsoide #-dimensional, els semieixos
del qual son precisament els valors singulars, queda clar que la norma espectral
mesura precisament la grandaria d’aquest hiperellipsoide i, més exactament, que
la norma espectral de A és igual al valor singular més gran.

PROPIETAT 30.2.

Si A = UXV* és una descomposicio en valors singulars de la matriu A llavors,
IAll, = oy

Demostracio: Siga X un vector qualsevol de K", de norma un. Com que

{4, Vo, ..., U, } és una base ortonormal de K", aquest vector és una combinacio

lineal, ¥ = o,y + oy + = + &, T, amb |1 |> + |2 ]? + = + |, |> = 1.
Llavors,

=12 ~ . L2
[AX " = [[o1011y + 2001+ + 0 Ol |

2 2 2
=0 |7 0F + |07 0F + - + |y " 02

2
I'La norma de Frobenius es defineix de la manera natural: Al = N |aij| .
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(perqueé els vectors i; son ortogonals i unitaris)

2 2 2
<m0t + ool 02 + - + oy |” of
Aixi que [|A|l, < 0. I, com que [|AT; || = ||o1,|| = 01, posem assegurar que

IAl, =01. o
w= Com a cas especial, si A = 14U, on 1 i U son vectors unitaris, ||[uv*|, = 1.

> oy

I aixo vol dir que, efectivament, tots els productes #iv* sén igual de grans. A la
llico segiient aplicarem aquests fets a I’aproximacié numerica de matrius.

30.4. RESUM

Valors singulars i vectors singulars

- Els valors singulars d'una matriu m X n, A, son les arrels quadrades, o;, no
negatives dels valors propis, A; de la matriu A*A.

- Els vectors singulars drets de la matriu A son els vectors propis associats als
valors propis de A*A.

- Els vectors singulars esquerres de la matriu A son els vectors propis associats
als valors propis de AA*.

Descomposici6 en valors singulars d’una aplicacioé lineal

- Si f(X) = AX és una aplicacio lineal de K" en K™, existeixen bases ortonormals
dels quatre subespais,

Briia = {1_51-1_52, ---,ﬁr} Beola = {ﬁl:ﬁz, ,ﬁr}
Brula = {ﬁr+1’ﬁr+21 ---,ﬁn} Byuax = {ﬁr+lnﬁr+2s yﬁm}
tals que
fW) =0ty f(W) =0l ... f(T,) =01,
f(ﬁrJrl) = f(ﬁ7+2) == f(ﬁn) = 6

En conseqiiéncia,

FOaU + x50, + - + x,Up) = X001, + Xp0,0, + - + X,0, U,

- Laimatge de la hiperesfera unitat de I'espai fila és un hiperellipsoide de I'espai
columna, els semieixos del qual son els valors singulars, en les direccions dels
vectors singulars esquerres.
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Descomposicio en valors singulars d’'una matriu

- Si A és una matriu m X n existeixen dues matrius unitaries, U i V i una matriu X,
de la forma

w  Els escalars 0; = 0, = -+ = 0, son els valors singulars no nuls, les columnes de
V son vectors singulars drets i les de U, vectors singulars esquerres.

Descomposicié en valors singulars reduida

- Si A és una matriu m X n existeixen dues matrius, U, i V;, amb les columnes

o 0 - 0
ortonormals, i una matriu diagonal =;; = O T O als que A = U=, Vi
0 0 - o
Significat numeric
- Lanorma espectral de la matriu A és [|Al, = sup{[|AX| : ||X| = 1}.

- La norma espectral és igual al valor singular més gra.

- Lanorma espectral mesura la grandaria de la matriu.

30.5. EXERCICIS

ExXEeRcIcrI 30.1. Trobeu la descomposicié en valors singulars de les matrius

i 1000 2
B oo 300
(a)A_f (1) ®B=10 00 0 0
04000

(solucio: pag. 692)

ExXERrcIcrI 30.2. Trobeu les descomposicions en valors singulars reduides de les
matrius de ’exercici anterior.
(solucio: pag. 694)

ExXERcIcI 30.3. Trobeu la descomposicié en valors singulars reduida de la matriu
1 1

(solucio: pag. 694)
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EXERcCICI 30.4. Expresseu la matriu B de I'exercici 30.1. com una combinaci6
lineal de matrius de rang 1 amb pesos els valors singulars de B.
(solucio: pag. 695)

EXERcICI 30.5. Quins son els valors maxim i minim de la funci6 g(x) = ||AX||,

1 -1
onA = {2 O}, en la circumferéncia (de R?) {X : ||X| = 1}?

1 1
(solucio: pag. 696)

ExERcicI 30.6. Proveu que, si A = USV* és una descomposicié en valors singu-
lars, llavors, les columnes de U son vectors singulars esquerres, les de V, vectors
singulars drets, i les entrades no nulles de 3, els valors singulars de A.

(solucio: pag. 696)

EXERcICI 30.7. Proveu que, si la matriu real A és simétrica definida (o semidefi-
nida) positiva, llavors, els valors propis no nuls de A son valors singulars. Quée
passa, en general, en el cas de les matrius simétriques? Quina relacié hi ha entre
els vectors propis i els vectors singulars, en una matriu simetrica?

(solucio: pag. 696)



LLIC(') 31. APLICACIONS DELS VALORS SINGULARS. LA PSEUDOIN-
VERSA

A mathematician is a blind man in a dark room
looking for a black cat which isn’t there

Charles R. Darwin

En aquesta llicé estudiem algunes aplicacions de la descomposicié en
valors singulars i generalitzem la idea de transformacioé inversa i de matriu
inversa quan la transformacio f(X) = AX no és bijectiva, és a dir, quan
la matriu A no és invertible.

31.1. SISTEMES D’EQUACIONS LINEALS

Si A és una matriu m X n de rang * i A = UZV* és una descomposici6 en valors
singulars, llavors per discutir el sistema lineal AX = b, podem escriure’l en
la forma USV*X = b o, de manera equivalent, SV*X = U*D i, fent els canvis
y =V*Xic = U*b, obtindrem Xy = ¢. La discussio d’aquest nou sistema és

trivial: ~ _
- - 211 O 5)1 El leyl =

Sy =C <= S | =5 | = o
Y [ 0 O] [yz €2 0=2¢,

El sistema és compatible si i només si ¢, = 01, en cas que ho siga, és determinat
(com ja sabiem) si el rang de X;; és igual a n.

Quan el sistema és compatible, la solucio és y = (¥1,%,), on ¥, = 37!¢ i
Vo = (Ky41, Kypyo, ..., 0y) €sun vector arbitrari (buit, si el rang és n), i la soluci6é
del sistema lineal original s’obté desfent el canvi X = Vy.
EXEMPLE 31.1.

Discutiu, i resoleu, si és compatible, el sistema lineal AX = b, on

3/2 0 3
52 2 1.
A=|35 o glib=@1LLD).
5/2 2 1

La matriu A es pot factoritzar com

1 1 1 17[6 0 0 *
Aol 11 -l 0301%2% _g
21 1 -1 -1]]0 0 0|3, 5 _j
1 0 0 0], ,

-1 -1 1

V*

M-

U
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Aixi que, si fem els canvis y = V*X, ¢ = U*b = (2,0,0,0), obtindrem el sistema
lineal

53y =C <=

0 0
3 0|
0 oY~

(e elelNe))
S oo

0 0

que és indeterminat. La solucio és, clarament, y; = 1/3, > =0, y3 = ,ila
solucio del sistema lineal AX I'obtenim desfent el canvi X = Vy:

2 -1 277[1/3 2 2
y<=%{1 —2 —2”0]=%[1}+%[—2} o
2 2 -1| « 2 ~1

31.2. MINIMS QUADRATS

També podem trobar les solucions del problema de minims quadrats fent servir
la descomposici6é en valors singulars. Com que es tracta de minimitzar la norma
HAFC -b ’ si A = UZV* és una descomposici6 en valors singulars,

HA;% - 'BH = Huzv*ic - ZIQH = Huzv*ic - UU*EH = HZV*)? - U*EH
(aquesta darrera igualtat és certa, perque U és una matriu unitaria, aixi que
conserva les normes). Fent els mateixos canvis de I’apartat anterior, ¥ = V*X i
¢ = U*b, trobem un nou problema de minims quadrats,

Minimitzeu la norma ||2y — ¢||

i, gracies a I'estructura diagonal de la matriu £, aquest problema es resol immedi-

atament:
S 2 le (0] 5}1 _ El
== | 5] 5] [2]

2
X1y, —¢ = a2 =2
o (R | R L R Y

2

Aix0 és el que hem de minimitzar: el sistema lineal >;;y, = ¢, té solucio:
¥ = I71¢;; elegint aquest vector ¥;, la norma ||X,,5, — ¢;| és igual a zero
i, en conseqiiéncia, el minim de ||y — ¢|| és la norma de ¢,. Finalment, basta
desfer el canvi X = Vy, per trobar les solucions del problema de minims quadrats
original.
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EXEMPLE 31.2.

-

SiA= B i 8 8] ib = (1,1), trobeu una solucié per minims quadrats

del sistema lineal A% = b.

A T'exemple 30.2, hem trobat aquesta descomposicié en valors singulars:

1//5 2//5 0 0
12 0 0]_[1/+/5 2/V5][5 0 0 0] [-2//3 1/45 0 0
2 4 00 2//5 —1//5|]0 0 0 0O 0 010
‘ - : T 0 0 0 1l

v

Si hi fem els canvis ¥ = V¥X i ¢ = U¥b = (1/+/5)(3,1), el problema és equivalent
al de minimitzar
2
N 3
Sy — —=
1 X \/g

- =12
1=y — €|l

I
|
O vl
o O
o O
o O
|
NS
w N
|
Sl
ol
| ——
—_
—_
|

Vi V5

(s _3) 1
yl \/g 5

Es clar que el minim de la norma és 1/~/5 i que correspon al valor y; = 3/(5/5).
Com que el valor de les coordenades 5, V3, ¥4 no influeix en aquest resultat, tots
els vectors y = (3/(5\/5), 4, &>, ®3) sOn solucions del problema.

Desfent el canvi, les solucions del problema de minims quadrats AX = b son
els vectors

1/7/5 =2/3/5 0 07[3/(5v/5)
xovy= |25 V5 000 o
0 0 1 O X
0 0 0 1JL o3
1 -2 ro 0
. 3 2 X1 1 0 0
—E 0 +E O]‘l‘o(z 1 +0(3 0 ]
0 0 0 1

31.3. APROXIMACIONS DE RANG LIMITAT

Si A = UZV* és una descomposicio en valors singulars de la matriu A, de rang
igual a 7, sabem que

A= O_Iﬁlf)}f + 0_21121_5; + -+ O-yﬁyﬁ;k
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Aleshores, com que els pesos son decreixents, una manera d’aproximar el valor
de la matriu A és truncar aquesta suma, és a dir, quedar-nos només amb els
primers termes i considerar les sumes parcials

— ok
Ay = oy 7y

A, = O'lﬁlﬁik + 0'211277;
Ak = Ulﬁlﬁik + Uzﬁzﬁék + -+ Ukﬁkﬁ;k (31].)
A=A, = ot U + 001 UF + - + 03y U + = + 0, U, U)F
com aproximacions a la matriu A, derangs 1, 2, ..., k, ..., 7.

Per justificar que aquestes aproximacions séon adequades, farem com amb els
vectors i definirem la distancia entre dues matrius com la norma espectral de la
diferéncia, d(A,B) = ||A — B,

i Com que A—Ay = Opq1 U1 Vg + Oksoligs2 Uy, + 0 + 0,1, U, la distancia
entre A i Ay, és 0y, aixi que el quocient ||A — Ag|| /||A|| = 0k,1/0; mesura
Perror relatiu que cometem en aproximar A amb A;.

Per exemple, si els deu primers valors singulars d’'una matriu A, sén 10, 5, 4, 2,
2,1,1,0,11i0,01, la distancia entre la matriu A i 'aproximaci6 de rang 9, A, és
igual a una centesima, és a dir, que si X és un vector unitari, la diférencia entre
AX 1 AgX és, com a molt, igual a 0,01.!

De fet, la matriu A, és la millor aproximacié de rang k a la matriu A. Aixo és
el que diu la propietat segiient.
TEOREMA 31.1. (TEOREMA D’ECKART-YOUNG)
Si A és una matriu m X n de rang v i A = o U + 01, U5 + - + 0,1, UF
és una descomposicio de la matriu A en valors singulars, per a k < v, siga

Ak = O'l'ljtlf}? + Uzﬁgﬁz* + -+ (Tkﬁkl_})]zk

Per a qualsevol matriu m X n, B, tal que rangB < k,

IA—All, = [IA— B,

Demostracio: Com que ja sabem que ||A — Ak||2 = Oy+1, €l que hem de provar
és que, si B és una matriu m X n amb rang B < k llavors, ||A — B|| = 0j4;.

Sirang B < k llavors, dimNulB > n — k. D’altra banda, dim (¥, Uy, ..., Ug41) =
k + 1, aixi que, com que NulB + (¥, Uy, ..., Ur41) €s un subespai de K",

dim (NulB + (¥, Uy, ..., Ug41)) <1

LE] cost computacional d’un producte matriu-vector, amb una matriu de dimensions molt elevades
és forca gran, mentre que el producte AgxX és molt menys costos.
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Llavors, per la férmula de Grassmann,

dim (NulB N (T, Dy, ..., Tgs1)) = dimNulB + dim (D1, Dy, .., Tpy1) — 1
>m—-k+k+1)-—n=1

Aixi que existeix un vector no nul (que el podem elegir de norma 1), w € NulB N

<i}l! 621 [EE vk-%—l)'
Aleshores,

IA—=Bll, = [(A=B)w| = [[Aw — Bw| = [[Aw]|
I, com que w € (Vy, Vo, ..., Vgs1),

w= 0(1171 + 0(2'(72 + -+ ak+1ﬁk+1 (O(‘% + (X% + -+ O(iJrl =1)

> - — 2
IA = BII5 = [|A (0, Ty + XoTp + - + Ky 1 D) |
- - - 2
= ||y o1; + X000y + - + Kgpy O Ugr ||

2 2 2
| |7 0f + [0 |= 05 + = + [oqr |© 0y,

v

\%

2
Of+1 ©

31.3.1. APLICACIO A LA COMPRESSIO D'IMATGES

Una imatge grafica, com ara, una fotografia, és una matriu de punts, cadascun
dels quals té un color determinat. Per simplificar, suposarem que la imatge només
conté tons de gris, de manera que el color de cada punt es pot representar com un
nombre: per exemple, si fem servir nombres enters de 8 bits (28 = 256 nombres,
de 0 a 255), el 255 representa un punt blanc, O si és negre, o un altre nombre,
si el punt és d’un gris més o menys fosc (20 és un gris fosc, 240 és molt clar).
Alternativament, es pot fer servir nombres reals entre 0 i 1 (0 per al color negre,
1 per al blanc, 0.8 per a un gris clar).

Llavors, una imatge de m punts d’amplada per n d’alcada es pot emmagat-
zemar en una matriu m X n, A. Normalment, aquestes matrius tenen el rang
maxim possible (és a dir, ¥ = rang A = min(m, n), aixi que A és igual a la suma
de v matrius de rang un, A = o4, U + 001U, UF + - + 0, U, U},

Aleshores, podem aproximar aquesta matriu, com hem vist a ’apartat anterior
mitjancant la suma truncada Ay = o1 U] + 021U, U5 + - + 0,1, U

Per mostrar un exemple, hem fet servir una imatge que conté 739 punts
d’amplada per 637 d’alcada, de manera que la podem representar amb una matriu
A d’aquestes dimensions (637 X 739), és a dir, per 739 - 637 = 470743 nombres.
Fent servir un programari de calcul matricial, hem calculat els valors i els vectors
singulars i hem trobat que aquesta matriu té rang maxim (rangA = 637). Les
imatges segiients mostren les aproximacions de rangs 1, 5, 10, 100, 200 i 300.
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Notem que la informacié que cal emmagatzemar per poder reconstruir la
matriu
Ak = O'lﬁll-}{k + 0'211217; + -+ Ukﬁkﬁ,f

consisteix en k valors singulars i 2k vectors singulars (k esquerres i k drets),
és a dir, k(1 + m + n) nombres. En el nostre exemple, A,y requereix 200(1 +
739 + 637) = 275400 nombres (aproximadament, el 58,5% dels 470743 de la
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imatge original). D’altra banda, el valor singular maxim de la nostra matriu és
0, = 410,62 i el valor singular o0,(; és, aproximadament, 2,40, aixi que I’error
relatiu en I'aproximacio A,q, és de 'ordre de 2,40/410,62 =~ 0,006.

31.4. LA PSEUDOINVERSA

Recordem que qualsevol transformacio lineal

fiKr — K™
X ~ f(X)=AX

és bijectiva quan la restringim als espais fila i columna de la matriu A, i aplica
I'espai nul en el vector zero. Si U7 = pgya(V) i U> = pnua(V), son les projeccions
sobre els subespais fila i nul del vector v llavors,

J@) = f(0) + () = f (1)

FilA

Es raonable definir una falsa inversa, f*, que actue de la manera reciproca:
restringida als espais columna i fila, aquesta aplicacié ha de ser la inversa de f i ha
d’aplicar I’espai nul esquerre en el vector zero: Siii; = pcoa(il) iy = pyuar (i),
son les projeccions sobre els subespais columna i nul esquerre del vector
llavors, a I'espai fila hi ha un vector unic v, tal que f(v;) = i, i

Sr@) = f7 (i) + f7 (i)

Uy

= La matriu corresponent a l'aplicacié f* és la pseudoinversa de la matriu A i
es representa com At
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STy)=ATYy
—

Nuc f = NulA

R™ R™

Fil A Nul A*

La descomposicié en valors singulars ens permet determinar explicitament
la matriu A*: si A = U;3,V} és una descomposici6 en valors singulars reduida,
sabem que les columnes de U, iles de V; son bases ortonormals dels subespais
fila i columna de A (aixi que han de ser bases dels subespais columna i fila de A*)
ique f(v;) = o;u; (i, per tant, f*(u;) = (1/0;)v;). En consequéncia,

At =V, 3 UF

DEFINICIO 31.1.

SiA = U2, V¥ és una descomposici6 en valors singulars reduida de la matriu
A, llavors la matriu pseudoinversa (o inversa Moore-Penrose) de A és la matriu
AT =V, 37 UF.

EXEMPLE 31.3.

2 4 0 O

Calculeu la pseudoinversa de la matriu A = [

1200]

En un exemple anterior hem obtingut aquesta descomposicié en valors singulars:

1/7/5 2/7/5 0 0
1.2 0 0|_[1/+/5 2//5][5 0 0 0]|-2/v/5 1/4/5 0 0
2 400 2//5 —=1/4/5[[0 0 0 O 0 0 10
0 0 01
La versi6 reduida sera
1 2 0 o] _ [1/4/5
240 o) [as] [l 2 0 o]

1
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i, per tant, la pseudoinversa és

1//5 1 2
_|2/\/5 1|2 4
A= |7 [1/5] [1/+/5 Z/ﬁ]—g o ol ©
0 s U 0 0

\41

31.4.1. INTERPRETACIO COM UNA INVERSA PER MINIMS QUADRATS

Podem interpretar la pseudoinversa com una generalitzaci6 de la inversa en el
sentit seguent:

- Lainversa (si existeix) és la soluci6 unica de ’equacio lineal AX = 1.

- La pseudoinversa (que existeix sempre) és una solucié per minims quadrats
de '’equacio6 lineal AX = 1.

Per comprovar-ho, com que les solucions del problema de minims quadrats son
les solucions de 'equacio A*AX = A*I = A*, substituint X = At tenim

IA\*/AUA+ = VleU’fUleVikVIZﬁlUT = VleUT = A>k =]

Com a conseqﬁépcia d’aixo, At _Bﬁés una solucio per minims quadrats del
sistema lineal AX = b, perqué A*AATDh = A*D.
Aixi que la soluci6é general del problema de minims quadrats és

% =A*D + NulA

31.5. RESUM

Aplicacions dels vectors singulars

- Sistemes d’equacions lineals
Si A = UZV#*, els canvis y = V*X, ¢ = U*P transformem el sistema lineal A% = b

enXy =¢, 0
lej;l 1
6252

Aquest sistema és compatible si i només si &, = 0 i, en aquest cas, la soluci6 és
X =Vy,ony = (37}¢,, 3,) (3, arbitrari).

Il
o

- Resolucio per minims quadrats

Si A = UXV*, els canvis ¥ = V¥X, ¢ = U*b transformem el problema de minims
quadrats AX = b en

Minimitzeu ||, 7, — & |° + ||&]°

PP o2 o . 5 o1z
Aquest minim és igual a |G, ||” i s’aconsegueix quan y, = 2} ¢;.
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- Aproximacions de rang limitat

SiA = o, Ui + 0, U, U + - + 0,1,V és una descomposicio en valors singulars
llavors, la matriu de rang com a molt k (k < ¥) més proxima en norma espectral
aAés Ay = 0q1i U + 0,1, V5 + - + o Uy Ty
Amés, [[A— Al = 011

La pseudoinversa

- Si A =U,Z,,V¥ és una descomposicio en valors singulars reduida, la pseudoin-
versa o la inversa Moore-Penrose de A és la matriu A™ =V, Z1UF .

1z La pseudoinversa es la soluci6é per minims quadrats del problema AX = I.

ww  Fl vector A*h és una solucio per minims quadrats del problema AxX = b.

= La soluci6 general del problema de minims quadrats és X = A+D + NulA.

31.6. EXERCICIS

e

EXERcICI 31. eu servir la descomposici6 en valors singulars de la matriu

per resoldre el sistema lineal AX = E, essent b = (3,3,0,4).

0
0
A= 0
4

[N eNolols sl

2
0
0
0

SO wo

1
0
0
0
(solucio: pag. 698)

EXERcICI 31.2. Trobeu les matrius A; i A, de rang 1 i de rang 2, respectivament,

més proximes en norma espectral a la matriu A =

= O O O

1 0
0 3
0 0
0 0

S oo

0
0
0
0

Comproveu que la norma espectral de A — A, és igual al tercer valor singular
de la matriu A.
(solucio: pag. 699)

1 0 0 0 2
. . 0O 0 3 0 O
EXERCcCICI 31.3. Trobeu la pseudoinversa de la matriu A = 0000 ol
0 4 0 0 O
(solucio: pag. 700)
1 1 1 1
. . 1 1 1 1. )
EXERCICI 31.4. Trobeu la pseudoinversa de la matriu A = 11 1 1 i apli-
1 1 1 1
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queu el resultat per trobar la soluci6é del problema de minims quadrats AX =
(1,1,1,2).
(solucio: pag. 700)

EXERCICI 3{.5. Demostreu que A" b ésla solucio per minims quadrats del sistema
lineal AX = b que té la norma minima.
(soluci6: pag. 701)

EXERCICI 31.6. Siga A una matriu real m X n. Proveu les segilients propietats
sobre la pseudoinversa:
(@) AAtA=A
(b) AtAAT = A"
(c) AA* és hermitica
(d) A*A és hermitica
(solucio: pag. 701)
Les quatre propietats del I'exercici 31.6. caracteritzen la pseudoinversa. Aixo és
el que provarem en I’exercici segiient.
EXERcCICI 31.7. Siga A una matriu real m X n. Proveu que, si la matriu B compleix
les seglients propietats
(@) ABA=A
(b) BAB=B
(c) AB és hermitica
(d) BA és hermitica
llavors B = A*.

(solucio: pag. 702)

ExXERciIcI 31.8. Quina condicié s’ha de complir perque la pseudoinversa de la
matriu A siga una inversa esquerra? I perqué siga una inversa dreta?
(soluci6: pag. 702)

EXERcIcI 31.9. (La descomposiciéo polar d’'una matriu quadrada) Proveu que,
si A és una matriu quadrada, llavors podem factoritzar-la com A = QP, on Q
és unitaria i P hermitica semidefinida positiva (suggeriment: si A = UZV* és la
descomposicio en valors singulars, preneu Q = UV* i P = VXV*).

Com ha de ser A perque P siga definida positiva? (soluci6: pag. 703)

La factoritzacio A = QP es coneix com la descomposicié polar de la matriu A,
atés que aquest producte és andleg a la forma polar (o exponencial), z = re'®, del
nombre complex z (les matrius semidefinides positives son andlogues als nombres
no negatius i les unitaries als nombres complexos unitaris).
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El problema és AX = b, aixi que la soluci6 hauria de ser ¥ = A~1bh. Pero resulta
que, de vegades, no hi ha soluci6 i de vegades n’hi ha moltes. I, a més, no sempre
hi ha A~L,

Com que no sempre té solucid, cerquem alldo més semblant a una solucio6:
el problema és trobar el(s) X per als quals AX = b o, si més no, els que fan la
diferéncia AX — b el més menuda possible.

Les solucions son X = A*b + Nul A.
Pero, potser, aquest resum €s massa resumit, aixi que I’'ampliarem una mica,

revisant (esquematicament) que és el més important que hem aprés en aquest
2
curs.

2De propina, hi hem afegit alguna cosa que no és al text.
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VECTORS I MATRIUS

Un vector, en general, és un element d’'un espai vectorial. En aquest sentit, un
vector pot ser una aplicacio, una successio, un polinomi...
Pero els vectors als quals ens referim més sovint son els que definim tot seguit.

- Un vector n-dimensional és una llista (en columna) de n nombres:

U
. u
=

Uy

. Per comoditat, també I'escrivim com % = (1, Uy, ...

s Uy).

- Una matriu n X m és un conjunt de nm nombres ordenats en m files i n
columnes o (millor) una llista de n vectors m-dimensionals:

an
as;

Am

app
azp

A2

Ain
Arp

amn

Les operacions més importants amb vectors son aquestes:

- La suma de dos vectors n-dimensionals: si ti = (1, u,,..

U = (U1, Vy,...,V,) lavors i + U = (u; + vy, Uy + Uy, ..

Ui

U, FU,).

- El producte d’un escalar per un vector:

sitl = (uq, Uy, ..

- El producte escalar de dos vectors n-dimensionals: si i = (U, Uy, ...

., Uy) llavors oii = (xuy, XUy, ..

S OUy).

yUy) 1

U = (U1, V..., V) lavors il - U = (U v; + UyVs + = + U, vy,).

Les operacions més importants amb matrius sén:

- La suma de dos matrius: m X n: si A = [Zil as

B=[b, b

0A = [(xdl Xd»

Z}n] llavors A+ B = [511 + _151 d, + _152

El producte d'un escalar per una matriu: si A = [dl a,

(xdn].

3

Q

n]i
Gy + by

3

dn] llavors

- El producte matriu-vector: si A = [dl a, - ﬁn] it = (U, uy,...,uUy,)
llavors Ail = U d, + Urdy + -~ + U, dy,

AB = A[b,

-

b,

b,| = [Ab, Ab,

El producte d’'una matriu m X n per una matriu n X p:

Ab, |
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PRODUCTES ESCALARS I ORTOGONALITAT

- Un producte escalar és una aplicacio (ii|V), que a cada parell de vectors
els associa un nombre, hermitica, lineal en el segon argument i definida
positiva.

- Elmés usual és el producte escalar estandard de dos vectors n-dimensionals,

UV =UV + UV + - + U,V
- Siels vectors son reals, 1 - U = (U V] + U Uy + = + U, V).
- Els vectors ii i U sén ortogonals si (ii|V) = 0.
- La norma del vector i és ||ii|| = +/(1|ii).
- La distancia entre els vectors i i U és d(ii, V) = ||il — V||.

- Dos conjunts de vectors A i B son ortogonals si cada vector de A és ortogonal
a tots els vectors de B.

- L’ortogonal del conjunt A és el conjunt A+ de tots els vectors de I'espai
que son ortogonals a A.

L’ortogonal de A és un subespai.

SISTEMES D’EQUACIONS LINEALS

ap ap v Ain b,
. a a -oa - b ) ) ;
SiA=|“4 22 nAib=|"2|, el sistema dequacions lineals
Am1 Am2 " Amn bm

a;xy + aA12X> + -+ A1pXy = bl
a» X, + ArpX»H + -+ ArpXy = b2

A1 X1 + QX2 + -+ A Xy = by
es pot escriure com
xlﬂ_il + Xzég + -+ Xnﬂ_in =b 0 bé AX =Db

- Fl sistema lineal és consistent quan b € (dy,dy,...,4y), és a dir, quan
rang A = rang [A ‘ _15].
I és determinat quan aquest rang és igual a n.

- SiR ésla forma esglaonada reduida d(i la matriu AiT la matriu invertible
tal que R = TA, el sistema lineal AX = b és equivalent a RX = Th.
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Si la matriu A és invertible, la soluci6 (inica) és X = A1D.

La soluci6 general del sistema homogeni AX = 0 és ¥ = Nul A.

- El sistema lineal és consistent quan b € ColA.

Si és compatible i X, és una soluci6 particular, la soluci6 general és X =
550 + Nul A.

Si el sistema lineal és compatible, la soluci6 general és X = A* b + Nul A.

MATRIUS ELEMENTALS, ESGLAONADES I TRIANGULARS

Matrius elementals Una matriu és elemental quan és el resultat d’aplicar una
operacié elemental a la matriu identitat, és a dir, una d’aquestes:

La permutacio de dues files en la matriu identitat.

La multiplicacié d’una fila de la matriu identitat per un nombre distint
de zero.

- El resultat de sumar a una fila de la matriu identitat el producte d'un
escalar per una altra fila.

Si E és elemental,

- el producte EA és equivalent a una operacio elemental sobre les
files de Ai

- el producte AE és equivalent a una operacio elemental sobre les
columnes de A.

Matrius esglaonades Una matriu és esglaonada si

1. les files nulles estan per davall de les no nulles i

2. el primer element no nul (per ’esquerra) de cada fila, a partir de la
segona, es troba més a la dreta que el primer element no nul de la fila
anterior.

Una matriu és esglaonada reduida si és esglaonada i, a més,

3. tots els pivots son 1 i

4. tots els elements situats per damunt dels pivots son zeros.
Matrius diagonals i triangulars Una matriu quadrada és

- diagonal si totes les entrades fora de la diagonal s6n zeros,

- triangular superior si totes les entrades per sota de la diagonal s6n
Zeros i

- triangular inferior si totes les entrades per sobre de la diagonal s6n
Zeros.
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- Els algorismes de Gauss i de Gauss-Jordan transformen una matriu en
esglaonada, esglaonada reduida o triangular superior fent servir inicament
operacions elementals per files.

- L’algorisme de Gram-Schmidt transforma una matriu (de rang igual al nom-
bre de columnes) en una matriu amb les columnes ortonormals fent servir
Unicament operacions elementals per columnes.

EL RANG D’UNA MATRIU

El rang d’'una matriu és
- el nombre de columnes linealment independents,
- el nombre de files linealment independents,
- el nombre de files no nulles d’'una forma esglaonada qualsevol,
- el nombre d'uns principals de la forma esglaonada reduida,
- la dimensi6 de I’espai columna i
- la dimensi6 de I'espai fila.

Una matriu quadrada n X n és invertible si i només si el seu rang és igual a n.

MATRIUS INVERTIBLES

Una matriu quadrada A és invertible si existeix una matriu B tal que AB = 1.
Aquesta matriu B és unica, s’anomena la inversa de A i es representa com A~L,

- Si A1iB s6n matrius n X n, el producte AB és invertible si i només si les dues
matrius ho son.

- Amés, (AB)"! =B 1AL,

- Les inverses de les matrius elementals sén matrius elementals del mateix
tipus.

- Si A és invertible llavors I'algorisme de Gauss-Jordan la transforma en la
matriu identitat.
Les mateixes operacions elementals transformen la identitat en la inversa
de A.

Si A és una matriu quadrada n X n, totes les afirmacions segiients sén equiva-
lents:

1. A és invertible.
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© ®» N 2

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

. L'equacié matricial AX =1 és compatible.

. El rang de A és n.

Les files de A sén linealment independents.

Les columnes de A sén linealment independents.

La forma esglaonada reduida de A és la matriu identitat.

Per a qualsevol vector D el sistema lineal AX = b és compatible.
Per a qualsevol vector b el sistema lineal A% = b és determinat.
El sistema lineal AX = 0 és determinat.

L’espai nul de A és NulA = {6}.

Existeix una matriu B tal que BA = 1.

A és un producte de matrius elementals.

el determinant de A no és zero.

L’espai columna de A és ColA = K™.

L’espai nul de la matriu transposada AT és NulAT = {0}.
L’espai nul de la matriu adjunta A* és NulA* = {0}.

L’espai fila de A és FilA = K".

El nucli de I'aplicacio lineal f(¥) = A% és Nuc f = {0}.
L’aplicacio lineal f(X) = AX és injectiva.

L’aplicacio lineal f(X) = AX és suprajectiva.

L’aplicacio lineal f(X) = AX és bijectiva.

El nombre 0 no és valor propi de A.

MATRIUS HERMITIQUES I UNITARIES

La matriu transposada i la matriu adjunta

- La matriu transposada de A, AT, és la matriu que té per files les colum-
nes de A.

- La matriu adjunta de A, A*, és la conjugada de la matriu transposada
(a més de transposar, les entrades es canvien pels seus conjugats
complexos).
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Matrius simetriques i antisimetriques. Matrius hermitiques i antihermitiques

La matriu (quadrada) A és simétrica si AT = A.

A és antisimétrica si AT = —A.

La matriu (quadrada

- La matriu (quadrada) A és hermitica si A* = A.

)
)
)
- La matriu (quadrada) A és antihermitica si A* = —A.
Matrius ortogonals i unitaries

- La matriu real (quadrada) A és ortogonal si ATA =1 (la inversa és igual
a la transposada).

- La matriu (quadrada) A és unitaria si A*A = I (la inversa és igual a
I’adjunta).

Matrius normals La matriu (quadrada) A és normal si A*A = AA*.
- Una matriu és diagonalitzable unitariament si i només si és normal.

- Una matriu real és diagonalitzable ortogonalment si i només si és simeétrica.

MATRIUS DEFINIDES, SEMIDEFINIDES I INDEFINIDES

Matrius definides
- La matriu (quadrada) A és definida positiva si X*AX > 0 sempre que
x #0.
- La matriu (quadrada) A és definida negativa si Xx*AX < 0 sempre que
X #0.
Matrius semidefinides
- La matriu (quadrada) A és semidefinida positiva si X*AX > 0 per a tot
vector X.
- La matriu (quadrada) A és semidefinida negativa si X*AX < 0 per a tot
vector X.

Matrius indefinides

- La matriu (quadrada) A és indefinida si no és semidefinida positiva ni
semidefinida negativa.
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MINIMS QUADRATS

Una solucio per minims quadrats del sistema lineal AX = b és un vector X
que fa minima la norma HA)? - bH L’error de minims quadrats és el minim

min HA)? — bH

Si el sistema lineal AX = b és compatible, aleshores les solucions del
problema de minims quadrats son les solucions ordinaries.

Les solucions del pgoblema de minims quadrats son les solucions del sistema
lineal AX = pcoia(b).

Les solucions del problema de minims quadrats son les solucions del sistema

-

lineal A*AX = A*b.

Si A = QR és una factoritzacié QR, les solucions del Ilroblema de minims
quadrats son les solucions del sistema lineal RX = Q*b i l’error de minims
quadrats és Hb - QQ*bH.

Si X és una soluci6 del problema de minims quadrats, la soluci6é general
(el conjunt de totes les solucions) per minims quadrats és X, + Nul A.

La soluci6 general del problema de minims quadrats és X = A*D + NulA.

ESPAIS VECTORIALS I APLICACIONS LINEALS

Un espai vectorial és un conjunt (de vectors) en el qual es poden fer com-
binacions lineals (és a dir, on hi ha definides una suma de vectors i un
producte escalar-vector).

Un subespai F de I'espai vectorial E és un subconjunt que conté el vector
zero i tal que si els vectors ii; i, son a F, la combinacio lineal o;4; + &,
també és a F.

Un espai vectorial euclidia és un espai vectorial on hi ha definit un producte
escalar.

Una aplicacid lineal f . E; — E, és una aplicaci6 entre dos espais vectorials
que conserva les combinacions lineals:
S0y + ooTp) = o f(Th) + o f (Ty).
- El nucli d'una aplicaci6 lineal f, Nuc f, és 'antiimatge del vector zero.
El nucli és un subespai de I’espai inicial.

- La imatge d’una aplicacio lineal f, Im f, és el conjunt les imatges de
tots els vectors de ’espai inicial.

La imatge és un subespai de I’espai final.
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- Formula de les dimensions: Si E; és de dimensio finita llavors
dimNuc f + dimIm f = dim E,.
- f és injectiva si i només si Nuc f = {0}.
- Una aplicaci6 f : K* — K™ és lineal si i només si existeix una matriu A tal
que f(X) = AX).
En aquest cas, Nuc f = NulAiIm f = Col A.

- Un endomorfisme de I’espai E és una aplicacio lineal f . E — E.

BASES I CANVIS DE BASE

Una base de I'espai vectorial E és un conjunt B generador i linealment indepen-
dent.

- SiE+ {6} és de dimensio6 finita aleshores té alguna base.

En aquest cas, totes les bases tenen el mateix nombre d’elements. Aquest
nombre és la dimensi6 de E.

- Si B és una base llavors qualsevol vector s’expressa de forma tinica com a
combinacio lineal dels vectors de B.

- Si B = {ui,, Uy, ..., Uy} és una base ordenada de I'espai de dimensio finita E
isiii=oqt; + oyl + - + &y,ily,, el vector de coordenades de i respecte
aBésilg= (0, 0,...,0&,).

- Si 1 és un vector de K" i B = {ii,, Uy, ..., U,} és una base ordenada llavors
17L = MgﬁB.
(si S = {1y, Uy, ...,U,} ésun conjunt (ordenat) de vectors de K" representem
com Mg la matriu [iil Uy = ﬁp])

Canvi de base en un espai E de dimensio n
- Lamatriu de canvi de la base B; = {iiy, 1y, ..., U, } alabase B, és Mg 5, =
[ﬁIBZ ﬁZgz ﬁnﬂz]_
- Sil'espai és K™:
- La matriu de canvi de la base B, ala base B, és Mg 5, = M%JMB]
- Formula del canvi de base: iig, = Mg 3,15, .
Canvi de base en una aplicacio lineal

- SiB={v,,v,,...,U,} iB sonbasesde Ei E'i f . E — E’ és una aplicacio
lineal, la matriu de f respecte a les bases Bi B’ és

Mrpp = [f(ﬁl)B’ f(U)g - f(ﬁn)ﬂ']-
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- Les coordenades de la imatge del vector U respecte a la base B’ sén
f(O) g = Mg g 5 Us.
- Formula del canvi de bases en una aplicacio lineal: M¢g z = Mg,z Mg, 5, Mgzlgl .

Abreujadament, A = QBP~! (on A i B son les matrius associades a fiPiQ
matrius de canvi de base).

Bases ortonormals

- Si E és un espai euclidiai B = {4, 4>, ...,d,} una base ortonormal de E
llavors les coordenades del vector il respecte a B s6n

g = ((‘71|ﬁ) ) (é2|ﬁ),---,(ﬁn|ﬁ))-

- Si F és un subespai de I'espai euclidia E i B = {41, 4>, ...,d,} una base
ortonormal de F llavors la projecci6é del vector i sobre F és

pr() = (G:|%) G, + (@2|8) d> + -~ + (Gr|i) G-
- Sil’espai és K", amb el producte escalar estandard,

- SiB=1{q41,q4>,...,4,} ésunabase ortonormaliQ = [511 > ... qn]
llavors les coordenades del vector i respecte a B son
Ug = (4 - U,q> U, ...,q4, - U) = Q*Ul.

- Si B=1{4:,4>,...,4,} és una base ortonormal del subespai F i
Q= [(Zl d> ... ﬁy] llavors la projecci6 del vector ii sobre F és

pr(il) = (4 - Wy + (G2 - W2 + - + (4, - )G, = QQ*U.

INTERSECCIO, SUMA I SUMA DIRECTA

- La interseccio F N G dels subespais F i G és un subespai.

- La suma de dos subespais F i G és el conjunt F + G de totes les sumes
d’elements de F amb elements de G.

O, també, I’embolcall lineal F + G = (F U G).
- La suma de subespais és un subespai.
- Férmula de Grassmann: dim(F + G) = dimF + dim G — dim(F N G).
- Lasuma F + G és directaquan FN G = {6}. S’escriu F & G.

- Si F és ortogonal a G llavors la suma és directa (en diem suma directa
ortogonal).

- Si F és un subespai de E llavors E = F & F*.
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- Si i = g + ip., llavors pp(ii) = ir és la projeccio ortogonal de i
sobre F.
pr(il) és el vector de F més proxim a ii.

- Si A és una matriu n X m, llavors

- K" és la suma directa ortogonal dels espais fila i nul de A i

- K™ és la suma directa ortogonal dels espais columna i nul esquerre
de A

ELS QUATRE SUBESPAIS

Si A és una matriu m X n i el rang de A és r,

- L’espai columna de A, Col A, és el conjunt de totes les combinacions lineals
de les columnes de A o, també, el conjunt de vectors b per als quals el
sistema lineal AX = b és compatible.

Es un subespai de K™, de dimensio v.

- L’espai fila de la matriu A és el conjunt FilA = Col A*.

Es un subespai de K", de dimensio 7.

- L’espai nul de la matriu A, NulA, és el conjunt de totes les solucions del
sistema lineal Ax = 0.

Es un subespai de K", de dimensio n — 7.

- L’espai nul esquerre de la matriu és 1’espai nul de la matriu adjunta, Nul A*.

Es un subespai de K™, de dimensi6 m — 7.
- Relacions d’ortogonalitat:

- L’espai nul és ’ortogonal de I'espai fila.

- L’espai nul esquerre és 'ortogonal de I’espai columna.

- Sumes directes ortogonals:

K" = FilA & NulA K™ = Col A ® Nul A*

- Si f 1 K" — K™ és I'aplicacio lineal definida com f(X) = AX,
- El nucli de f és'espai nul de A: Nuc f = NulA.

- El conjunt irmatge de f és I'espai columna de A: Im f = Col A.

- Larestriccio de f als espais fila i columna és bijectiva.
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DETERMINANTS

El determinant d’'una matriu quadrada (detA o |A|) és un nombre que té les
propietats segiients: si es permuten dues files el determinant canvia de signe; és
lineal en cada columna i, si la matriu és triangular superior, el determinant és el
producte de la diagonal.

La matriu A és invertible si i només si detA =+ 0.

Teorema de Binet: det(AB) = det AdetB.

- detAT = detA.

Desenvolupament per una columna o per una fila:
- El menor complementari de a;; és el determinant de la matriu A;; que
s’obté eliminant la fila i i la columna j de la matriu A.
- El cofactor de I'element a;; és ¢;; = (—1)"*/ detA,;.
- El determinant és igual a la suma dels productes dels elements d’'una
columna (o fila) pels cofactors corresponents.

- El rang d’'una matriu és el maxim ordre de les submatrius amb determinant
no igual a zero.

FACTORITZACIONS DE MATRIUS

Factoritzacions LU

Normalment s’obtenen aplicant els algorismes de Gauss o de Gauss-Jordan.

- LU estricta: A= LU
- A és una matriu quadrada.
- L és triangular inferior amb uns a la diagonal.
- U és triangular superior.
- No sempre existeix.
- LU no estricta: A = LU

- A és una matriu quadrada.

- L és una permutacio de les files d’'una matriu triangular inferior
amb uns a la diagonal.

- U és triangular superior.
- Sempre existeix.
- Forma esglaonada reduida: TA =R (0 A =LR)
- A és una matriu qualsevol.
- T és una matriu invertible.
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- L éslainversa de T.
- R és la forma esglaonada reduida de A.
- Sempre existeix.
- LDU: A = LDU (no inclosa al text)
- A és una matriu quadrada.
- L és triangular inferior amb uns a la diagonal.
- D és una matriu diagonal.
- U és triangular superior amb uns a la diagonal.
- No sempre existeix.
- PA = LU (no inclosa al text)
- A és una matriu quadrada.
- P és una matriu permutacié (una permutacio de les columnes de I).
- L és triangular inferior amb uns a la diagonal.
- U és triangular superior.
- Sempre existeix.
- Cholesky: A = LLT (no inclosa al text)
- A és una matriu real simetrica definida positiva.
- L és triangular inferior.
- Sempre existeix.

Factoritzacio QR

- A=QR
- A és una matriu m X n irangA = n.

- Q és una matriu m X n amb Q*Q = I (co és, les columnes de Q
son ortonormals).

- R és una matriu n X n triangular superior invertible.

(nosaltres I’hem obtinguda aplicant I'algorisme de Gram-Schmidt, pero
hi ha meétodes més estables numericament)

- A = QR (versi6 alternativa, no inclosa al text)

- A és una matriu m X n i rangA = n.
- Q és una matriu m X m ortogonal.

-R= Fé)l] on R; és una matriu n X n triangular superior invertible
i O és la matriu nulla (m — n) X n.
Factoritzacions en valors propis i en valors singulars
- Schur: A = UTU*

- A és una matriu quadrada.
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- U és una matriu unitaria.

- T és una matriu triangular superior, amb els valors propis de A a
la diagonal.

- Sempre existeix.
- Diagonalitzacio: A = PDP~!
- A és una matriu quadrada.
- P és una matriu invertible (formada per vectors propis).
- D és una matriu diagonal, amb els valors propis de A a la diagonal.
- No sempre existeix. Perque existisca,

% El el cas complex, tots els valors propis han de ser geomeétrica-
ment complets.

+ El el cas real, tots els valors propis han de ser reals i geometri-
cament complets.
- Diagonalitzacié ortogonal: A = QDQ"
- A és una matriu real simeétrica.
- Q és una matriu ortogonal (formada per vectors propis).
- D és una matriu diagonal, amb els valors propis de A a la diagonal.
- Sempre existeix (si A és real i simeétrica).

Diagonalitzaci6é unitaria: A = UDU*
- A és una matriu normal.
- Q és una matriu unitaria (formada per vectors propis).
- D és una matriu diagonal, amb els valors propis de A a la diagonal.
- Sempre existeix (si A és normal).
Forma de Jordan: A = PJp—!

- A és una matriu quadrada.

- P és una matriu invertible (formada per vectors propis generalitzats).

- D és una matriu triangular superior, formada per blocs de Jordan, amb
els valors propis de A a la diagonal.

Sempre existeix.

Descomposici6é en valors singulars: A = USV*

- A és una matriu m X n de rang 7.
- U és una matriu unitaria m X m.

O O
(la diagonal dels valors singulars).

- X éslamatriu (m X n) on 3, és una matriu v X+ diagonal

- V és una matriu unitaria n X n.
- Sempre existeix.
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- Descomposici6 en valors singulars reduida: A = U; 3, V¥

- A és una matriu m X n de rang v.

- U ésuna matriu m X amb les columnes ortonormals (les columnes
son vectors singulars esquerres).

- 3, és una matriu v X v diagonal (la diagonal dels valors singulars).

- V; ésuna matriu ¥ Xn amb les columnes ortonormals (les columnes
son vectors singulars drets).

- Sempre existeix.
Descomposicio polar: A = QP

- A és una matriu quadrada.

- Q és una matriu unitaria.

P és una matriu hermitica semidefinida positiva.

Sempre existeix.

LA PSEUDOINVERSA

Si f és I'aplicacio lineal de K" en K™ definida per f(X) = AX, la pseudoinversa
St K™ — K" es defineix com f*(y) = X, on X és I'inic vector de Fil A tal que
f(-)_e) = pColAj;-

- Si At = U;3;;Vf és la descomposicié en valors singulars reduida de la
matriu A, llavors la pseudoinversa de A és AT =V, 3 lU}.

- La pseudoinversa és una solucié per minims quadrats de I’equacio AX = 1L.
- A"Dh és una solucio per minims quadrats del sistema lineal Ax = b.

- La solucio6 general per minims quadrats del sistema lineal AX = b és
X = A*h + NulA.



LLIBRE QUART. SOLUCIONS
DELS EXERCICIS

L’algebra lineal és 'art de resoldre problemes lineals.

Aci he inclos les solucions completes de tots els exercicis dels tres llibres anteriors.
He mirat de ser prou exhaustiu perque I'estudiant m’entenga sense caure en un
excés de detalls i de repeticions que serien més avorrides que no informatives.

Molts (gairebé tots) els exercicis van destinats a fer que I'’estudiant comprenga
correctament la matéria; no solament les técniques, pero també les técniques.
Les matematiques no sén només una colleccié de martingales de calcul, pero és
impossible entendre-les correctament si no es practica la resolucié d’exercicis
elementals. Tot i aix0 alguns (potser massa pocs) dels exercicis van destinats a
eixamplar allo que s’ha desenvolupat a la teoria i a mostrar alguns aspectes que
no hi son.

Si estudieu amb aquest llibre, recordeu sempre que abans de mirar les soluci-
ons heu de resoldre o, si més no, intentar resoldre els problemes. Consulteu la
solucio6 per confirmar que ho heu fet correctament o bé per entendre perqué no
hi heu reeixit.






LLIC(') 1. ELS NOMBRES COMPLEXOS

EXERCICI 1.1. (pagina 32) Representeu en un pla els nombres complexos zy = 153,
Zp = 2q/6 123 = (1/2)_y 2 1 calculeu el producte z,z,zs.

Solucio:

} 212,23 = (1+-2-1/2)qj34m/6-m/2 = Lo =1

EXERCICI 1.2. (pagina 32) Dibuixeu al pla complex un hexagon regular inscrit en
la circumferéncia de centre 'origen i radi igual a 1 i amb un vértex en el nombre
1. Quins son els nombres complexos, z, z1, ..., Z5, que representen els sis vértexs
de I'hexagon? Quan valen les poténcies sisenes d’aquests nombres?

Solucio:

Zy 14 Z1 . . .
zo=1,zy = 13,22 = Lyqy3,

23 = 1,24 = 143,25 = lspy3

z ¥z .
3 ) f 0 Tots aquests nombres son de la forma
Zy = g3, aixi que 2% = 1073 = 1% = 1.

Els nombres z; son arrels sisenes de 1.

EXERCICI 1.3. (pagina 32) Feu les operacions segtients i expresseu els resultats
en forma binomica i en forma polar. (a) 1/i, (b) (1 —i)/(1 + 1), (c) 2/(1 — 3i),
(d) 1+ /3i.

Solucio:
1
(a) T =—i= 1_-,-,-/2
1-i  a-i2 1 Do
O T T aenaoy Ut === L,

2 21+3) L L _ (Y10
© T3 T a—snaray w5030 = <T>t3

d (14++/3)3=1+3V3i+3(/3)2+ (/3)3=1+3V/31—9—-33i
~8=8_.
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EXERCICI 1.4. (pagina 33) Donats els nombres complexos z; = i, zp = 1,z3 = 1 +i,
z4 = (14+i)(1—i), z5 = (1+i)/(1—1i), (a) determineu-ne les parts reals i imaginaries,
(b) calculeu-ne els moduls i els arguments, (c) expresseu-los en forma polar i en
forma exponencial, (d) calculeu-ne els conjugats i els inversos.

Solucio:

(@ rez; =0,imz; =1, rez, = 1,imz, = 0, rez; =1,imz3; =1
z; =1+ —-i)=2=>rezy=2,imz;, =0
zs=(1+i)/(1—-i)=i=>rez; =0,imz; =1

(b) |z1] = |z2] = |25 = 1, |2z3] = V2, |z4] = 2.
argz, = /2 + 2k, arg z, = 2k, arg z3 = /4 + 2km, arg z4 = 2k,
arg zs = 1/2 + 2kt (k és un enter qualsevol).

(€ z1=1gp2,20=1p, 23 = \/ETr/4’ Z4 =20, 25 = 1.

z; = 1elm/2 z, = 1e0, z; = /24 z, = 2el0, z. = 1ei™/2,

dz,==-i,z,=1,23=1—i,2z, =2,Z5 = —i.
1/zy ==i,1/z, =1,1/z3=(1/2)(1 =i),1/z4 =1/2,1/z5 = —i.

EXERCICI 1.5. (pagina 33) Calculeu les poténcies segtients: (a) (1 + i), (b) (2e‘"/3)3,
(C) (2e‘"/3)5,
(d) (2e™/3Y, (e) i153,

Solucio:

@ (140 = (V2em)" = (y2)" einmia
(b) (2e™/3)? = 23e3im/3 = _g

(©) (ZeiTr/S)S — 255iT/3 = 3De—iT/3

) (2ei7T/3)3 = 26e6iT/3 — g4

(e) Les poténcies successives de i soni®=1,il =i,i?=—-1,i3=—i,i*=1,ia
partir d’aqui es repeteixen ciclicament.

Com que 153 = 4-38+ 1,193 = (i)*3+1 = (i4)® =i,

EXERCICI 1.6. (pagina 33) Calculeu les arrels quadrades dels nombres —i, 3 + 4i i
4 — 3i.
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Solucio:

Les arrels quadrades de —i = e~ /2 s6n de la forma el(~7/2+2km)/2 " 4g g dir,
) 2 o 2

eimis = Y21 ) j e g(q +1).

Ara cerquem els nombres a + bi tals que (a + bi)?2 = 3 + 4i:

(a + bi)?> =3 +4i
a? — b? + 2abi = 3 + 4i
a?—-b2=3, ab=2
at—-b?2=3, b=2/a
a’®—4/a>=3, b=2/a
a*—3a°—-4=0, b=2/a

L’equacio a* — 3a% — 4 = 0 és biquadrada, aixi que podem resoldre-la per a a2:

+ /
a2=3_2—25, b=2/a
+
azzg,b:2/a

Per tant, els valors posssibles per a a2 son 4 i —1; pero a ha de ser real, aixi que
només ésvalid a2 =4,a=+2,b = +2/a = +1.
Les dues arrels quadrades del nombre 3 +4isén 2 +ii—2 —i.

Les arrels quadrades del nombre 4 — 3i les podriem calcular de la mateixa ma-
nera, pero no és necessari, perqué —i(3 + 4i) = 4 — 3i i, com que ja sabem que

2
(i‘g(l — i)) = —iique (—(2+1))2 =3+ 4i,

—i(3 +4i) =4 — 3i
2

(i?(l—i)) (—(24+11)2=4-3i

2
(iﬁﬁ(l—i)(2+i)> =4 — 3i

2 2

(x(3—1i)2=4-3i

Lesarrelsquadradesde4—3iséng(S—i)i\/TE(—3+i).

EXERCICI 1.7. (pagina 33) Calculeu les arrels cinquenes de z = 1 — NEIR

Solucio:
. ) . 1 3 S
El modul de z és /1 + 3 =2, aixi que z = 2 575 )= 2e>T/6,
En conseqiiéncia, les arrels cinquenes son w;, = v2e/57/6+2km)/5 = {fpaim/6g2km/5

k=0,1,2,3,4.
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EXERCICI 1.8. (pagina 33) Proveu que les arrels enésimes del nombre complex z
estan en progressio geometrica i deduiu-ne que la suma de totes les arrels enésimes
de z ésigual a 0.

Solucio:

Les arrels de z = rel® son w;, = Afrel@+2kmin = Jfyeia/ngi2km/n  per tant,
W1 = Wie2™/M jles arrels fan una progressio geométrica amb ra¢ igual a e'2™/7,
La suma de totes les arrels és

n i(x+2nm)/n n ix/n i2nm/n
Jre Vre , . e 1
wo + “'1 + -+ “"Vl—l — - — {'”fe'o‘/n -
‘"[’reIZTI'/TL — 1 1"[1fel27T/1’l — 1

Pero, ei2nm/n = @2 = 1 aixi que la suma és igual a zero.

EXERCICI 1.9. (pagina 33) Feu servir la formula de De Moivre per provar les
segiients (ben conegudes) identitats trigonométriques:

cos(x + B) = cosxcos B — sin xsin 8 sin(x + B) = cos xsin 8 + sin x cos 8

Solucio:
Siz =el®jw = el llavors zw = ei®elf = ei(@+h),
Aixi que
(cosox +isin)(cosx +isinx) = cos(x + B) +isin(x + B)
(cosxcosff —sinasinfB) + i(cosxsin f + sinxcos ) = cos(x + B) +isin(x + )

Separant les parts reals i imaginaries en la darrera expressio, hi trobem els
resultats que cercavem.

exi + e—xi exi _ e—xi
EXERCICI 1.10. (pagina 33) Proveu que cos x = — isinx = %

(per a qualsevol nombre real x).

Solucio:
L'nic que hem de fer és aplicar la definicié de I’exponencial complexa:

eXi+e=Xi  cosx +isinx + cos(—x) +isin(—x)

2 2
CosSXx +isinx + cosx —isinx
= > = COS X
eXl —e ™ cosx +isinx — cos(—x) — isin(—x)
2i 2i
CoSXx +isinx —cosx +isinx .

2i
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EXERcICI 1.11. (pagina 33) Calculeu les sumes

cosO+cosx+cos2x+ -+ +cosnx, sin0+sinx+ sin2x + -+ sinnuo

Solucio:
Escrivint aquestes dues sumes com les parts real i imaginaria d’'un nombre
complex,

Sp = (cos0 + cosx + cos2x + =+ + cosSnNx)
+i(sin0 +sinx + sin2x + - + sinn)

tindrem
Sy = €0 4 el* 4 2% 4 ... 4 gnix
_ (eia)o + (eio<)1 + (eio()2 4ot (eio()"

(aix0 és la suma dels termes d’una progressioé geometrica)
e(n+1)i¢x -1
Sn = e —
elx—1
eix _ e—ix e2ix -1
2i T 2jeix

Ara ens convé observar que, com que Sinx =

e?ix — 1 = 2jel*¥ sin x. Per tant,

i ia(m+1)ia/2 gj ;
. e(m+Dia _ 1 _ 2je(n+Dix sm((n+ 1)0(/2) _ ena/zsm((n+ 1)0(/2)

eic — 1] 2iei®/2 gin /2 sin /2

Les parts real i imaginaria de s,, son les sumes que cercavem:

éo coskx = sin <(s1:n-’(-x};a/2) cos (ntx/Z)
sin((n+ 1)0(/2)

i sinkx = (sinn(x/Z)
k=0

sin /2
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MENTAL DE L’ALGEBRA

EXERCICI 2.1. (pagina 40) Trobeu una factoritzacio en polinomis irreductibles
(complexos) de cadascun dels polinomis segtients:
@ z2+z+1 b) z*+z2+1 (c) 7z3 =21
(d z6+1 () z3—2z2—-2z-2 (f) 5z%—15z3+15z2 -5z
(g) z2+ (3—i)z—3i

Solucio:
oz (oo d) (2 ) (2)
=(z+l+i£> (z+l—i£>

(@)

2 2 2 2

(alternativament, si apliqueu la férmula de I'equacié de segon grau,
-1xV1-4 1 NE

z = 5 _E =+ |?)

(b) Aquest és un polinomi biquadrat. De fet, canviant w = z2 s’obté el polinomi
de I’'apartat anterior, aixi que les arrels son les arrels quadrades de —% + ig,
iles de —% — |J7§ Calculem-les:

- Arrels quadrades de —% + ig = ei2T/3; , = e™/3jw, = el7/3 = g~i27/3

- Arrels quadrades de —% - i\/g = eHm/3: ), = e2T/3 jq; = IT/3 = e=iT/3
Aixi que z4 + 22+ 1 = (z —€el™3) (z — e 2T/3) (z — ?T/3) (z — e™1T/3)
(c) Les arrels del polinomi 723 — 21 son les arrels cubiques de 21/7 = 3, és a dir,
Wy = V3, wy = V3e2m/3 w, = +3e2m/3, Aixi que

723 =21 =7(2% =3) = 7 (2 = V3) (2 = V3e?m3) (z — 3e~2m/?)

(d) Les arrels d’aquest polinomi son les arrels sisenes de —1: w, = e™/6,
w, = eBT/6 = j 1, = e3T/6 1y, = @76 gy, = @IIT/6 = _j . = eilIT/6,
Pertant, z6 + 1 = (z — e/™/6) (z — i) (z — PT/6) (z — ei"/6) (z + |) (z — eiT11/6),

(e) Com que z3—2z2—z—2 ésun polinomi amb coeficients enters, si té alguna arrel
racional, sera un cocient entre un divisor del terme independent i un coeficient
del terme de major grau, és a dir, un dels nombres 1, —1, 2, —2. Provant-los,
trobem que w, = 2 és una arrel (23 — 22 — 2 + 2 = 0). Per tant, podem dividir
el polinomi entre z — 2 iobtindrem z3 —z2 —z—-2=(z2+z+ 1)(z — 2). |,
recordant el resultat de I’apartat (a),

23—22—2—2=<z+l+i\/—§> (z—i—l—i\/—g)(z—Z)

2 2 2 2
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(f) 524 = 1523+ 1522 -52=52(z3—-32z24+3z—-1) =5z(z—-1)3
(@ z2+(B3—1)z—-3i=2z?4+3z—iz-3i=(z+3)z—(z+3)i=(z+3)(z—1)

EXERCICI 2.2. (pagina 40) Trobeu una factoritzacio en polinomis irreductibles
reals de cadascun dels polinomis segiients:

@ x2+x+1 b) x*+x2+1 () 7x3—-21
(d) x8+1 () x3—x2—x-2 () 5x*—15x3+15x2 — 5x
Solucio:

A T'exercici anterior hem factoritzat tots aquests polinomis considerant-los com
a complexos.

E 2
(a) x2+x+1=(x+%+i§> <x+%—i%§)=(x+%) + 2

(b) x*+x2+1=(x—eT3) (x —e ™3) (x —e?7/3) (x — e 127/3)

(x —costr/3 —isinTr/3) (x —costr/3 +isintr/3)

(x

((x — cos7T/3)2 + sin2rr/3> ((x — CosZTr/S)2 + sin® 217/3)

—€os21r/3 —isin2m/3) (x —cos21r/3 +isin21/3)

= ((x =1/2)° +3/4) ((x + 1/2)* + 3/4)

(c) Sabem que /3 és una arrel d’aquest polinomi, aixi que fent la divisi6 de x3 — 3
entre V3 obtenim

7x3—21=7(x3—21)=7(x2+€/§x+€/§)(x—«3/§)

(de I’exercici anterior sabem que les dues arrels restants no son reals).
(d) x5 +1=(x—e™b)(x —i)(x —ed®/6)(x —el"™/6)(x + i) (x — eiT11/6)
— (X _ eirr/G)(X _ i)(x _ eiSrr/G)(x _ e7i51r/6)(x + i)(X _ efirr/(i)
=(x2+1) ((x — oS E)2 + sin® E) ((x — oS E6)2 + sin® E6)
6 6 T ™
V3 1 V3 1
— 2 A VA —Yy2 4 =
(x+1)((x+2)+4><(x 2)+4
e x3—x2—x-2=(x2+x+1(x—-2)
(f) 5x% —15x3 + 15x2 —5x =5x(x —1)3

EXERCICI 2.3. (pagina 40) Trobeu una factoritzacio en polinomis irreductibles
racionals del polinomi 7x3 — 21.
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Solucio:

7x3—21 = 7(x% — 3). El polinomi x3 — 3 és irreductible, perqueé si tingués algun
divisor estricte, n’hi hauria d’haver un de grau igual a 1, x —a, la qual cosa implica
que a ha de ser igual a +/3, que no és un nombre racional.

EXERCICI 2.4. (pagina 40) Proveu que si a és una arrel del polinomi p(z), amb
multiplicitat m, llavors a és arrel de p’ (z) amb multiplicitat m — 1.

Solucio:

Si a és una arrel de p(z), amb multiplicitat m, llavors p(z) = q(a)(z —a)™, on
q(a) # 0. Aixi que la derivada sera

p'(z) =q'(a)(z—a)"+mq(a)(z—a)™ ' = (q'(a)(z —a) + mq(a)) (z—a)™!

I,com que q'(a)(a—a) +mgqg(a) # 0, a és arrel de p’(z) amb multiplicitat m — 1.

EXERCICI 2.5. (pagina 40) Demostreu que la successio {z, }y—_,, 0Nz, = Xy +iYyy
(x,, 1y, reals) és convergent az = x + iy sii només silimx, = x ilimy, = y.

Solucio:

Com que |x, — x| < |z, — z|, silim z,, = z llavors lim x,, = x (i, de la mateixa
manera, lim y,, = y).

Reciprocament, si limx, = x i limy, = y, donat € > 0, existeix n, tal que, si
n=ng, |x, — x| <€/~/2i|y, —y| <e€//2. Aleshores,

n—Z| = \/|xn 12+ [y — v <\/e2/2+62/2—e

la qual cosa significa que limz,, = z.



LLICO 3. MATRIUS I VECTORS

EXERcICI 3.1. (pagina 65) (Operacions amb vectors) Considerem els vectors de
[R3
ﬁl = (]-s _11 2))112 = (01 ]-1 _3)!ﬁ3 = (_]-! 31 _8)

Calculeu (a) i, + i,, (b) 313 i(c) ii; — 21, + 3.

Solucio:

(@ i, +1u,=(1,-1,2)+(0,1,-3) = (1,0,—1)

(b) 313 =3(-1,3,-8) = (-3,9,—-24)

(¢) Uy — 21y + 1z =(1,-1,2) — 2(0,1,—-3) + (—1,3,—8) = (0,0,0)

EXERcICI 3.2. (pagina 66) (Representacio grdfica dels vectors en R?)
Siguen i, = (1,—2) i i, = (—1,1). Representeu grdficament els vectors i, U,
21y, —Uy, 31Uy + 3y, Uy — 21y, 51y + 91U, 1 —41i; — 61,

Solucio:
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EXERCICI 3.3. (pagina 66) (Combinacions lineals) (a) Proveu que qualsevol vector
de R?, ii = (a,b), és combinacié lineal de i, = (1,1) i, = (1,—1). (b) Es
cert que qualsevol vector de R3 és combinacio lineal de (2,—1,—1), (—1,2,—1) i
(-1,-1,2)?

Solucio:
@) (a,b) = a;b(l,l) v a;b(l,—l).

(b) Suposem que el vector (x, v, z) és combinacio lineal d’aquests tres vectors,

E RN

20 — Op — X3 = X

-0+ 200 —03 =y
-] — O+ 203 =2

i, sumant aquestes tres igualtats,
O=x+y+z

aixi que, si un vector (x,y,z) és combinaci6 lineal d’aquests tres vectors,
ha de complir I'equacié x + y + z = 0. Llavors, no tots els vectors en son
combinacio. Per exemple, (1,1,1) no ho és.

EXERCICI 3.4. (pagina 66) (Norma d’un vector) Calculeu les longituds dels vectors
El = (11 0)7 éz = (O, 1)1 ﬁ = (3’4) li; = (_1’ 2)-

Solucio:
Jerll = VIZ+02=1 & =v0r+12=1 || =V32+42=5
[ = J—D2+ 22 =5

EXERCICI 3.5. (pagina 66) (Angle entre dos vectors) Calculeu I'angle entre les
segiients parelles de vectors:

(@ ii=(/3,1)i0=(0,1)
(b) ii=(/3,1)i0=(2,2)

(c)u=1(1,2,3)iv=(1,2,6) (aci podeu fer servir la calculadora)

<

S

(d i=1(1,2,1,2)iv=(2,-1,-2,1)
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Solucio:

(a) Les normes dels dos v